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THEORIE 

G É  NÉ  RA LE 

DES  ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES, 

Pa?-  M,BÉZOUT,deUA  cadémie  Royale  des 
Sciences  ÔC  de  celle  de  la  Marine  ;  Examinateur 
des  Gardes  du  Pavillon  ôC  de  la  Marine  ,  des 
Afpirans- Gardes  de  la  Marine  ,  des  Elevés 
ÔC  Afpirans  au  Corps  Royal  de  C Artillerie  ; 
Cenfeur  Royal, 


A     PARIS, 

De  rimprimerie  de  Ph.-D.  PIERRES,  rue  S.  Jacques. 


M.      D  C  C.     L  X  X  I  X. 

yîvEc  Approbation  et  Privi legs  nu  Roi; 


A        MONSEIGNEUR 

DE    SARTINE, 

MINISTRE  ET  SECRÉTAIRE  D'ÉTAT, 


AYANT   LE    DÉPARTEMENT 


DE    LA    MARINE' 


Monseigneur, 


Plusieurs  ÊtahUJfemens  unies  ,  dans  la  Capitale  ^ 
confervent  la  mémoire  de  Votre  A dmlnijî ration  acïlvc  > 
fage   &  éclairée. 

Un  objet  beaucoup  plus  vajle  Vous  a  été ,  depuis  ,  con^é 
par  le  Souverain  :  Vous  prouve:^  ,  MONSEIGNEUR  , 
dans  ce  pojle  imponant ,  que  le  même  efprit peut  vivifier  des 
objets  très-différens. 


Les  fouis  multiplies  &  prejfans  y  que  les  clrconfiances 
actuelles  Vous  impofenty  ne  détournent  pas  néanmoins  Vos 
regards  de  l'avenir»  Les  yeux  ouverts  fur  tout  ce  qui  peut 
augmenter  les  forces  Maritimes  ^  SC  la  gloire  actuelle  du 
Roi ,  Vous  êtes  en  même  tems  occupé  du  foin  d'en  per- 
pétuer la  durée.  Vous  veille-^  a  ce  que  des  connoiffances 
utiles  préparent  une  fuite  d'Officiers  éclairés  ,  qui  répare 
les  pertes  inféparahles  de  l'ardeur  avec  laquelle  le  Corps 
de  la  Manne  fe  porte  a  faire  refpecler  le  Pavillon  François* 

Ces  confidérations ,  MONSEIGNEUR  ,  m'ont  fait 
défrer  de  placer  Votre  Nom  a  la  tête  de  cet  Ouvrage,  Il  a 
pour  but  la  perfeciion  d'une  partie  des  Sciences  Mathémati- 
ques ,  de  laquelle  toutes  les  autres  attendent  ce  qui  peut 
aujourd'hui  procurer  leur  avancement.  Il  peut  donc,  parfon 
objet ,  concourir  au  progrès  des  connoiffances  utiles  a  la 
Marine. 

Ll  ne  m'appartient  pas  de  décider  s  il  remplira  ces  vues  ; 
mais  je  rîai  rien  négligé  pour  le  rendre  digne  du  fuffrage 
du  Public  y  ^  par  conféquent  de  Vous  être  offert. 

Je  fuis  avec  un  profond  refpecl , 


MONSEIGNEUR, 


Votre  très-humble 
&  très-obéiflant  ferviteur, 
B  É  Z  O  U  T. 
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X_j'application  de  l'Analyfe  algébrique  aux  différentes 
queftions  qui  font  du  relTort  des  Mathématiques  ,  fe  tait 
prefque  uniquement  à  l'aide  des  équations.  On  a  donc  dû 
s'attacher  de  bonne  heure  à  la  théorie  de  celles-ci  ,  &  à 
la  perteélion  des  méthodes  pour  en  tirer  les  conclufions 
générales  &  particulières  qu'elles  peuvent  fournir  ,  & 
pour  y  arriver  par  les  moyens  les  plus  sûrs ,  les  plus  {im- 
pies &  les  plus  expéditifs. 

Mais,  lorfque  les  quantités  dont  une  queftion  dépend  , 
commencent  à  être  un  peu  nombreufes  ;  &  lorfqu'en 
même  temps ,  les  différens  rapports  qui  les  lient  les  unes 
aux  autres ,  commencent  à  être  un  peu  compofés  ,  l'art  de 
foumettre  le  tout  à  des  règles  générales  &  néanmoins 
auffi  fimples  qu'il  eft  poflîble,  exige  des  foins  dont  on  fe 
laiiTe  détourner  d'autant  plus  volontiers,  que  le  champ 
inépuifable  des  recherches  mathématiques  offre  conti- 
nuellement des  objets  plus  riants ,  dont  la  jouiflànce  eft 
plus  prochaine,  &  où  la  fàgacité  trouve  affez  de  quoi  fe 
développer  d'une  manière  flatteufe. 

C'est  cette  raifon,  fans  doute  ,  qui,  au  moment  de  la 
découverte  del'analyfe  infinitéfimale,  a  fait  prefque  aban- 
donner l'analyfe  des  quantités  finies  ,  quoiqu'à  peine  on 
eût  effleuré  ou  examiné  les  difficultés  que  celle-ci  laifîoit  à 
réfoudre ,  &  conftaté  la  bonté ,  la  fureté  ,  l'étendue  des 
méthodes  que  l'on  croyoit  avoir  pour  la  folution  des 
queftions  qui  pouvoient  être  de  fonrefforr. 

L'Analyse  infinitéfimale   également   attrayante    ôc 
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importante  par  les  objets  nombreux  &  utiles  auxquels  on 
a  vu  qu'elle  pouvoit  être  appliquée ,  a  entraîné  tout  l'in- 
térêt &  tous  les  efforts  ;  &  l'analyfe  algébrique  finie 
fèmble,  à  compter  de  cette  époque ,  n'avoir  été  regardée 
que  comme  une  partie  fur  laquelle  ou  il  ne  reftoit  plus 
rien  à  faire  ,  ou  dans  laquelle  ce  qui  reftoit  à  faire ,  n'au- 
roit  été  que  de  vaine  fpéculation. 

Cette  caufe  qui  feroit  d'ailleurs  bien  loin  d'avoir 
aucun  fondement  réel ,  n'eft  cependant  pas  la  feule  à 
laquelle  on  doit  attribuer  le  peu  de  progrès  de  l'analyfe 
algébrique  finie.  Nous  ofons  croire,  d'après  notre  travail , 
que  les  difficultés  dont  la  matière  eft  fiifceptible  pour  être 
traitée  avec  une  certaine  généralité ,  en  partant  des  mé- 
thodes qu'on  a  imaginées  jufqu'à  préfent,  auroit  pu  aulïï 
affoiblir  dans  quelques  Analyftes  l'efpoir  d'y  faire  des  pas' 
d'une  certaine  étendue.  Ce  fentiment  ne  nous  eft  pas 
fuggéré  par  une  prévention  en  faveur  de  notre  ouvrage  : 
nous  conviendrons  ingénuement  que  nous  avons  long- 
temps penfé  de  même ,  &  travaillé  fans  fliccès ,  tant  que 
nous  n'avons  attaqué  quelques-unes  des  matières  conte- 
nues dans  cet  ouvrage  ,  qu'à  faide  des  méthodes  connues 
jufques-là. 

NÉANMOINS  la  néceffité  de  perfectionner  cette  partie  , 
n'a  pas  échappé  à  ceux  à  qui  l'analyfe  infinitéfimale  eft  le 
plus  redevable  :  on  a  vu  que  celle-ci  même  avoit  befbin 
que  la  première  fût  perfectionnée.  Entre  plufieurs  Ana- 
lyftes très-diftingués,les  célèbres  M.  Euler  &  de  la  Grange 
ont  donné  flu*  cette  matière  des  Mémoires  qui  ne  ren- 
ferment ni  moins  de  profondeur,  ni  moins  de  fàgacité  que 
les  autres  produéiions  de  ces  illuftres  Analyftes.  Néan- 
moins toutes  les  recherches  un  peu  générales  que  l'on  a 
faites  jufqu'ici  fur  les  équations,  fe  réduifent  toutes  (fi  on 
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en  excepte  feulement  les  équations  du  premier  degré  )  à 
des  méthodes  pour  obtenir  le  réfuitac  le  plus  fimple  de  la 
combinaifon  de  deux  équations  &  deux  inconnues  j  en- 
core n'eft-ce  qu'en  mettant  ces  équations  fous  la  forme 
d'équations  à  une  inconnue  ,  qu'on  eft  parvenu  à  donner 
à  CQS  méthodes  la  perfedlion  qu'elles  ont  acquife  avec  le 
temps.  Mais  on  ne  voit  nulle  part  aucune  trace  de  mé- 
thodes pour  traiter  cette  clalfe  très-limitée  d'équations , 
en  les  prenant  dans  tout  leur  développement  naturel  ; 
encore  moins  en  a-t-on  pour  un  nombre  quelconque 
d'équations  &  d'inconnues. 

Si  on  fait  attention  que  fur  un  nombre  infini  d'équa- 
tions &  d'inconnues  dont  la  folution  d'un  problême  quel- 
conque peut  dépendre  ,  on  ne  favoit  encore  traiter  que 
le  cas  de  deux  équations  &  deux  inconnues  ;  qu'on  ne 
fàvoit  ,  dis-je,  traiter  que  ce  feul  cas,  avec  la  certitude 
de  ne  rien  introduire  d'étranger  à  la  queftion  ,  on 
conviendra- fans  doute,  avec  nous,  que  tout  reftoit  à  faire 
fur  cette  matière.  Arrêtons-nous  un  moment  fur  l'état  où 
étoit  fanalyfe ,  lorfque  nous  avons  entrepris  le  travail  que 
nous  donnons  aujourd'hui. 

I L  eft  tout  fimple  que  dans  les  premiers  temps  où  on 
elïàya  de  combiner  entr'elles  les  équations  de  degrés  fu- 
périeurs  au  premier  ,  on  n'en  ait  d'abord  comparé  en^ 
tr'elles  que  le  plus  petit  nombre.  L'imperieélion  des 
méthodes  expofoit  à  des  calculs  fi  compofés ,  qu'on  ne 
pouvoit  élever  fon  vol  bien  haut.  On  a  donc  commencé 
par  des  équations  à  deux  inconnues  ,  &  d'abord  de  degrés 
très-peu  élevés.  Par  diverfes  combinaifons  de  c<is  deux 
équations ,  on  déterminoit  les  valeurs  confécutives  des 
différentes  puilfances  de  l'inconnue  qvi'on  vouloit  élimi- 
■miner ,  depuis  la  plus  haute  de  ces  puilfances  jufqu'à  la 
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plus  bafTe  ;  &  leur  fubftimtion  dans  l'une  des  équations 
propofëes  ,  donnoit  enfin  une  équation  où  il  ne  refloit 
plus  qu'une  inconnue.  Ce  premier  pas  tait ,  on  a  conclu 
que  fi  l'on  avoit,  par  exemple,  trois  équations  &  trois 
inconnues ,  on  pouvoit  par  le  même  procédé  ,  en  compa- 
rant ,  par  exemple ,  la  première  de  ces  équations  à  la 
féconde  ,  arriver  à  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus 
que  deux  inconnues  :  que  l'application  du  même  procédé 
à  la  comparaifon  de  la  première  équation  à  la  troifième , 
ou  de  la  féconde  à  la  troifième,  conduiroit  pareillement 
à  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus  que  les  deux 
mêmes  inconnues.  Qu'enfin  ayant  ainfi  ramené  les  trois 
équations  propofées  à  deux  équations  à  deux  inconnues 
feulement  ,  le  même  procédé  appliqué  à  ces  deux- ci  , 
conduiroit  enfin  à  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus 
qu'une  inconnue;  &  de-là  on  a  conclu  qu'en  général  par 
le  même  procédé,  on  arriveroit  toujours,  pour  un  nom- 
bre quelconque  d'équations  à  pareil  nombre  d'inconnues, 
à  une  feule  équation  ne  renfermant  qu'une  feule  in- 
connue. 

Mais  quand  ce  procédé  n'auroit  pas  eu  les  défauts 
eflentiels  dont  nous  allons  parler,  il  n'auroit  été  encore 
qu'un  moyen  de  ramener  la  queftion  à  ne  dépendre  que 
d'une  feule  inconnue ,  &  il  auroit  encore  laiffé  prefque 
tout  à  défirer  pour  la  théorie  générale  des  équations. 

En  effet,  avec  un  peu  de  connoifîance  du  calcul ,  & 
d'attention  fur  la  nature  de  cette  méthode ,  on  voit  que 
les  équations  propofées,  pourront,  félon  les  variétés  fans 
nombre  qu'on  aura  pu  fe  permettre  dans  les  détails  du 
calcul ,  concourir  très-difiFéremment  à  la  formation  de  la 
dernière  équation  :  enforte  que  félon  la  manière  dont  on 
aura  calculé,  on  peut  avoir  des  exprellions  très-  dijBfé- 
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rentes  de  cette  équation.  Cependant  elle  doit  être  unique. 
Quelles  connoiiîances  une  pareille  équation  finale  auroit- 
eile  donc  pu  donner  fur  les  propriétés  générales  des 
équations  propofées  \  Quelle  utilité  la  théorie  générale 
des  équations  pouvoit-elle  retirer  d'une  femblable  mé- 
thode ,  dont  le  réfultat ,  au  contraire ,  étoit  de  mafquer  & 
d'envelopper  les  propriétés  générales  peut-être  encore 
plus  qu'elles  ne  l'étoient  dans  l'état  primitif  des  équations 
propofées  \  Il  s^vl  falloit  donc  de  beaucoup  qu'on  pût 
regarder  ce  procédé  comme  utile  pour  la  théorie  générale 
des  équations. 

Considérons-le,  préfentement,  relativement  à  l'uti- 
lité dont  on  pouvoit  du  moins  le  croire,  pour  concentrer 
toutes  les  équations  propofées  en  une  feule,  &  en  déduire 
le  véritable  nombre  de  folutions ,  &  les  vraies  folutions 
de  la  queftion. 

Puisque  d'après  l'obiervation  que  nous  venons  de  faire, 
l'équation  finale  à  laquelle  on  feroit  conduit  par  ce  pro- 
cédé ,  peut  être  différente  félon  la  manière  dont  on  l'aura 
appliqué  ,  &  que  cependant  on  fent  bien  qu'il  ne  peut 
y  avoir  qu'une  feule  équation  finale  y  laquelle  doit  être 
tout-à-fait  indépendante  de  la  manière  dont  on  aura  cal- 
culé ,  on  doit  en  conclure  que  féquation  finale  trouvée 
par  toutes  ces  éliminations  fuccelfives  ,  n'eft  point  la  vé- 
ritable équation  finale ,  mais  la  renferme  feulement  ,  en- 
gagée par  multiplication  avec  des  quantités  étrangères  à 
la  queftion.  On  voit  donc  d'abord  que  cette  méthode 
(  impraticable  ,  d'ailleurs  ,  par  fimmenfité  des  calculs 
dans  des  cas  même  fort  fimples  )  conduifoit  à  des  calculs 
mutiles;  qu'elle  trompoit  fur  le  véritable  degré  de  l'é- 
quation finale  ,  &  n'offroit  rien  d'ailleurs  ,  qui  pût  fervir 
à  diftinguer  ni  le  nombre  des  folutions ,  ni  les  véritables 
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folutions,  d'avec  celles  qui  n'appartenolent  pas  à  la 
■queftion.  Il  aiiroitdonc  fallu  favoir,  du  moins ,  quel  devoit 
être  le  véritable  degré  de  l'équation  finale  ;  &  on  en  étoit 
bien  loin.  Mais  quand  même  on  auroit  eu  cette  connoif^ 
llmce,  il  auroit  fallu  que  l'analyfe  fournît  d'ailleurs  des 
moyens  d'extraire  le  fadleur  ou  les  faéleurs  fuperflus  :  orles 
fecours  que  l'analyfe  pouvoit  fournir  pour  cet  objet,  étoient 
bien  intérieurs  à  la  difficulté  qui  les  rendoit  nécefîaires. 

Que  ces  difficultés  aient  été  vues  ,  ou  non ,  dans  toute 
leur  étendue  ,  elles  fe  font  lait  fentir  du  moins  fur  les 
équations  à  deux  inconnues.  L'énorme  complication  des 
calculs  auxquels  on  efl  conduit  par  l'élimination  fliccef- 
five  ,  eft  fans  doute  la  caufe  pour  laquelle  on  ne  trouve 
dans  les  Ecrits  des  Analyftes  aucun  réfultat  fi  peu  général 
que  ce  puiiîe  être,  fur  les  équations  à  plus  de  deux  incon^ 
nues  ,  fi  ce  n'eft  pour  les  équations  du  premier  degré. 

Mais  les  vues  des  Analyftes  diftingués  à  qui  l'imper- 
fedlion  &  les  vices  de  fanalyfe  fe  font  préfentés  ,  fe  font 
toutes  tournées  vers  les  équations  à  deux  inconnues. 

M.  Euler  a  donné  des  moyens  pour  arriver  à  l'équation 
finale  dégagée  de  tout  faéleur  fliperiiu  ,  &  a  en  même 
temps  déterminé  le  véritable  degré  de  l'équation  finale  , 
dans  ces  fortes  d'équations  ,  lorfqu'elles  ont  tous  leurs 
termes  ,  ou  lors  même  qu'elles  font  incomplettes  ,  mais 
feulement  par  l'abfence  de  quelques-unes  des  puiiîances 
les  plus  élevées  de  l'une  ou  de  l'autre  inconnue. 

M.  Cramer  ,  dans  fon  excellente  analyfe  des  lignes 
courbes  ,  a  donné  un  procédé  très-beau  &  très-fimple 
pour  le  même  objet.  Divers  autres  Analyftes  très-diftin- 
gués  s'en  font  occupés  depuis  ,  mais  dans  la  vue  feule- 
ment de  rendre  les  calculs  plus  faciles  &  leurs  réfiiltats 
plus  propres  à  préfenter  les  propriétés  générales  de  ces 
fortes  d'équations. 
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Je  n'ai  garde  de  vouloir  diminuer  le  mérite  de  ce  tra- 
vail ,  mais  je  ne  puis  me  difpenfer  d'obierver  que  très- 
utile  ,  lorfqu'on  n'avoit  que  deux  équations  &  deux  incon- 
nues, fbn  application  à  un  plus  grand  nombre  d'équations 
&  d'inconnues ,  laifoit  retomber  dans  les  mêmes  difficultés 
que  nous  avons  obfervées  dans  la  méthode  primitive. 

Pour  appliquer  ces  méthodes  à  un  plus  grand  nombre 
d'équations  &  d'inconnues  ,  il  talloit  comme  dans  la  pré- 
cédente, combiner  les  équations  deux  à  deux.  Or  quoique 
les  réfultats  de  ces  combinaifons  n'aient  point  de  taéleur  , 
ils  n'en  font  pas  moins  plus  compofés  qu'il  n  eft  néceflaire; 
&  l'emploi  qu'on  doit  en  faire  enfuite  pour  procéder  à 
une  nouvelle  élimination  ,  non- feulement  fe  tait  par  un 
travail  beaucoup  plus  pénible  qu'il  n'ell  néceffaire  ;  mais 
conduit  à  un  rélliltat  encore  beaucoup  plus  compofé  que 
le  véritable  ,  &  qui  fe  complique  d'autant  plus  que  le 
nombre  des  éliminations  fucceifi ves  eft  plus  grand  :  de  plus  , 
rien  ne  peut  faire  reconnoitre  le  fa(îîeur  fuperliu,  qui  fans 
fè  manifefter  d'ailleurs  ,  n'arrive  qu'à  la  dernière  équation. 

Ainsi,  malgré  la  perfedlion  donnée  aux  équations  à  deux 
inconnues ,  l'analyfe  manquoit  encore  de  moyens  pour  un 
plus  grand  nombre  d'équations  &  d'inconnues. 

Diverses  recherches  analytiques  m'avoient  donné  lieu 
de  réfléchir  fur  cet  état  d'imperfeélion  de  l'analyfe  ,  &  de 
tenter  d'en  enlever  quelques  difficultés.  L'une  des  princi- 
pales caufes  de  cette  complication  venoit  de  ce  que  dans 
l'application  de  la  méthode  de  Pvl.  Euler ,  comme  de  celle 
de  M.  Cramer,  on  étoit  aifujéti  à  combiner  les  équations 
deux  à  deux. 

Il  me  parut  affez  naturel  que  l'efpece  d'indétermina- 
tion que  ce  procédé  laiffe  dans  les  réfultats  iiicceififs  de 
ces  éliminations,  leur  donnât  intrinféquement  une  étendue 
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qui  n'appartient  pas  à  la  queftion  ;  &  je  conçus  dès-lors 
qu'en  combinant  les  équations  en  plus  grand  nombre  à  la 
fois ,  on  pouvoit  efpérer  des  réfultats  plus  fimples.  Ce 
fbupçon  me  conduifit  à  un  travail  qui  a  fait  la  matière  d'un 
Mémoire  parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
l'année  ïj6/^. 

Mais  quoique  par  les  moyens  propofés  dans  ce  Mé- 
moire on  arrive  en  effet ,  toujours ,  à  une  équation  finale 
beaucoup  moins  compofée  ,  que  par  les  méthodes  qu'on 
avoit  julques-là  ,  néanmoins  on  n'arrive  pas  à  féquation 
finale  la  plus  fimple  ;  &  quoique  le  faéleur  qui  complique 
le  réfultat  foit  bien  moins  élevé  que  par  les  autres  procé- 
dés ,  il  eft  en  général  d'autant  plus  compofé  ,  que  les 
équations  propolees  le  font  plus  elles-mêmes. 

Ces  difficultés  n'ont  pu  que  me  faire  fentir  plus  vive- 
ment combien  l'analyfe  étoit  encore  imparfaite  :  &  il  m'a 
paru  qu'une  méthode  exempte  de  ces  défauts  pouvoit  être 
l'objet  d'un  travail  utile.  Il  s'en  faut  bien  que  dès-lors  j'en- 
vifageaiïe  tous  les  autres  avantages  qu'elle  pourroit  pro- 
curer à  l'analyfe  ;  mais  fobjet  feul  d'arriver  d'une  manière 
certaine  à  féquation  finale  la  plus  baife  qui  puilfe  réliilter 
d'un  nombre  quelconque  d'équations  propofées  ,  me  pa- 
roilfoit  aifez  vafte  pour  mériter  des  recherches  affidues. 

Il  y  avoit  déjà  long-temps  que  je  foupçonnois  que  la 
caufe  générale  des  vices  des  méthodes  employées  pour  cet 
objet ,  étoit  la  nécelîlté  de  n'éliminer  les  inconnues  que 
fucceffivement  :  &  par  une  iuite  de  réflexions  fur  cette 
matière ,  j'étois  parvenu  à  en  voir  la  conviction. 

Je  fentis  donc  qu'il  n'étoit  plus  queftion  ,  pour  fiire 
quelques  pas  dans  cette  carrière ,  de  fonger  à  emprunter 
le  fecours  des  méthodes  connues  ;  &  qu'il  falloit  abfolu- 
ment  employer  des  moyens  nouveaux. 

L'idée 
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L'idée  de  multiplier  les  équations  propofées  ,  par  des 
fonélions  de  toutes  les  inconnues  qu  elles  renferment ,  de 
faire  une  Ibmme  de  tous  ces  produits  ,  Si.  de  fuppofer  , 
dans  cette  fomme  ,  que  tous  les  termes  affe6lés  de  toutes 
les  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer  ,  s'anéantiffent  ;  cette 
idée  ,  dis-je ,  s'étoit  déjà  préfentée  plufieurs  fois  à  mon 
efprit ,  ainfi  que  probablement  elle  s'eft  offerte  à  d'autres. 
Mais  quelles  dévoient  être  ces  fonélions  pour  fàtisfaire  à 
la  queftion  \  Elles  pouvoient  fournir  moins  ,  autant ,  ou 
plus  de  coëfficiens  qu'il  n'eft  néceflaire  pour  l'anéantilTe- 
ment  des  termes  à  éliminer.  Quel  ufàge  pouvoit-on  faire 
des  coëfficiens  flirnuméraires  \  Qui  étoient-ils  \  En  quel 
nombre  étoient-ils  \  Et  s'il  étoit  polTible  d'en  employer  un 
nombre  moindre  que  celui  des  termes  à  faire  difparoître 
(  comme  cela  a  lieu  ,  en  effet ,  dans  plufieurs  cas  ,  ainfî 
qu'on  le  verra  fur  la  fin  de  cet  Ouvrage  )  ,  comment  de- 
voit-on  fe  conduire  pour  ne  pas  arriver  à  des  équations 
de  condition? 

Ces  queflions  étoient  précifément  ce  qui  faifoit  le 
nœud  de  la  difficulté.  Ignorant  pleinement  quel  devoit 
être  le  degré  de  l'équation  finale ,  on  ignoroit  également 
celui  qu'on  devoit  donner  aux  polynômes-multiplicateurs, 
&  par  conféquent  aulîi  le  nombre  total  des  coëfficiens 
qu'ils  pouvoient  fournir  ;  à  plus  forte  raifon  ignoroit-on 
combien  il  y  en  avoit  d'inutiles.  On  fe  feroit  bien  trompe 
fi  en  prenant  au  Lazard  le  degré  des  polynom.es-multipli- 
cateurs,on  avoit  cru  pouvoir  juger  du  nombre  de  leurs 
coëfficiens  arbitraires ,  par  la  différence  entre  le  nombre 
total  des  coëfficiens  de  tous  ces  polynômes ,  &:  le  nombre 
des  termes  à  faire  difparoître. 

En  un  mot ,  l'idée  de  procéder  à  l'élimination  en  mul- 
tipliant les  équations  propofées ,  reftoit  toujours  une  idée 
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ilérile ,  tant  que  ces  queflions  n'auroient  pas  été  réfolues. 

Je  jugeai  donc ,  d'abord  ,  devoir  m'attacher  à  connoître 
d'une  manière  générale  quel  étoit  le  nombre  des  coëffi- 
ciens  des  polynômes-multiplicateurs  fur  le  fe cours  del^ 
quels  on  ne  devoit  pas  compter  pour  l'élimination. 

L'ÉTAT  de  la  queftion  fut  alors  celui-ci  :  ayant  un  poly- 
nôme quelconque  ,  renfermant  un  nombre  quelconque 
d'inconnues  :  ayant  aufli  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions entre  ces  inconnues  ;  combien  y  a-t-il  de  termes  dans 
ce  polynôme  ,  dont,  en  vertu  de  ces  équations  ,  on  puilTe 
•diiJ3ofèr  arbitrairement  l 

Il  efl  clair  que  H  ces  équations  permettent  de  faire 
tout  ce  que  l'on  voudra  d'un  certain  nombre  de  termes 
dans  le  polynôme  propofé  ,  qu'à  quelque  ufàge  qu'on 
deftine  ce  polynôme  ,  on  ne  doit  pas  compter  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  à  cet  ufage ,  par  le  nombre  total  de 
fès  termes  ,  mais  feulement  par  l'excès  du  nombre  total  de 
fes  termes  fur  le  nombre  de  ceux  dont  les  équations  per- 
mettent de  difpofer  arbitrairement. 

Je  n'embraifai  pas  d'abord  ,  comme  on  peut  bien  le 
pcnfer  ,  dans  la  réfolution  que  je  me  propofai  de  trouver 
de  cette  queftion ,  toutes  les  différentes  formes  d'équa- 
tions qu'on  peut  concevoir.  Je  me  propofai  de  la  réfbu- 
dre  pour  un  nombre  quelconque  d'équations  complettes  , 
c'eft-à-dire,  à  qui  il  ne  manqueroit  aucun  des  termes  que 
leur  degré  comporte. 

Cette  première  queflion  réfblue  m'éclaira  bientôt  fin* 
la  marche  que  je  devois  tenir,  pour  déterminer  le  degré 
de  l'équation  finale  réfultante  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  complettes ,  de  degrés  quelconques  ,  Se  ren- 
fermant pareil  nombre  d'inconnues. 

En  effet  j  il  on  conçoit  qu'on  multiplie  l'une  quel* 
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conque  de  ces  équations  par  un  polynôme  complet  d'un 
degré  indéterminé  quelconque  ;  de  môme  qu'à  l'aide  de 
toutes  les  autres  équations  on  peut  faire  perdre  à  ce  po- 
lynôme-multiplicateur,  un  certain  nombre  de  termes;  de 
même ,  &  par  les  mêmes  moyens  ,  on  peut  en  taire 
perdre  un  certain  nombre  à  l'équation-produit.  Et  non- 
îèulement  on  le  peut,  mais  ce  n'eft  même  qu'en  l'exécutant 
qu'on  exprime  dans  la  dernière  équation  tout  ce  qu'ex- 
priment les  autres  équations. 

Donc  ,  puifque  par  ce  procédé,  on  a  véritablement  ex- 
primé toutes  les  conditions  de  la  queflion,les  termes  qui 
pourront  relier  affeélés  des  inconnues  qu'il  s'agit  d'éli- 
miner ,  doivent  difparoître  d'eux-mêmes.  Il  faut  donc  que 
le  polynôme-multiplicateur  ait  introduit  dans  l'équation- 
produit  ,  un  nombre  de  coëfficiens  fuffifant  pour  faire  dif- 
paroître ces  termes  ;  c'eft-à-dire  ,  que  non  compris  ceux 
dont  on  peut  difpofer  arbitrairement ,  il  en  ait  aflez  pour 
faire  difparoître  les  termes  qui  relieront  à  taire  difparoître 
dans  féquation-produit. 

Ces  idées  fondamentales  établies,  il  fut  queftion  de  les 
employer.  Cet  emploi  exigeoit  deux  chofes  :  la  première, 
i'expreiîion  générale  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
complet  quelconque  ,  objet  facile  ;  la  féconde  ,  celle  du 
nombre  des  termes  reflans  dans  un  polynôme  complet 
quelconque  ,  lorfqu'on  en  a  fait  difparoître  tous  ceux  dont 
on  peut  difpofer  en  vertu  d'un  nombre  donné,  d'équa- 
tions. Cette  dernière  exigeoit ,  comme  on  le  verra ,  j'ef- 
pere ,  quelqu'attention  &  quelqu'adreffe ,  pour  être  mife 
fous  une  forme  qui  fît  obtenir  d'une  manière  très-fimple, 
le  réfultat  très-fimple  auquel  elle  devoir  conduire,  &  qu'il 
eût  peut-être  été  bien  difficile  de  démêler,  fans  l'atten- 
tion que  nous  avons  eue  de  rapporter  toutes  ces  différentes 
expreffions ,  aux  différences  finies,  b  ïj 
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Pour  ne  pas  exiger  du  Leéleur ,  de  recourir  ailleurs  , 
pour  rintelligence  de  ce  que  nous  difons  fur  l'expreffion 
du  nombre  des  termes  des  polynômes ,  ainfi  que  pour  les 
notions  que  nous  employons  ilir  les  différences  finies  ,  & 
les  fommes  de  quelques  quantités  finies,  nous  avons  placé 
à  la  tête  de  cet  ouvrage  une  introdudlion  qui  renferme 
celles  de  ces  notions  dont  nous  ferons  ufage. 

C'est  en  appliquant  ces  moyens  &  ces  idées  aux  équa- 
tions complettes ,  que  nous  fommes  parvenus  à  ce  théo- 
rème général Le  degré  de  V équation  finale  réfultante 

d'un  nombre  quelconque  d'équations  complettes ,  renfermant 
un  pared  nombre  d' inconnues ,  &  de  degrés  quelconques  ,  efi 
égal  au  produit  des  expofans  des  degrés  de  ces  équations. 
Théorème  dont  la  vérité  n'étoit  connue  8l  démontrée  que 
pour  deux  équations  feulement. 

Quelque  étendu  que  ce  foit  ce  théorème  ,  &  quelque 
utilité  qu'il  puiiTe  avoir  dans  un  grand  nombre  de  recher- 
ches analytiques  ,  il  s'en  falloit  encore  de  beaucoup  qu'il 
ne  laifsât  plus  rien  à  defirer.  Par  le  peu  qu'on  favoit  fuï 
les  équations  à  deux  inconnues ,  à  qui  il  manque  les  plus 
hautes  puiiTances  de  ces  inconnues  ,  on  ne  pouvoit  dou- 
ter qu'il  n'y  eût  une  infinité  d'équations  qui,  par  l'abfènce 
de  quelques-uns  de  leurs  termes  _,  ne  fulfent  dans  le  cas  de 
donner  une  équation  finale  d'un  degré  inférieur  au  pro- 
duit des  expofans  de  leurs  propres  degrés.  Or  cette  clalTe 
d'équations  eft  infiniment  plus  étendue  que  la  première  , 
quoique  celle-ci  s'étende  à  l'infini. 

Non-seulement  cette  claflTe  d'équations  eft  infinie  lorf^ 
qu  on  la  confidere  par  rapport  à  un  nombre  quelconque 
d  inconnues  ;  mais  elle  l'eft  encore  par  les  variétés  qu'on 
peut  concevoir  à  l'infini ,  dans  l'efpèce  des  termes  qui 
peuvent  leur  manquer,  &  qui  peuvent  avoir  influence 
fur  le  degré  de  l'équation  finale. 
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Pour  procéder  avec  ordre  ,  je  me  fuis  dabord propofé 
îde  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale  réfiiltante  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  à  pareil  nombre  d'incon- 
nues ,  qui ,  étant  incomplettes ,  le  feroienr  avec  les  condi- 
tions fuivantcs. 

i."  Que  le  nombre  total  des  inconnues  étant  /z,  leur 
combinaifon  n  d.  n  feroit  d'un  certain  degré  quelconque 
différent  pour  chaque  équation  ;  2,.°  que  leurs  combi- 
naifons  n  —  i  à  ;z  —  i  feroient  de  degrés  quelconques  , 
différens  non-feulement  pour  chaque  équation ,  mais  en- 
core pour  chacune  de  ces  combinaifons  ;  3.°  que  leurs 
combinaifons  /z  —  2  à  /z  —  2  feroient  de  degrés  quelcon- 
ques, différens  non  -  feulement  pour  chaque  équation, 
mais  encore  pour  chacune  de  ces  combinaifons ,  &  ainfî  à 
l'infini. 

Mais  comme  il  n'ell  pas  poffible  d'attaquer  de  front  la 
folution  de  ce  problême ,  je  l'ai  prife  dans  le  fens  in- 
verfè,  c'eft-à-dire ,  en  ne  fiippofant  d'abord  que  l'abfènce 
des  plus  hautes  dimenfions  des  combinaifons  une  à  une  , 
puis  l'abfènce  de  celles-ci ,  &  des  plus  hautes  dimenfions 
des  combinaifons  deux  à  deux ,  &c.  &  d'abord ,  avec  quel- 
ques reftriélions ,  mais  dont  l'objet  étoit  de  faciliter  l'intel- 
ligence de  la  méthode,  mais  qui  ne  limitent  nullement  fbn 
application  à  tous  les  cas. 

Pour  parvenir  à  traiter  cette  nouvelle  claffe  d'équa- 
tions ,  j'ai  changé  la  marche  que  j'avois  fuivie  pour  les 
équations  complettes  ;  non  que  je  n'euffe  pu  perfévérer  ; 
mais  l'application  eût  exigé  des  développemens  &  des  dé- 
tails dont  j'étois  difpeiifé  par  celle-ci  que  j'ai  embrafiee 
d'autant  plus  volontiers ,  qu'elle  eft  applicable  aux  équa- 
tions complettes,  comme  aux  équations  incomplettes. 

Dans  ce  nouveau  procédé,  comme  dans  le  premier,  il 
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eft  néceiïaire  d'avoir  l'expreffion  du  nombre  des  termes 
de  1  equacion-produit ,  du  polynôme  -  multiplicateur  ,  & 
de  tous  les  diftérens  polynômes  qui  concourent  à  Tex- 
prelïïon  du  nombre  de  coëfficiens  inutiles  de  celui-ci.  Je 
donne  donc  les  moyens  de  calculer  le  nombre  des  termes 
des  polynômes  dont  je  fais  ufàge,  &  les  différentes  ex- 
prefîions  qui  doivent  concourir  à  celle  du  degré  de  l'é" 
quation  finale  :  ce  n'eft  que  dans  l'ouvrage  même  qu'on 
peut  en  prendre  une  idée  fiiffijfànte.  Mais  je  dois  obferver 
ici  que  les  équations  complettes ,  &  quelques  clafTes  d'é- 
quations incomplettes  que  je  traite  d'abord  ,  ne  m'ayant 
donné  jufques-là  qu'une  feule  forme  de  polynôme-mul- 
tiplicateur ,  &  par  conféquent  une  expreffion  unique  pour 
le  degré  de  l'équation  finale,  je  n'ai  pas  été  peu  étonné 
lorfqu'en  pafiànt  à  des  objets  plus  étendus  ,  j'ai  trouvé 
plufieurs  expreffions  très-différentes  du  degré  de  l'équa- 
tion finale  ;  &  lorfqu'après  un  mûr  examen  ,  j'ai  vu  que 
cet  inconvénient  apparent  s'étendoit  à  mefiare  qu'on  em- 
brafîeroit  l'objet  d'une  manière  encore  plus  étendue. 

Je  n'ai  pas  été  longtems,  à  la  vérité,  à  foupçonner  que 
ces  différentes  expreffions  étoient  relatives  à  différens  cas 
dans  lefquelles  les  équations  propofées  pouvoient  fe  trou- 
ver, félon  les  différens  rapports  des  expofans  donnés  qui 
peuvent  avoir  influence  fur  le  degré  de  l'équation  finale  ; 
mais  je  ne  le  diffimule  pas ,  ce  n'eft  qu'après  avoir  bien 
médité  fur  cette  matière ,  que  je  fi.iis  parvenu  à  trouver  la 
manière  d'affigner  les  fymptômes  qui  déterminent  laquelle 
feule  de  ces  exprefiHons  peut  avoir  lieu,  lorfqu'elles  ne 
s'accordent  pas  toutes  à  donner  la  môme  valeur  pour  le 
degré  de  l'équation  finale.  On  fe  tromperoit  beaucoup  fi 
on  penfoit  qu'il  fuffiroit  de  prendre  entre  ces  différentes 
expreffions ,  celle  qui  donne  le  plus  bas  degré  à  l'équation 


PRÉFACE.  XV 

finale.  Les  rymptômes  de  légitimité  de  telle  ou  telle  forme 
font  dépendants  de  confidérations  bien  autres. 

Quand  la  matière  n'auroit  pas  exigé  le  développement 
que  je  lui  donne  pour  ces  fortes  d'équations ,  cet  article 
ièul  l'auroit  rendu  indifpenlable  ;  il  eil ,  je  crois  ,  une 
preuve  bien  frappante  de  la  circonfpedlion  avec  laquelle 
on  doit  prononcer  flir  l'application  d'une  méthode  géné- 
rale à  objets  vaftes ,  lorfqu'on  n'entre  pas  un  peu  dans  le 
détail  de  quelques-uns  des  cas  qui  peuvent  fe  préfenter. 
On  peut  fouvent  lailTer  des  difficultés  plus  grandes  que 
celles  qu'on  a  réfolues  ;  je  ne  parle  pas  des  difficultés 
qui  n'ont  d'autre  principe  que  la  longueur  des  calculs. 

Apre's  avoir  donné  fur  les  équations  incomplettes  dont 
il  vient  d'être  queflion  ,  ce  que  nous  avons  cru  pouvoir 
mettre  en  état  de  déterminer  l'expreffion  générale  du  de- 
gré de  l'équation  finale  dans  quelque  cas  que  ce  foit  rela- 
tif à  ces  fortes  d'équations  ,  nous  avons  confidéré  les 
équations  incomplettes  des  ordres  fupérieurs  :  nous  ren- 
voyons à  l'ouvrage  même  pour  en  prendre  une  idée.  Il 
n'en  eft  pas  de  celles-ci,  comme  des  précédentes.  La 
forme  du  polynôme-multiplicateur  n'eft  pas  à  beaucoup 
près  aufîi  facile  à  découvrir  :  elle  peut,  fuivant  le  rapport 
de  grandeur  des  expofans  connus ,  être  un  polynom.e 
d'ordre  plus  ou  moins  élevé  ;  &  les  feules  confidérations 
que  nous  avons  fait  entrer  jufqu'ici  dans  la  manière  d'ex- 
primer toutes  les  différentes  parties  qui  concourent  à 
l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale ,  ne  font  pas 
fiiffifantes  pour  ramener  celle-ci  à  n'être  qu'une  foncSlion 
des  expofans  connus  des  équations  propofées  ;  ce  qui  eft 
lobjet  de  la  queflion. 

Mais  comme ,  outre  ces  équations  incomplettes  àts 
di&érens  ordres ,  qui  comprennent   tout  ce  que   par  k 
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fuite  nous  ferons  connoîcre  fous  le  nom  d'équations  de 
forme  régulière ,  il  refteroit  encore  à  traiter  les  équations 
que  nous  appelions  de  forme  irréguliere ,  pour  pouvoir 
dire  qu'il  n'eft  aucune  forme  dequations  dont  nous  ne 
puilîions  déterminer  le  degré  le  plus  bas  de  féquation 
iinale  ;  &:  que  les  confidérations  par  lefquelles  nous  déter- 
minerons ce  degré  pour  les  équations  de  forme  irrégu- 
liere ,  font  celles  qu'il  faut  faire  intervenir  pour  les  équa- 
tions incomplettes  de  diiférens  ordres  ;  nous  avons  remis  à 
traiter  les  unes  &  les  autres  à  la  fin  de  la  féconde  Partie , 
parce  que  pluneurs  des  objets  que  nous  traitons  dans  cette 
féconde  Partie  ,  font  propres  à  en  faciliter  l'intelligence. 

La  féconde  Partie  de  cet  ouvrage,  ou  le  fécond  Livre  , 
a  pour  principal  objet  la  méthode  d'arriver  à  l'équation  fi- 
nale, &  plus  généralement  ,  de  découvrir  les  propriétés 
générales  des  équations. 

Tant  qu'il  a  été  queflion,  dans  le  Livre  premier ,  de 
déterminer  le  degré  de  féquation  finale  ,  nous  n'avons 
eu  befoin  de  confidérer  qu'un  feul  polynôme-multiplica- 
teur. Mais  lorfqu'il  s'agit  de  procéder  au  calcul ,  foit  pour 
avoir  féquation  finale ,  foit  pour  obtenir  une  fondion 
quelconque  dépendante  des  conditions  exprimées  par 
les  équations  propofées  ;  il  faut  concevoir  qu'après  avoir 
multiplié  chacune  des  équations  propofées,  par  un  poly- 
nôme ,  on  ait  ajouté  tous  les  produits  ,  pour  en  compofer 
ce  que  nous  appelions  féquation-fomme.  Alors  fi  c'eft  l'é- 
quation finale  qu'on  veut  avoir ,  on  peut,  après  avoir  fup- 
pofé  égaux  à  zéro ,  tous  les  coëfficiens  de  ces  polynô- 
mes, que  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  Livre  ,  fait  con- 
noître  pour  inutiles  ,  égaler  à  zéro  le  coefficient  total  de 
chaque  terme  de  féquation-lbmme  qui  fe  trouve  affedlé 
d'une  ou  de  pluûeurs  des  inconnues  qu'on  veut  éliminer  : 

ce 
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ce  qui  donnera  autant  d'équations  du  premier  degré  entre 
lescoëfficiens  indéterminés  d(ds  polynômes-multiplicateurs, 
qu'on  en  a  befoin  ;  &  la  fubftitution  des  valeurs  de  ces 
coëfficiens ,  dans  les  termes  reftans  de  l'équation-fomme  , 
déterminera  la  véritable  équation  finale. 

Il  paroîtroit  donc  que  lorfqu'une  fois  on  a  déterminé 
le  degré  que  doit  avoir  l'équation  finale ,  ce  qui  refte  à 
faire  ne  préfente  rien  à  développer  de  plus ,  puifqu'il  pa- 
roît  fe  réduire  à  l'élimination  dans  des  équations  du  pre- 
mier degré.  Nous  efpérons  qu'en  lifant  la  féconde  Partie 
de  cet  ouvrage  ,  on  penfera  bien  différemment.  Mais  pour 
donner  ,  au  moins  ici ,  une  légère  idée  de  ce  qui  reftoit  à 
faire  pour  la  perfection  de  la  Théorie  des  équations  ,  nous 
obferverons , 

l.°  Qu'il  eft  du  moins  indifpenfible  de  déterminer  la 
forme  que  doit  avoir  chacun  des  polynomes-mukiplica- 
teurs. 

2.°  Qu'il  ne  l'ell  pas  moins  de  faire  connoître  le  nombre 
des  coëfficiens  inutiles  de  chacun  de  ces  polynômes  ;  Se 
qu'il  l'efl  encore  bien  plus  d'examiner  <&  de  déterminer 
li  ces  coëfficiens  arbitraires,  font  arbitraires  d'une  manière 
illimitée  ,  ou  s'ils  ne  font  pas  afîiijétis  à  certaines  condi- 
tions ;  &  fi ,  même  en  obfèrvant  de  fe  conformer  ,  pour 
leur  nombre  ,  à  ce  qui  eft  prefcrit  ou  à  ce  qui  réfulte  de 
ce  qui  eft  prefcrit  dans  le  Livre  premier,  on  eft  le  maître 
de  regarder  indifféremment  ,  comme  arbitraire ,  le  coeffi- 
cient de  tel  terme  que  l'on  voudra. 

3.°  EsT-ON  bien  véritablement  fondé  à  dire  que  tout 
eft  tait  lorfque  la  queftion  eft  réduite  à  félimination  entre 
des  inconnues  au  premier  degré  \  Ne  font-ce  pas  deux 
queftions  importantes  à  réfoudre  pour  l'analyfe ,  que  les 
deux  queftions  fuivantes. 
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Les  méthodes  que  l'on  a  eues  jufqu'ici  pour  réfoudre 
les  équations  du  premier  degré,  ont-elles  toute  la  perfec- 
tion qu'on  peut  défirer  \  Dans  leur  application  à  piufieurs 
cas  ,  &  particulièrement  à  Télimination  dans  les  équations 
des  degrés  fLipérieurs,n'expofent-elles  pas  à  faire  beaucoup 
de  calculs  inutiles  &  beaucoup  plus  qu'il  n'y  en  a  véri- 
tablement à  faire  d'utiles.  Ne  feroit  -  il  pas  polîible 
d'avoir  une  méthode  qui  n'obligeât  de  calculer  que  ce  qui 
eft  véritablement  nécelTaire ,  lur-tout  lorfque  comme  dans 
le  travail  dont  il  s'agit  ici,  il  y  a  un  fi  grand  nombre  d'in- 
connues à  calculer.  Enfin ,  &  c'eft  un  objet  très-utile 
encore  ici ,  cette  méthode  ne  pourroit-elle  pas  avoir 
l'avantage  de  donner  toutes  les  inconnues  ,  ou  un  nombre 
quelconque  déterminé  d'entr'elles ,  à  la  fois.  Cette  quellion 
importoit  véritablement  à  l'analyfe  ,  &  nous  croyons  en 
avoir  donné  une  folution  également  fimple  ,  générale  8c 
utile. 

La  féconde  queftion  ell  celle-ci  :  ne  feroit-il  pas  pofîî- 
ble  qu'indépendamment  du  nombre  des  coëfficiens  que 
nous  appelions  inutiles ,  parce  qu'il  ell  toujours  polfible 
de  les  faire  difparoître  des  différens  polynômes-multipli- 
cateurs ,  la  condition  de  l'anéantilFement  des  termes  à 
éliminer  dans  l'équation-fomme  ,  donnât  lieu  à  la  difpari- 
tion  de  piufieurs  autres  coëfïïciens  l  Et  n'y  auroit-il  pas 
des  moyens  de  les  difcerner  avant  de  procéder  au  calcul  \ 
On  verra  que  la  folution  de  cette  queftion  diminue  encore' 
confidérablement  le  nombre  des  coëfficiens  ,  &  flmplifîe 
par  conféquent  beaucoup  les  calculs. 

Après  avoir  ainfi  donné  à  la  méthode  d'éliminer  pour 
les  équations  du  premier  degré ,  une  perfeélion  fans  la- 
quelle les  calculs  eufîentété  impraticables  dès  les  premiers 
pas ,  il  s'eft  préfenté  à  réfoudre  des  queftions  qui  ne  fe 
feroient  pas  offertes  fans  cela. 
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En  traitant ,  comme  nous  le  faifons  d'abord ,  les  équa- 
tions dans  tout  leur  développement  naturel ,  feul  moyen 
qui  puilîe  donner  fur  les  équations  propofées  toutes  les 
connoilîances  qu'on  peut  en  attendre  ,  on  n'a  jamais  à 
craindre  d'arriver  à  une  équation  trop  élevée ,  ou  qui  ait 
des  racines  étrangères  à  la  queftion.  Mais  les  différens 
termes  quicompofent  cette  équation^  ont  un  ou  plufieurs 
facteurs  communs  qui  font  une  fonélion  des  coëfficiens 
connus  des  équations  propofées.  Que  peuvent  fignifier  ces 
fadeurs!  Cette  queftion  importoit  d'autant  plus  à  réfoudre, 
que  c'eft  à  fa  iblution  qu'étoit  attachée  celle  de  cette  autre 
dont  on  fent  facilement  toute  l'importance  :  quelles  font 
les  relations  entre  les  coëfficiens  des  équations  propofées 
qui  peuvent  donner  lieu  à  l'abaiiïement  de  l'équation 
finale  \ 

Pour  parvenir  à  démêler  tous  ces  différens  objets  ,  il 
falloit  avoir  donné  à  la  méthode  d'élimination  dans  les 
équations  du  premier  degré  ,  la  perfeélion  dont  nous 
venons  de  parler  :  mais  cela  n'auroit  pas  fiiffi.  Pour  re- 
connoître  dans  l'équation  finale  le  fadeur  dont  il  s'agit  , 
nous  avons  eu  befoin  de  recourir  à  des  moyens  qui  peu- 
vent avoir  un  grand  ufage  dans  l'analyfe  ;  ces  moyens 
font  la  méthode  de  trouver  des  fondions  d'un  nombre 
quelconque  de  quantités ,  qui  foient  zéro  par  elles-mêmes. 
Nous  n'en  dirons  pas  davantage  fur  les  objets  nombreux 
que  nous  avons  eus  à  traiter  dans  la  partie  de  ce  fécond 
Livre  qui  a  pour  objet  les  équations  confidérées  dans  tout 
leur  développement  naturel.  ' 

En  prenant  le  parti  de  mettre  les  équations  propofées' 
fous  la  forme  d  équations  à  une  inconnue  de  moins  que 
leur  nombre  ,  on  abrège  immenfément  les  calculs  ;  mais 
outre  qu'on  eft  expofé  à  ne  plus  reconnoître  la  poffibilité 

c  ij 
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de  l'abaiflèment  de  l'équation  finale  lorfque  des  relations 
particulières  entre  les  coëfficiens  connus  j  peuvent  y  don- 
ner lieu  ,  on  eft  de  plus  expofé  ,  lorfqu'il  y  a  plus  de 
deux  inconnues  ,  à  rencontrer  des  fadleurs.  Il  eft  vrai 
quiieureufement  ces  fadleurs  ne  compliquent  pas  le 
de8;ré  de  l'équation  finale  lorfque  les  équations  font  com- 
plettes ,  &  que  d'ailleurs  nous  donnons  des  moyens  pour 
les  reconnoître  ;  mais  il  auroit  été  à  défirer  pour  la  plus 
grande  expédition  des  calculs  ,  qu'on  pût  les  éviter  ,  & 
nous  doutons ,  &  croyons  avoir  bien  lieu  de  douter  qu'on 
puiffe  les  éviter  généralement.  On  verra  ,  ce  me  femble  , 
en  lifant  cet  Ouvrage ,  que  lorfque  l'analyfe  eft  appliquée 
comme  il  convient ,  elle  ne  donne  rien  d'inutile  ;  &:  que 
les  fadleurs  dont  il  s'agit  ici ,  ne  font  jamais  fans  quelque 
rapport  avec  la  queftion  ;  que  lorfque  par  quelques  pro- 
cédés particuliers ,  on  vient  à  les  éviter ,  c'eft  une  fimpli- 
fication  &  un  moyen  de  célérité  pour  le  calcul  ;  mais  qui 
difllmule  une  partie  des  connoillances  qu'on  peut  avoir 
jfur  les  équations  propofées. 

Dans  un  ouvrage  qui  a  pour  objet  la  Théorie  géné- 
rale des  Équations  ,  nous  avons  dû  aufli  nous  occuper 
des  équations  qui  renferment  plus  ou  moins  d'inconnues 
que  leur  nombre  :  les  unes  &  les  autres  ,  ont  donné  lieu 
à  un  grand  nombre  de  recherches  &  de  remarques  que 
nous  penfons  qu'on  jugera  utiles  à  l'analyfe  ,  mais  dont 
nous  croyons  qu'on  ne  peut  prendre  une  idée  fuffifante 
que  dans  l'ouvrage  même. 

Enfin  nous  ajoutons  vers  la  fin  de  l'ouvrage  ,  ce  qui  en 
eft  véritablement  le  complément  ;  c'eft-à-dire  ,  la  manière 
de  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale  ,  dans  les 
équations  de  forme  régulière  ou  irréguliere  quelconque; 
c'eft-à-dire  ,  foit  qu'on  ait  ou  qu'on  n'ait  pas  l'exprellioa 
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algébrique  du  nombre  de  leurs  termes  :  enforte  que  nous 
croyons  pouvoir  dire  qu'il  n'eft  aucune  efpèce  d  équations 
algébriques, pour  lefquelles  nous  n'ayons  donné  le  moyen 
de  déterminer  le  plus  bas  degré  de  Téquation  finale ,  foit 
qu'il  y  ait, foit  qu'il  n'y  ait  pas  de  relation  entre  les  coëffi- 
ciens  qui  puiiTe  donner  lieu  à  un  abaiflement  particulier. 
Nous  croyons  aufli  avoir  donné  un  grand  nombre  de 
propriétés  nouvelles  Si  très-générales  iur  les  équations 
confidérées  en  nombre  quelconque  ;  &  des  méthodes  qui 
pourront  avoir  plus  d'une  application  utile  dans  l'analyfe. 
Nous  efpérons  que  cet  Ouvrage  pourra  être  l'occafion  de 
plus  grands  progrès  dans  l'analyfe  ,  en  tournant  vers  cette 
partie  importante  ,  les  talens  &  la  lagacité  des  Analyfles 
de  nos  jours.  Nous  nous  eftimerons  heureux  fi  confidé- 
rant  le  point  où  nous  avons  pris  les  chofes  ,  &  celui  où 
nous  les  amenons  ,  on  trouve  que  nous  avons  acquitté 
une  partie  du  tribut  que  tout  homme  doit  à  la  fociété 
dans  l'état  où  il  fe  trouve  placé. 
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■  THÉORIE  GÉNÉPvALE 

DES  ÉQUATION 

ALGÉBRIQUES. 
INTRODUCTION. 

Théorie  des  différences ,   &  des  fommes  des  quantités. 


Définitions  &  Notions  préUniinaires, 

(I.)  v^N  appelle  yô/7i:7/o/2  d'une  quantité,  toute  expreffion  de 
calcul ,  dans  laquelle  fe  trouve  cette  quantité  ,  de  quelque  manière 
qu'elle  s'y  trouve  d'ailleurs. 

Ainfi  X  ^a-\-  bx,  {c  —  ^  d  x^  -\-fx^  Y  ,  {a  -\-fxP  -hgx'^  )''  &c. 
font  des  fonctions  de  x. 

Concevons  que  X  repréfente  une  fonction  quelconque  de  x  ;  & 
que  X'  repréfente  ce  que  devient  X,  lorfqu'au  lieu  de  x ,  on  y 
met  x-\-k;  alors  X'  —  Xeft  l'accroilTement  que  reçoit  la  fonction 
X,  lorfque  x  reçoit  l'accroilTement  k.  X' — JTs'appeîle  la.  différence, 
de  X.  Ainfi ,  quoiqu'à  parler  exactement ,  on  ne  puiffe  pas  dire  la 
différence  d'une  quantité  ,  nous  adopterons  cette  expreffion  qui  efr 
cnufage  ôc  qui  fignifie  la  différence  entre  cette  quantité ,  coafidérce 
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dans  un  état  quelconque  ,  &  cette  même  quantité  confidérée  dans 
un  autre  état  quelconque. 

Pour  repréfenter  la  différence  d'une  quantité  ou  d'une  fonction 
quelconque ,  nous  emploierons  la  lettre  d,  laquelle  pour  éviter 
toute  confufion  ,  ne  fera  dorénavant  employée  à  aucun  autre 
ufape.  Ainfi  au  lieu  de  X'  —  X ,  nous  écrirons  dX ,  ou  d  (  X). 

Et  pour  marquer  en  même  temps  de  quelle  quantité  varie  la 
quandté  x  dont  X  eft  fuppofé    fonftion  ,    nous   écrirons    ainfi 

d{X) ...  .  (\) ,  exprefTion  par   laquelle  nous   entendrons   cette 

Phrafe  ,   dijjérence  de'K  ,  x  variant  de  k. 

Nous  confidérerons  ici  les  quantités  comme  croifTantes  ;  nous 
verrons  enfuite  ce  qu'il  v  a  à  faire  lorf qu'elles  font  décroiiïantes. 

Si  la  foniStion  dont  il  s'agit  d'avoir  la  variation  ou  différence  , 
efl:  fondion  de  plufisurs  variables  x ,  j^ ,  ^,  dont  les  variations 
particulières  foient  refpeftivement  k,  l ^  m  ;  alors  fi  P  marque  cette 

fonction,  nous  écrirons  ainfi  fa  différence ,  d{P)  •  • .  (  'J  :-)'  :  ^  )  <l"i 

fignifiera  différence  deF ,  x  variant  de  k ,  y  variant  del,  z  variant 
de  m. 

Confervant  fur  X'  —  X ,  les  mêmes  idées  que  ci-deffus  ,  con- 
cevons qu'on  mette  x  -\-  k'  au  lieu  de  x  ,  dans  X' —  X.,  &  que  , 
par  ce  changement,  X'  devienne  X'" ,  &  X devienne  X" ;  alors 
(  X'"  —  X"  )  —  (A''  —  X)  efl  ce  qu'on  appelle  la  di^érence 
féconde  de  X  ,  parce  que  c'eft  la  différence  entre  deux  différences 
confécutives  de  X. 

Pour  marquer  cette  différence  féconde,  nous  écrirons  dd  (  X) . . . 

(  ,^,,)  qui  fignifiera  différence  féconde  de'K^x  variant  d'abord  de  k  , 

&  enjuite  de  k'. 

(2.)  Nous  donnerons  incelfamment  les  règles  pour  déterminer 
les  différences  premières.  Mais  nous  allons  faire  voir,  dès-à-préfent, 
que  les  différences  fécondes  fe  détermineront ,  en  appliquant  aux 
différences  premières ,  les  mêmes  règles  par  lefquelles  on  obtient 
celles-ci. 

En  efl:et ,  la  quantité  (  X'"  —  X")—{X'~X)  peut  être 
écrite  ainfi  ,  (  X'" — X'  )  —  (  X"  —  X)  \  ou  puifque  ,  par  la  fup.po- 
fition ,  X'"  efl  ce  que  devient  X'  lors  de  la  fubflitution  dt  x-\-  k' 
au  lieu  de  x  ;  &  que  X"  efl  ce  que  devient  X  dans  le  même  cas ,  on 

iiàoncX"'^X'==d{X')...{l)^X"  —  X=d{X)...{l)) 
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donc  (X"'  —  X')  -{X"- X)  ou  {X'"  —  X")^(X'^X) 

=  d{X)...{i)  -  d{X)...{i,)  =  d{X'  —  X) .  ..cZ-); 

oxX  —  X=  d{X),  .  .Ck),àonc{X"'—X")—{X'  —  X) 
ou  dd{X)...{f:]^.)  =  j(^(X)...(^))...("^,)-C'eft-à-dire 

que  pour  avoir  i^J(A')...(^"^-)  ilf^'Jt  dabord  évaluer  d{X)..J/l) , 

c*eft-à-dire  prendre  la  différence  de  x ,  en  faifant  varier  x  de  ^  ; 
puis  prendre  la  différence  du  réfultat ,  en  faifant  varier  x  de  k'. 

(  3 .)  On  peut  voir ,  en  même-temps ,  qu'il  eft  indifférent  pour 
avoir  la  différence  féconde ,  que  x  varie  de  k  dans  la  première 
différence ,  ôc  de  /:'  dans  la  féconde  ;  ou  bien  de  fuppofer  que  x 
varie  de  k'  dans  la  première ,  &  de  A:  dans  la  féconde.  En  effet , 

àzns{X"'  —  X")  —  {X'—X)onzX'"-X"  =  d{X")...{i); 
&  X'  —  X=  d{X)  ..  .  {•l)àonc;{X"  —  X")—{X'—X) 
ou  dd  {X)...  (,^„)  =  d  {X")...{i)  -  d{X)...{'l) 
=  d{X"  —  X)  . . .  {'l);  mais  par  la  fuppofition  X"  —  X== 
d[X)...{l,);  àoncd{X"  —  X)...C^)  ou  d{X")...  {^^)-^ 
d{X)  . . .  {^^)  =  d  (d{X. . .  CD)  . . .  (^)  ;  doncddiX)...(j,^^,) 
=  d(^d{X)...  (^0  )  •  •  •  (  A  )  '  ™^'^^  "°"s  venons  de  voir  auffi  que 
dd{X)...i/,^,,)  =  d(d{X)...r,)y..{-l);  doncd(d{X)... 

^-)y..{D==d(d{X)...{i,))...iD. 

Si  la  fonction  dont  il  s'agit  renferme  plufieurs  variables  x,y,  ^, 
&c.  dont  la  première  variation  foit  A: ,  /,  m,  &c.  refpedivement  ; 
&  dont  la  féconde  foit  k' ,  l' ,  m' ,  &c,  refpecîivement  ;  nous  repré- 
fenterons  la  différence  féconde  de  cette  fonction  (  que  je  fuppofe 

être  P  )  par  i^  ((  P  ) . .  .  (  ^;^'  :  ^^^^,  :  ^  )^, ,  &c.). 

(4.)  Pour  avoir  une  idée  des  différences  troifièmes ,  il  faut 
concevoir  que  dans  {X'"  —  X" )  —  {X'  —  X)  on  fubftitue, 
au  lieu  de  X  ,  la  quantité  x  -4-  ^"  ;  alors  fi  X'''' ,  X^' ,  X'' ,  X'"" , 
repréfentent  ce  que  X'"  ^  X" ,  X'  &.  X  deviennent  par  cette 

Aij 
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fuhftitution  ,  la  quantité  ((  Z^"  —  X^'' )  —  (  Z^  —  X'^)  )  — 

(^{X'"  —  X")  —  {X'  —  X))  eft  ce  qu'on  appelle  la  différence. 

troi/îème  de  X ,  parce  que  c'eft  la  différence  de  deux  différences 
fécondes.  Si  k ,  k' ,  k" ,  font  les  variations  fucceffives  de  x,  dont 
X  eft  fuppofé  fonction  j  alors  pour  repréfenter  cette  différence 

troifième  ,  on  écrira  c/'  (  JT) . . .  (^  ^,  ^,^). 

On  voit  par-là  ce  qu'on  doit  entendre  par  les  différences  qua- 
trièmes ,  cinquièmes ,  ôcc. 

De    la    manière    de   déterminer    les   Différences 
des   Quantités, 

(  ') .)  Lorsqu'on  a  l'expreffion  algébrique  d'une  quantité  ,  rien 
n'eft  plus  facile  que  d'en  déterminer  la  différence.  Par  exemple,  fi 
on  demande  la  différence  de  x\  x  variant  de  la  quantité  k  ;  la  quef- 
tion  n'eft  autre  que  d'évaluer  {x-\-ky  ,  ôc  d'en  retrancher  x'. 
Cette  différence  eft  ^kx^  -+-  ^  k^  x  -k-  k\ 

Déterminer  la  différence  d'une  quantité ,  efr  ce  qu'on  appelle 
dijérencier  cette  quantité'. 

(5.)  Les  règles  néceffaires  pour  cette  différenciation  ne  font 
donc  que  la  règle  commune  que  l'Algèbre  donne  pour  élever 
un  binôme  à  une  puiffance  propofée.  Mais  pour  la  commodité 
&  la  célérité  du  calcul ,  on  peut  donner  à  cette  règle  l'énoncé 
fuivant  déjà  connu  pour  d'autres  objets. 

On  fait  que  le  développement  du  binôme  x  H- A:  élevé  à  la  pui_f 

fance m.  t^  x'^-^m x'"~'  A:-+-  m . "^^ x"""-  k'- -+■  m  .  ^^  . ^— '  ^',&c. 
•    ,  .  .V  -  -         5    ,  / 

Si  l'on  fait  attention  à  la  loi  par  laquelle  ces  termes  dérivent 

les  uns  des  autres ,  on  verra  que  leur  formation  peut  être  rame- 

née  à  la  règle  fuivante  : 

Eciivez  en  première  ligne x"" 

Sous  cette  ligne  écrivez  l'expofànt m 

ÎNlulripliez  par  cet  expofant ,  &  diminuant  l'expofànt  de  x 
d'une  unité  ,  remplacez  le  facteur  x  qui  manque  aûuellement 
par  le  facteur  k  ,  Se  vous  aurez  en  féconde  ligne m  x"'~'  k 

Sous  cette  ligne  écrivez  la  moitié  de  l'expofànt  aftuel  de  w  , 
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c'eft-à-dire 

V 

Multipliez  par  ce  dernier  ,  &  diminuant  l'expofant  aftuel  de 
X,  d'une  unité  ,  remplacez  le  fadeur  .-c  qui  manque  de  nou- 
veau ,  par  un   nouveau  fafteur  k  ,  &  vous  aurez   en  troifième 

m-  t 
Ijgne "'  ■  — ~  -^        '^ 

Sous  cette  ligne  écrivez  le  tiers  Je  rcxpofant  aftuel  de  x  , 

m-  z, 
c'eft-i-dire 

5 
Multipliez  par  ce  dernier  ,  &  diminuant  rexpof.int  de  x,  d'une 

unité  ,   remplacez  le  fafteur  .v  qui  manque  de  nouveau ,  par  un 

.,       ,.                               m  ~  1     m  -  t 
nouveau  fafteur  k ,  &  vous  aurez  en  quatrième  ligne. m  ,  , x'"-i  it>. 

Continuez  de  multiplier  ainfi  ,  fucceiTivement ,  par  le  quart ,  le 
cinquième,  &c.  de  l'expofant  de  x  ;  de  diminuer  l'expofant  de  x  d'une 
unité  ;  de  remplacer  par  un  facteur  k  ,  le  facleur  x  qui  manque 
par  cette  diminution  ;  alors  la  fomme  de  la  première ,  de  la  fé- 
conde ,  de  la  troifième ,  de  la  quatrième  ,  &c.  lignes ,  jufques  à 
celle  où  l'expofant  de  x  devient  o  ,  fera  la  valeur  de  {x-i-k)"'-  ; 
ce  qui  eft  évident  par  la  comparaifon  avec  la  première  formule. 

(70  Donc  pour  avoir  la  différence  de  x""  ,  x  variant  de  k  ; 
c'eft-à-dire  pour  avoir  la  valeur  de  {x-hk)'" — x"' ,  il  n'y  a 
autre  chofe  à  faire  que  d'omettre  la  première  ligne  dans  le  ré- 
fultat  de  la  règle  précédente. 

(8.)  Donc  puifque  le  polynôme  Ax^  ■+■  Bx''  ■+■  Cyf ,  6:c.  n'efî 
qu'un  compofé  de  termes  dont  chacun  eft  compris  dans  la  forme  x""  ; 
pour  avoir  la  différence  d'un  pareil  polynôme  ,  il  n'y  a  qu'à 
appliquer  à  chaque  terme  la  règle  que  nous  venons  de  donner 
pour  x'^. 

Ainfi  pour  avoir  la  différence  de  jc'  —  fjc^  -4-  ^x —  6  ,  x  va- 
riant de  k  ■■,  j'écris  comme  il  fuit  : 

Première  ligne x^  —  j  x"  -f-  j  x  —  6 

Expofans  de  X 5  2.  1       o 

Seconde  ligne 3  .-c- A;  —  loxk-r  -^k 

Jloiiié  des  expofans  àt  x r  -  - 

Troifième  ligne ^  xk-  —  s  k- 

Tiers  des  expofans  de  x |  ?■ 

Quatrième  ligne /ti 

Donc  d'yx'  —  ^x^-^^x  —  C) .  .  .  il)  ^=  ^x'k-^-^xk^  —  10 xk 
•+  A:'  —  $k^  H-  ^k  ,  fomme  des  lignes  2.^  3.^  &  ^,' 
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(9.)  On  obfervera  la  même  règle  pour  différencier  les  quan- 
tités  où  il   entrera  plufieurs  variables  ;  ainfi  ,  Ci  l'on  demanda 

d{x^  ,j'')  . ,  .  (k '■'ï) ,  j'opère  comme  ci-deffous ,  en  écrivant 
fucceiïlvement  fous  chaque  variable  fon  expofant ,  la  moitié  ,  le 
tiers ,  &c.  de  fon  expofant ,  félon  le  numéro  de  la  ligne  que  l'on 
calcule. 

Piemierc  ligne x^  y^ 

3    ^ 

Seconde  ligne. ix-y^k-h  1  !x:' y  l 

-    i.  '        i 

Troifième  ligne ^,  xy"^ k'-  -t-  ^  x-y  kl  -h  -^  x'ykl  -i-  x'  l'' 

Ou ^xy-k^ -i- 6x^ykl-^-xW■ 
l  i  i.   i    *         i 

si  i        !  1 

Quatrième  ligne y- ki  -+-  ixyk^l  -f-  /^xyk^^I-i-  ix^kl-  -i-x-kl'- 

Ou.  .^ y-k'>  +  Éxyk'-l-i-  ^x^kl'- 


Cinquième  ligne ^y k  l -j- ^y k' l -i- {xk^l'-  -{-{xk-l' 

Ou zyk^l  ^  7,xkU'' 

s 5 

Sixième  ligne ^k^  l-  -i-  \k>  l- 

Ou. k- 1"- 

Donc  d{x^  ,y^) .  .  .  (^  •  J)  =  3  x'^y^k  -t-  2x\yl  -f-  5  xy^J^ 

^  Cx^ykl  -H  xH''  H-y /c'  +  6xykU  -^  ^x'kl^  ■+■  zykH 
-+■  S  xk'  l'  -f-  k'l\ 

(10.)  Pour  fe  convaincre  de  la  légitimité  de  l'application  de 
la  même  règle  aux  quantités  à  deux  variables  ,  il  ne  s'agit  que 
de  comparer  le  réfultat  de  (  :t  -H  A  )"  x  (jv  -f-  /)"  ,  trouvé  par 
cette  règle  ,  avec  le  réfultat  du  développement  de  {x  -+•  k)"^ 
X  {y -r- ly  trouvé  par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre. 

Par  celles-ci  on  trouvera 

m   n  m— T      n  m I       m  — z     n    l  m  —  I     m  —  Z        m—}     n    j 

X  y   -i-mx         y  k  -i-m  .  ■ x  y   k  -h  m  .  ,  .  x         y  k    ,   &c. 

z  13 

m     n-I                         m-I       n-I                               m —  l  m  — I       n—JZ 

'j-nx    y         l-h  mnx  y         ki    -i-mn  . .  x         y  k    i  ^  &c, 

jt—l  m     n—^    z  rt  —  \  m— I      n-z        Z 

-4-  n  • '  X    y        i     -i-  mn  .  ,  :;:        y         *  *     >  *^c« 

1  z 

n  —  I        n  —  z        "■    n-J    3 
-f-  n  .  .  X  y        ^   ,  &c. 

i  3 
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Et  en  appliquant  notre  règle  ,  on  trouve  comme  il  fuît 

!.«'«  ligne,    x"  y" ^ 


m     n 


m—  In  r:    n—  I 

it*  ligne,     tnx         y  k-^nx  y        /, 

m— In  m      n— I 


Il  z  1 

77I-I        "!  — -   "1          mn        m-l    n-i               ffin        m-T    n-I 
j.  ligne..       m  . .  x        y  k    -^ ,  x        y       kl  -h .  x        y        kl 

n  —  I         m    n-1    1  . 
-f-  n  .  .X   y       l    ■> 

2 
m—\         m—l    n    Z  m-I      ii-I  7]  -  I  m     "-2    2 

OU m  .  .X       y  k    -i-  mnx       y        kl  ■+-  n  , .  x   y       l   , 

2  1 

"!  —  -n  m-T         n  —  I  m._î 


î        3 


I  ,•  m-\     m~z  m-3     n     3  m  n    m  -  1        "^-^    "-1,2 

4.    ligne.. .     m  . .  ,  x         y    k     -+■   —  , .  x       y       kl 

23  3  z 

m — 1          ni-2    "-',-,                   «-I         '"-'    "~^  t  ,^ 
-f-  m  ra    , .  X       y       k  i  -i-  mn  . .  :;;        y       Kl 

5  ^ 

m  7z      n  —  I  m-'    1-2  ,2  n-  \       n-z     m    n-j   7 

•+■    ,  .  .-c        y       kl    -i-  n  . .   —  X  y        l  ; 

32  23 

m-1     m-z  "■.-}    "  ,}  m-i        m-^    ""' t"  7 

eu m  . .  ,  X        y    k       -i-mn, .  x       y       kl 

i  3 

n-T  m-I     n-z        2  n-ï      n-z       "i    n-3    3 

-f.    m  n    .  .    j:        y        k  l   -i-  n  . ,  ,x  y       l   ,  8cc, 

2  2  3 

Où  l'on  voit  que  la  fomme  des  i.'"  2.'  3.'  &  4.^  lignes,  donne 
abfolument  le  même  réfultat. 

(  I  T .)  On  démontrera  de  la  même  manière,  que  la  même  règle 
s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Et  puifque  nous  avons  démontré  (  2  )  que  pour  avoir  les  dif^ 
férences  fécondes  ,  il  ne  s'agilToit  que  d'appliquer  aux  diffé- 
rences preniières  les  mêmes  règles  par  lefqueiles  on  trouve 
celles-ci  ;  &  qu'il  en  eft  de  même  des  différences  troifièmes ,  qua- 
trièmes 6:c.  la  méthode  pour  prendre  les  différences  quelconques 
des  quantités  fe  réduit  donc  à  la  feule  règle  que  nous  avons 
donnée  (  4  ).  Préfentons  feulement  un  exemple  des  différences 
fécondes. 
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Qu'il  fok  queftiou  de  trouver  la  valeur  de  dd{x^  ■+■  n.x'y 
k—  5  jcj  -H  o.y'^  —  2a:-4-5j/-H5)...(  {[k'  '•  i,i'  )  ;  j'écris  comme 
il  fuit  : 

I."'  ligne a'  -f-  1  x-y  —  j  xy  -\-  ly-  — ix4-îy+  f> 

3  II  II  1  I  I        o 

a/  ligne 


-x- /t  -f-  4 xyk  +  --  x- 1  —  5_v^  —  1x1  +  i^yl  —  zk  -f-  3/ 


5-'  ligne -^  xk-  -\-  zyk^  ^  zxkl  +  ixkl  —  \kl  —  \kl -^  xl- 

O" ixk-  -^  zyk-  4-4-c^Z—  lkl-\-  zV- 

~  ~  J.  °  2. 

il  i  J  ; 

4.'  ligne ^!  +  UV-t-  U-/ 

ou k>  -^  ik-L 

Donc  i.° 
i/( 3c'  -*-  2  jc*j)/  —  3  xy  -4-  2^*  —  2  jc  -{-  5y  -H  (f  )  .  .  .  (  î  :^  ) 


=  3  .-c"  ^  4-  4  ^  V ^    ->r   1.x-  l    —   -i^yk  —  i^xl    —    xk 


4yi  -i-  sxk^  ■+-   ii 


■+•  z'yk--t-4xkl  —    }kl   (^  i|"  ligne  pour  la 
-+-    zl-     (  diflTcrejjce  féconde. 
4-  ikH 
^    k' 


y 


i.'llgne.Éxkk'  ■+■  Aykk'  •+■  j^xkV  —  ^kV  —  3/*' 

i,xk'l-i-  i,lV   -+-  ik-k' 


5.°  ligne. 

ikk''- 

-h 

zkk'l' 

zkk'l 
zk"-l 

ou. .... 

.^kk"- 

■+■ 

^kk'l 

-+- 

zk'U 

Donc 

dd{x^  'i'  2  x'^y  —  3xy+-  2y'  —  2  x  -i-  5y  H- 5 ) . . .  (  f^k'  :  /^/'  ) 

=  6xkk'-h  ^ykk'  -H  4xkr-i-j^xk'l   +  5*^;'»  4-  z  k'- 1 

•i-  xk'-l'  -h  ^kk'l   +  ^kk'l'  -i-  ik^k'    -t  Jill'     —ikl'-ilk' 

Remarque 
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Remarque  générale  SC  fondamentale: 

(II.)  Quelque  foit  le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans 
la  quantité  qu'on  veut  différencier,  6c  à  quelque  dimenficn  que 
ces  variables  montent ,  foit  enfemble  ,  foit  féparément ,  on  peut 
obferver  généralement  : 

1°  Que  fi  7  marque  la  plus  haute  dimenfion  à  laquelle  montent 
les  variables ,  foit  enfemble,  foit  féparément,  T —  i  fera  la  plus 
haute  dimenfion    à  laquelle  elles  monteront  dans  la  différence 

Première  ;  puifque  la  règle  prefcrit  de  diminuer  d'une  unité 
expofant  de  la  variable  fur  laquelle  on  opère. 
Que  par  conféquent  T  —  2  fera  la  plus  haute  dimenfion  à  la- 
quelle les  variables  monteront ,  dans  la  différence  féconde  ,T —  5 
fera  la  plus  haute  dimenfion  à  laquelle  les  variables  monteront 
dans  la  différence  troifième  ;  &;  en  général  T  —  n  fera  la  plus 
haute  dimenfion  à  laquelle  les  variables  monteront  dans  la  diffé- 
rence de  l'ordre  n.  En  forte  que  fi  l'ordre  de  la  différence 
a  le  même  expofant  que  celui  de  la  plus  haute  dimenfion 
des  variables ,  la  dimenfion  des  variables  dans  la  différence  fera 
zéro  ;  c'eft-à-dire  ,  que  la  différence  ne  renfermera  plus  aucune  des 
variables ,  &  fera  une  fonction  de  leurs  variations  particulières. 

Par    exemple  d{ax^hj~i~c)....{^:^)  =  ak-{-blj  où. 

l'on  voit  que  x  èc  j'  n'entrent  plus  ,  mais  bien  leurs  variations 
particulières  k  &l  l. 

Pareillement ,  on  trouvera  ,  par  la  règle  ci-deffus ,  que 

dd{ax^   ■+■  bxy  -H  cy^  ^  ex  -\-  fy  +  ^)  •  •  •  (^^^^-^f^O  = 

2.akk!  -\~  bkl'  -^  bk'  l-\-  2  cil' ,  où  l'on  voit  que  xôc  y  ne  fe  trou- 
vent plus ,  mais  feulement  leurs  variations  particulières  k ,  k'  \  l,  /'. 

2.°  Que  s'il  y  a  des  quantités  confiantes  dans  la  fonction  qu'on 
veut  différencier  ,  c'eft-à-dire  ,  s'il  y  a  des  termes  où  aucune  des 
variables  ne  fe  trouve ,  ces  termes  ne  pourront  pas  fe  trouver  dans 
la  différence  première ,  ni  par  conféquent  dans  les  différences 
ultérieures  ;  puifque  la  règle  prefcrit  de  les  multiplier  par  l'expo- 
fant  de  la  variable  qui  eft  ici  zéro. 

5.°  Que  les  termes  où  les  variables  ne  paffent  pas  ,  i(:)it  en- 
femble ,  foit  féparément ,  la  première  dimenfion  ,  ne  pourront  fè 
trouver  dans  la  différence  féconde  i  puifque ,  par  la  première 
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différenciation  ,  ils  feront  tous  devenus  des  termes  conftans ,  & 
que  par  conféquent  ils  difparoîtront  par  la  féconde  différenciation. 
Par  exemple  ,  fi  on  a  à  différencier  ,  deux  fois  de  fuite  ,  la 
quantité  ax^  -[-  bxy  -\-cy^-hex-+-fy-{-g,  la  quantité^  ne 
fe  trouve  plus  dans  la  différence  première  qui  efl  2axk  -\'  byk 
-\-  bxl  -+■  2cyl  -H  ek  ->t-  ft  -^ak"-  -t-  bkl  -+-  cl\  Pareil- 
lement, les  termes  ex  &cfy  ne  laifferont  aucun  veflige  dans  la  dif- 
férence féconde  qui  eft  lakk'  -\~  bkl'  -^  b k'I  -^  2cll',  parce  qu'à 
la  première  différenciation ,  ils  font  devenus  ck  &cfl,  qui  étant  des 
confiantes ,  ne  peuvent  plus  fe  trouver  dans  la  différence  fuivante. 

On  voit  donc  de  même ,  que  les  termes  où  les  variables  ne 
pafferont  pas,  foit  enfemble,  foit  féparément,  la  dimenfion  2,  ne 
pourront  fe  trouver  dans  la  différence  troifieme  ;  &  qu'en  général , 
les  termes  où  les  variables  ne  pafferont  pas ,  foit  enfemble,  foit  fépa- 
rément, la  dimenfion  n  —  i ,  ne  pourront  fe  trouver  dans  la  diffé- 
rence de  l'ordre  n. 

Comme  les  différenciations  que  nous  aurons  à  faire  par  la  fuite  , 
feront  toutes ,  ou  prefque  toutes ,  de  l'ordre  de  la  dimenfion  totale 
des  quantités  ,  il  eft  donc  à  propos  d'expofer  ici ,  les  fimplifications 
que  les  obfervations  que  nous  venons  de  faire ,  peuvent  apporter 
dans  l'ufage  de  la  méthode  de  différencier. 

Réduclions  dont  efî  fufcepdhle  la  règle  générale  pour  diffé- 
rencier les  quantités  ,  lorfquon  a  a  différencier  plujieurs 
fois  de  fuite. 

(  I  3  •)  Puifque  les  termes  où  les  variables  ne  paffent,  ni  enfemble, 
ni  féparément ,  la  dimenfion  n  —  i  ,  ne  peuvent  fe  trouver  dans  la 
différencielle  de  l'ordre  n ,  il  s'enfuit  donc  qu'on  peut  fimpli- 
fier  confidérablement  les  calculs  qu'on  auroit  à  faire ,  fi  dans  les 
cas  de  plufieurs  différenciations  confécutives  ,  on  fuivoit  à  la 
lettre  la  règle  générale  que  nous  avons  donnée  d'abord. 

Cette  fimplification  confifle  à  rejetter ,  avant  toute  opération  , 
tous  les  termes  de  toutes  les  dimenfions  ,  depuis  o  jufqu'à  n  —  i 
înclufivement ,  n  marquant  le  nombre  de  fois  qu'on  a  à  différencier. 

Ainfi  fi  on  a  à  différencier  deux  fois  de  fuite  la  quantité  a  x* 
H-  b  xy  -H  cy""  -4-  e  x  -+-  fy  -'c-  g ,  la  queftion  fe  réduira  à  diffé- 
rencier deux  fuis  de  fuite  la  quantité  ax'  -^  b  xy  •+■  cy*. 
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Si  on  a  à  différencier  deux  fois  de  fuite  la  quantité  a  x^  -h- 

hxy  -h  cx\  -h  exy  ■+-  fxyi  -t-  gxi^  -H  ky  ■+-  ly  7^ 

■+-my  i' -h ni'  -h p x" -\-qxj -\-rxi-\-ay'' -^b' ji-^c' i^'i-e' X 
^f'y^  g'7-+-  n  f  la  queftion  fe  réduira  à  dilfcrencier  deux 
fois  de  fuite  la  quantité  ax^  -\-  b x'y  -+-  ex'  ^  -+-  exy''  -f-  fxy^ 
-^  gxT^  -^  ky^  -^  ly- \-^  my-:^  -\-  m^  -hpx^-i-  qxy  -f-  rx?^ 
-+-  a'y-'+'b'yi-^c'^. 

Et  s'il  s'agiffoit  de  différencier  trois  fois  de  fuite ,  la  queftion 
fe  réduiroit  à  différencier  trois  fois  de  fuite  la  quantité  a  x'  -H 
I^x'-y-i-cx^  l-\-e xy^  -^fxy  i-h g x ^^ -i- ky^ -h  iy\-+-  my  C 
•+-  n  ;;:'. 

(14.)  Cette  fimplification  n'efl:  pas  la  feule  cjui  réfulte  des  ob- 
fervations  précédentes.  Lorfqu'après  avoir  rejette  les  différens 
termes  que  nous  venons  de  faire  voir  ne  pouvoir  faire  partie  de  la 
différencielle,  on  procédera  à  la  différenciation  des  termes  reftans; 
on  doit  encore  obferver,  que  dans  le  calcul  des  différentes  parties 
que  nous  avons  appellées  Lignes  ,  il  fera  fuperflu  de  calculer 
au-delà  de  la  ligne  du  numéro  T  —  n  -{-  2  ,  T  marquant  la 
dimenfion  totale  de  la  quantité  qu'on  veut  différencier  ,  ôc  «  le 
nombre  de  différenciations  qu'elle  doit  fubir. 

En  effet ,  puifque  la  dimenfion  totale  diminue  d  une  unité  à 
chaque  ligne,  à  compter  de  la  féconde  ,  lorfqu'on  fera  arrivé  à  la 
ligne  du  numéro  T  — ?z  -f-  2  ,  la  dimenfion  fera  n — i  ;  donc  il 
eft  clair  que  les  lignes  que  l'on  calculeroit  au-delà,  étant  de  dimen- 
fions  inférieures  z  n  —  i  ,  difparoîtroient  par  les  différenciations 
fucceffives  ;  il  eft  donc  inutile  de  les  admettre. 

Donc  fi  le  degré  de  la  différencielle ,  eft  égal  à  celui  de  la 
dimenfion  totale  de  la  quantité  à  différencier  ;  1.°  on  ne  retiendra 
de  celle-ci ,  que  les  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  :  2.°  &  à 
chaque  différenciation ,  on  n'ira  pas  au-delà  de  la  féconde  ligne. 

Par  exemple  ,  fi  on  a  à  différencier  trois  fois  la  quantité  x' 

—  3  xy  l  ■+•  2y^  —  x^  -h  2  x^  — y  -t-  2  ^  —  2  : 

I  °  On  rejettera  les  dimenfions  2,1  &  o  ,  ce  qui  réduira 
cette  quantité  à  x'  —  3  xJy^-^  2y\ 

2.**  On  ne  prendra,  dans  la  différence  première  ,  que  la  féconde 
ligne ,  qui  fera  3  x'  k  —  3 y  r^k  —  3  x  il  —  3  xy  m  -^  6y^  l. 

3.°  On  ne  prendra,  dans  la  différence  féconde  ,  que  la  fé- 
conde ligne  ,  qui  fera  6xkk!  —  3ikL'  —  sykm'  —^   srjk' 

—  3xlm' — 3ymk' — ^xml' -{-  i2yll'. 
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4**.  On  ne  prendra  ,  dans  la  différence  troifième ,  que  la  fé- 
conde ligne ,  &  on  aura  6kk'k"  —  s  k  L' m"  —  3  k  m'I"  —  3  [k'/u" 

—  3  Im'k!'  —  3  mkH'  —  3  ml'k"  -i-  12  II' 1%  pour  la  différence 
troifième. 

Remarques  fur  les  différences  des  quantités  décroiffantes, 

(  I  5  )•  Jufqu'ici  nous  avons  fuppofé  que  chacune  des  variables 
alloit  en  augnjentant.  Si  au  contraire  ,  elles  alloient  toutes  en 
diminuant  ,  il  ne  feroit  pas  pour  cela  néceffaire  d'établir  des 
règles  différentes  ,  mais  feulement  de  faire  un  léger  changement 
dans  les  (ignés. 

En  effet ,  fi  x  au  lieu  de  devenir  x  -\-  k ,  devient  x  —  k  ,  il  n'y 
a  d'autre  différence  entre  ces  deux  états ,  qu'en  ce  que  k  devient 

—  A:. 

Mais  à  l'égard  de  la  différencielle ,  il  y  en  a  encore  un  autre  ; 
car  s'il  s'agit,,  par  exemple,  de  différencier  x""  ;  dans  le  premier  cas, 
on  a  à  développer  [x  -^  k)"^  —  Jc™  ;  &  dans  le  fécond  cas ,  c'eft 
x""  —  (x  —  Â:)'". 

Or  fi  dans  ce  dernier  cas  ,  on   avoir  à  développer  {x  —  k)"^ 

—  x^  ,  il  eft  clair  qu'il  n'y  auroit  autre  chofe  à  faire  qu'à  différen- 
cier x'"  fuivant  les  règles  précédentes  ,  mais  en  faifant  varier  x, 
de  la  quantité  —  k  ,  au  lieu  de  le  faire  varier  de  k. 

Donc  ,  dans  le  cas  de  x"^  —  (  x  —  /:  )™  ,  on  différenciera  x™, 
en  faifant  varier  x  ,  de  la  quantité  —  k  ;  puis  on  changera  tous  les 
Cgnes  du  réfultat  ;  ou  bien  on  écrira  ,  à  mefijre  ,  chaque  partie  du 
réfultat ,  avec  un  figne  contraire  à  celui  qu'elle  auroit  dans  la 
différenciation  faite  en  faifant  varier  x  de  —  k. 

(l6.)  Oa  voit  par-là  que  ,  généralement  parlant,  la  diffé- 
rencielle d'une  fonction  prife  en  regardant  comme  croiffantes  , 
toutes  les  variables  qui  entrent  dans  cette  fonction  ,  eft  diff'é- 
rente  de  cette  même  différencielle  prife  en  les  regardant  toutes 
comme  décroiffantes.  Il  y  a  néanmoins  deux  cas  où  ces  deux 
diffiérencielles  font  les  mêmes.  Le  premier  eft  celui  où  les  va- 
riations particulières  des  variables  font  infiniment  petites.  Le 
fécond ,  eft  celui  où  la  quantité  doit  être  différenciée  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expofant  de  la  plus  haute  dimenfion 
de  cette  quantité. 


INTRODUCTION.  î^ 

Ce  dernîe'r  cas  eft  le  feul  qui  nous  intérenb  dans  cet  Ou- 
vrage :  ainfi  dans  les  différenciations  que  nous  aurons  à  faire 
par  la  fuite  ,  nous  n'aurons  aucun  befoin  d'examiner  fi  nos 
variables  doivent  être  confidérées  comme  croiffantes  ou  comme 
décroiflantes.  Nous,  différencierons  eu  fuivant  les  règles  que  nous 
avons  données  d'abord. 

De    quelques    quantités    qui   peuvent    être     différenciées 

par  un  procédé  plus  jimple  que  celui  qui  réfulte 

de  la  re^le  générale. 

(17.)  Les  principes  que  nous  venons  de  donner  font  géné- 
raux ,  &  pourroient  même  ,  avec  quelques  légers  changemens , 
être  appliqués  aux  quantités  fractionnaires  ,  &  aux  quantités 
irrationnelles.  Ils  peuvent  être  d'ufage  pour  convertir  en  férié 
des  fonctions  de  plufieurs  variables ,  ôc  pour  beaucoup  d'autres 
objets.  Mais  notre  but  n'eft  pas  de  difcuter  ces  ufages.  Nous 
allons  feulement  confidérer  quelques  quantités  rationnelles  qui 
peuvent  être  différenciées  d'une  manière  plus  expéditive  que 
par  la  règle  générale  :  nous  ne  coniidérerons  que  celles  qui 
nous  feront  utiles  par  la  fuite. 

Si  on  a  à  différencier  une  quantité  telle  que  {x  -f-  a  ), 
{  X  -4-  a  -\-  h) .{  X  -\-  a  -+-  2/»).(xH-  a  -f-  ^  b)  .  .. 
{x  -\r  a  -^  {n  —  i)^)j  n  étant  le  nombre  des  facteurs ,  &  que 
la  quantité  dont  x  doit  varier  ,  foit  b  ;  la  différencieile  fera 
nb  .  (xH-  a  -f-^).(x-f-a  -H  :ib)  .{x  -\-  a  -H  ^b)  .  .  , 
{x  -\-  a-\-  [n  —  \)  b) ,  n  —  i  étant  le  nombre  des  fadeurs 
en  progreffion  arithmétique. 

Mais  fi  la  variation  doit  être  —  è  ,  la  différencieile  fera 
nb  {x-\-  a)  .{x-\-a-\-b) .  {x-^a-\-  2b)...[x'^- a-\-  {n  —  2)  i»)  , 
n  —  I  étant  le  nombre  des  facteurs  en  progreffion  arithmétique. 

En  effet , 

=^  {x  -\-  a  -^  b)  .{x  -i-  a  -^  zb)  .{x  -\-  a  -^  ib)  ...{x  -\-  a  -^  nb) 
—  {x  -f-  a).{x  -+-  a  -^-  b).[x  ■+■  a  -f-  T.b)...[x  -(-  a  -f-  [n  —  i)  b) 
^^l{x-i-a-i-bj.{x-^a+zl>).(x-{-a  +  -^b)...{x+a-^[n — ^) l>)'\.[x  +  a  t  nb  —  x — a) 
=^ttb.{x-^a-f-b).{x-\-a-^zb.).{x  +  a-i-ib),,.{x-\-a{n—\)h. 
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Pareillement, 

=    (x-i-a).{x-i-a-hl>)-{x-ha+zb)...{x-i-a  +  {n  —  i)  l>) 

»_    (x  +  a  —  l>).{x-ha).{x'i-a-hl>)    ,. .  [x -h  a -h  {n  —  i)^) 

=  [ix  +  a).{x  +  a-i-/>).{x-^-a-i-i/>)...{x-i-a-h{n—'^)l>)Hx-i-a+{n  —  i)B—x—a-i-i') 

T=:nl>.{x+a).{x  4-  a  +l>).{x  +  a-+-zi>)...[x-i-a-i-{n  —  i)^). 

Des  fommes  des  quantités. 

(I  g.)  Si  on  conçoit  queP  repréfente  une  fonflion  quelconque 
d'une  ou  de  plufieurs  variables  x,  y ,  ^,  &c.  &  que  donnant 
fuccedivement ,  à  chacune  de  ces  variables  ,  les  valeurs  k  ,1  ,m  , 
&c.  k!  ,1' ,  vi' ,  &c.  k!' ,  l" ,  m" ,  &c.  refpedivement ,  la  quantité  l" 
devienne  fucceiïivement  P' ,  F"  ,  P'"  ,  &c.  la  fomme  P  -f-  P'  -+• 
1"'  -4-  F'"  ,  &c.  eft  ce  que  nous  appellerons  fomme  de  P  ,  an  que 
nous  repréfenterons  pzrfP. 

Nous  n'entreprendrons  pas ,  à  beaucoup  près  ,  de  traiter  cette 
matière  dans  toute  l'étendue  dont  elle  eft  fufceptible  :  nous  n'avons 
befoin  pour  notre  objet ,  que  d'une  branche  très-particulière  de 
cette  théorie ,  &  nous  nous  y  bornerons. 

Nous  ne  confidérerons  donc  que  les  fonctions  d'une  feule 
variable  ;  ôc  de  celles-ci  nous  ne  prendrons  que  celles  qui  font 
rationnelles ,  &  fans  divifeur  variable. 

Nous  fiippoferons  d'ailleurs  que  la  variable  croît  ou  décroît  par 
degrés  égaux. 

Des  fommes  des  produits  dont  les  facteurs  font 
en  progrejfwn  arithmétique. 

(19.)  Ces  produits  font  généralement  repréfentés  par 
{x-\-  a).{x-\-a-^h).{x-\'a-\-7.b)...[x-\-a-\-  {n  —  i)^), 
n  étant  le  nombre  des  fadeurs. 

Si  on  conçoit  que  Ton  fubftitue  fuccefTivement  au  lieu  de  x ,  les 
quantités  x  —  b  ,x  —  2b  ,  x  —  ^  b  ,  &c.  les  quantités  dont  il 
s'agit  d'avoir  la  fomme  feront  donc 

{x-\-a).{x-^  a-\-b).{x  -ha-^  2b)...{x-+'  a-^  {n  —  i)b)  , 
{x-^-a  —  b).{x-^a).{x  -ir-  a-\-  b)  ...{x-k-  a-^  [n  —  2)  b), 
(x-^a —  2  b).{x-ha  —  b).{x-ha) .  ..{x-ha-^{n  — 3)  b  )  , 
{x-i-a  —  s^)-{x~\-a — 2^).(x4-a — b)...{x-\-a  ■+-  {n  — 4)^), 
&c. 
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Soit  P  la  fomme  cherchée  de  tous  ces  produits  ;  &  P'  la  fom- 
me  de  tous  ces  produits ,  excepté  le  premier  ;  on  aura  P  —  P'  =s 

(A,--ha)..(Ar-4-û-t-^).(a:-f-i2-t-2  />)  ...  (xH-a-4-  (/z —  i  )  ^  ). 

OrP— P'  =  ^(P)...(J-"3);onadonc^(P)...(_^^)=: 

[x-^  a){x-ha-\-b){x^a-^  2h)  ...{x-^a-^{n~  i)b). 

■    La  queftion  de  trouver  P  eft  donc  réduite  à  cette  autre  ;  Trouver 

quelle  ejl  la  fonclion  de  x  dont  la  différence ,  x  variant  de  —  b  , 

foit  {x~h  a).{x~ha'i-b).{x-h  a-^  2  />  )...(x-+-a -+-  {n —  i  )^). 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (17),  il  eft  facile  de  voir  que 

cette  fonftioneft- —r-7-(x-\-a)  .{x-^a-hb).{x-\-a~i-  2b)... 

[n  -+-  1)  e    ^ 

(x-'ra'^nb) ,  n  •+•  1  étant  le  nombre  des  facteurs  *. 

On  a  donc  P  ■■ 
{x-i~  a~{~nb). 


On  a  donc  P  =  ; — ^—^r .  (x  -i- a) .{x -+-  a-h b) .  {x-h a-{- 2  b). 


Remarques, 

(20.)  1.°  NoL"s  avons  fuppofé  que  la  variation  de  x  étoit  pré- 
cifément  égale  à  la  différence  b  qui  règne  dans  la  progreffion  des 
facleurs.  Nous  verrons  dans  peu  ,  comment  on  détermine  la 
fomme  ,  lorfque  cette  variation  eft  égale  à  toute  autre  quantité. 

(2  I .)  2°  Puifque  (  12  )  les  termes  conftans  qui  fe  trouvent  dans 
une  quantité  qu'on  différencie  ,  ne  peuvent  plus  exifter  dans  la 
différence  ;  il  s'enfuit  que  lorfqu'il  s'agit ,  comme  dans  le  cas  que 
nous  venons  de  traiter  ,  de  repalfer  de  la  différence  à  la  quantité 
même  dont  elle  eft  la  différence  ,  on  doit  toujours  ajouter  une 
conftante  à  cette  quantité.  A  envifager  la  chofe  du  côté  du  calcul 
feulement ,  cette  conftante  peut  être  telle  qu'on  voudra  ,  puifque 
telle  qu'elle  foit ,  la  différencielle  fera  toujours  la  même  ;  mais 
dans  chaque  queftion  ,  cette  conftante  a  toujours  une  valeur  que 
l'on  trouve  facilement  par  les  conditions  de  la  queftion. 

Nous  repréfenterons  dorénavant  cette  conftante  par  C  ;  ainfi  la 
valeur  de  P  que  nous  venons  de  trouver ,  eft  plus  généralement 

^=  r—r—ri'ix  -^a)  .{x  -h  a-h  b)  .{x  -+-  a  -h  2b)  .  .,. 

(x-+-a-\-nb)~{-C. 

*  Il  faut  fàîre  attention  ,  dans  la  comparaifôn  avec  ce  qui  a  été  dit  (  1 7  )  que  ce  qui  étolî  ■ 
n  dans  cet  endroit ,  eil  ici  n  -t-  1 1 
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Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  de  déterminer  cette 
confiante  C  ,  fuppofons  qu'on  demande  la  fomme  des  produits 
2x4x5,4  x5x8,5x  8  X  10, Sx  lox  12  jufqu'à  1 4  x  1 5  x  18, 
nous  avons  donc  {x  ■+■  a)  .  {x  -h  a  -i-  h) .  {x  -H  a  -\-  2b  )  = 
14  x  1(5  X  18  i  &  n  =  3. 

Suppofons  a  =  b  =  2  ;  nous  aurons  x  =  12.  Donc  P  = , 

14  X  i5  X  18  X  20  -t-  C. 

Mais  puifqu'on  ne  veut  la  fomme  que  depuis  2x^x6;  fi  on 
compare  ce  produit  à  (  x  -f-  a).{x~\~a-{-b).{x-+-a-^2h)f 
on  aura  x  =  o  ;  il  faut  donc  que  lorfque  x  =  o ,  la  fomme  F 

devienne  2  x  4  x  (5  ;  on  a  donc  2x4x5= X2X  4x5x8 

H-  C;  donc  C=  48  —  48  =  o.  La  fomme  cherchée  eft  donc 

fnnplement xi4xi5xi8x  20.  C'eft-à-dire,  10080  ;  &c  il  efl 

facile  de  s'afiurer  que  cela  eft  en  effet ,  en  réalifant  les  produits  & 
faifant  la  fomme. 

Si  aulieu  de  fuppofer  a  ^=  2  ,  nous  euffions  fuppofé  a  =  o  ; 
alors  nous  aurions  eu  pour  valeur  finale  de  x  ,  x  =  14  ;  &  pour 

valeur  initiale  x  =  2  :  la  fomme  feroit  donc  P  = x  14  x  i5  x 

4.1 

i8x20-+-C  Et  pour  déterminer  la  conftante  C,  nous  aurions 
cette  condition  que  lorfque  jc  =  2  ^  la  fomme  P  doit  devenir 

2  X  4  X  5  ;  nous  aurions  donc  2x4x5  =  —  X2X4x5x8H-C; 

4*2. 

donc  C  ■=  o  ;  donc  P  a  encore  pour  valeur  10080 ,  ainfi  que  cela 
doit  être. 

JDes  fommes  des  quantités  rat'wnndles  qui  n'ont-  vas 
de  divifeur  variable. 

(22.)  Supposons  d'abord  ,  pour  plus  de  clarté,  que  l'on 
demande  de  fommer  une  quantité  fimple ,  telle  que  x'  ou  m  x\ 
La  queftion  propofée  de  cette  manière  eft  indéterminée ,  parce 
qu'il  faut  fçavoir  de  plus  par  quels  dégrès  on  fuppofe  que  x  croît 
ou  décroit.  Suppofons  donc  que  x  décroît  par  des  degrés  égaux  zb. 

Alors  le  vrai  fens  de  la  queftion  eft  celui-ci  :  fuppofant  que  x 
devient fucceftivement  x  —  b ^  x  —  2b ,  x  —  ^  b ,  ôcc.  on  de- 
mande la  fomme  des  quantités 

jn  x' , 
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fnx\  m{x  —  by  ,  m{x  —  2  ^  )' ,  m(  x  — •  5  ^  )' ,  &c. 

Pour  réfoudre  cette  queftion  ,  je  la  réduis  à  celle  que  nous 
avons  réfolue  (  ip  )  ,  en  ramenant  mx'  à  la  forme  {x-k-b). 
(  a;  -4-  2  3  ) .  (  ;c  -h  3  ^  )  &c. 

Je  fuppofe  donc  mx'  z=iA{x-\-b).{x-^2b).{x-\'^b) 
'^B{x-{-b){x-h2b)-hC{x-hb)'^D 

j'aurai  donc 

mx^—Ax'  '^6Abx^-^  i\  Ab*  x-¥6  Ab' 
-^Bx-      -hsBbx      -h2Bb\ 
•^Cx  -^Cb 

&  comme  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quelle  que  foit  x,  j'en  conclus 
A  =  m,6Ab-\-B  =  o,iiAb'-^3Eb-hC=o,6Ab'-¥- 
2Bb'  -+-Cb-\-D  =  o;  c'eft-à-dire , 

A  =  m  ,  B  =  —  6  mb  ,  C=  -h  7  ml^ ,  D  ==  —  m  /;'  ;  donc 
772  x'  :=m{x-i'b).{x-h  2  b)  .{x  ■-{'  3  b)  —  6mb{x-hb). 
{x-\-  2b)  -h7  mb^  (x-hb)  —  mb^ 
La  valeur  de  ttzx'  eft  donc  compofée  de  quatre  parties  dont 
chacune  eft  de  la  forme  de  la  quantité  que  nous  avons  (ip)  en- 
feigné  à  fommer.  On  trouvera  donc  facilement ,  par  ce  qui  a  été 
dit  (19)  ,  que 


/' 


77zx'  =  -7-.(x-h  ^).(x-t-  2^).(x-H  3  b)  .  {x  ■+•  ^b) 
—  2m{x'+-  b).{x-+-2b).{x-\-sl>) 
H-    ^"'    .  (x-hZ').(x-t-  2  b)  —  m  b-  {x-^b)  -hC 

C  étant  la  conftante  néceflaire  à  la  fomme  (21). 

(  2  3  •)  Suppofons  aiSluellement  qu'on  ait  une  quantité  telle  que 
TO  x'  -4-  72  X*  -;-  /' X  H-  ^  :  on  voit  que  chaque  terme  pourra  être  , 
comme  nous  l'avons  fait  pour  77zx'  ,  réduit  à  la  forme  (  x  -4-  ^  ) . 
(x  -4-  2  b) .  {x  -h  S  b) ,  &c.  donc  la  totalité  pourra  aufîi  être 
réduite  à  cette  forme.  Donc  fi  j'ai  à  fommer  une  quantité 
telle  que  772 x'  -4-  7zx*  -h  /«x  -H  ^,  je  fuppoferai  tout  de  fuite 
772x'-f-nx'-f-/'xH-^  =  A{x  -+-  b).{x  -h  2b).  {x  H-  S  b) 

-^  B{x  -H  b).{x  -+•  2b) 
-^C{x-\-b)-\-D, 
&  avant  déterminé  les  coëfficiens  /^  ,  B ,  C ,  D ,  en  égalant  les 
coëfficiens  des  mêmes  puiffances  de  x  dans  les  deux  membres  de 
l'équation  ,    il  me  reftera  à  fommer  la  quantité  A.  ( x  -H  b). 

C 
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{x  -^  zb)  .(xH-    3  b)  -h  B  .  {x  ■+■   b)  .  {x   -f-    2^)-f- 
C.{x-+-b)-\-  D,  ce  qui  eft  facile  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  i  p),  &  donne 

-y.  (x  -h  b).{x  +  ib).{x  +   3/').(x  -h  4^) 

B 


^  .  (x  H-  b).{x  ■+■  2b).{x  -h  3^) 


3 
►+-  — T-.(^  H-  b).{x  -H  2^) 


2> 


-i--±l.(x  -4-  ^)  -H  C, 

quantité  dans  laquelle  on  fubftituera  pour  A ,  B,  C,  D,  leurs 
valeurs. 

(  2  4-)  Si  on  fait  attention  à  la  forme  de  la  fomme  ,  tant  dans  cet 
exemple  que  dans  le  précédent  ,  on  voit  que  le  procédé  peut 
encore  être  préfenté  fous  un  point  de  vue  plus  fimple.  Au  lieu 
de  ramener  la  quantité  propofée,  à  la  forme(  x-+-i»).(x-h2^). 
/  X  -H  3  />  )  &c.  on  remarquera  que  puifque  la  fomme  eft  auffi  de 
cette  même  forme  ,  on  peut  tout  de  fuite  fuppofer  cette  forme  à  la 
fomme ,  &  déterminer  les  coëfficiens  de  cette  fomme  comme  il 
fuit.  Reprenons  l'exemple  de  m  x'. 

(250  Je  fuppoferai  tout  de  fuite  , 

piix^  =  A.{x  -+■  b).{x  -h  2.b).{x  -+-   3^)'{x  -I-  4^) 

-f-    B.{x  H-  b).{x  -H  ib).{x  -H   ^b) 

-+-  C .{x  -+-  b).{x  H-   2.b) 

-h  D.{x  -H  ^)  -+-  C; 
alors  pour  avoir  les  coëfficiens,   je    différencierai  (17)   chaque 
membre,  ôc  j'aurai, 

mx^    =  â,Ab  .  [x  -^  h)   .  [x  -^  xh)  .   [x  -^   ib) 
-h  iBh   .  [x  -h  />)   .  {x  -h  xb) 
+  1  Cb   .[x  +b)  -^  Db, 

C'eft-à-dire , 

mx''  =  nAbx^  ■+■  z^Ab'-x-  -i-  ^njéb>  X  -\-  z^Ab* 
-h     ^Bbx-^     9Bb^x-^    èBb'- 
-i-zCbx-+-zCb'- 
■+.     Db 

J'aurai  donc 

^Ab  =  m,  2^Ab*  H=-  '^Bb  =  o, 

44y^Z''  -f-  ^tib*  -f-  2Cb  =  o, 

z^Ab^  H-  6Bb'    H-  2CÙ'    ^  Db    =0; 
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C'e(l-à-dlre,^=  -^,  B  =  —  a^m,  C=  1^ ,D  =:^mb^; 

ce    qui    donne  pour  fm  jc'   précifément  la  même    valeur    que 
ci-devant. 

(26.)  On  voit  donc  ,  en  géndral ,  que  fi  on  a  à  fommer  un 
polynôme  rationnel  ôc  fans  divifeur  variable,  tel  que  ax" -\^ 
bx^  -^  ex"  f  &c.  On  fuppofera 


/' 


{ax  +b.x  •^cx-{-&c.)=A.{s:  +  b),{x-+-zb).{x+ib)...{x-\-[p  +  i).h) 


-^  B .{x-{-h).{x  +  ih).{x-\-ib)...{x-J,-pb) 

H-  C.[x-^b).[x-irib).[x+-ib)...{x  +  {p—ï).b) 

.^D.[x-\-b)  .{x-\-zb).{x-\-ib)...{x-^{p—i).b)  +,.„ 

~\-  P  .{x+b).{x  +  ib)-irQ.{x-^b)  +  C  ; 

en  fuppofant  que  p  eft  le  plus  grand  des  expofans/',  q ,  r  ^  &c. 
&  l'on  de'terminera  les  coëfficiens  ,  comme  il  vient  d'être  dit. 

Si  on  avoit  {ax^  -\^  bx^  -\-  c  x'  -+-  &c. Y '■>  eii  développant  cette 
puiiTance ,  on  reviendroit  au  cas  précédent. 

(27.)  On  voit  donc  par-là  comment  ,    ainfi  que  nous  l'avons 
promis  (20) ,  on  peut  fommer 

{x~\~a).{x-{~a-\'b)  .  {x  -^  a-h  2  b)  .  .  .  (xH-a-+-n  —  i)  .  b 
dans  la  fuppofition  où  x  croîtroit  ou  décroîtroit  par  des  degrés 
autres  que  b.  Si  k ,  par  exemple  ,  marque  les  degrés  par  lef- 
quels  on  fuppofe  que  x  croît ,  on  fuppofera 

f{x-i-a).{x-{-a-^-b).{x'+-a-i-ib)...[x^a-i-{n-^i).b) 
=  A  .{x  H-  k).[x  -ir-  zk).{x  ■+-   ^,k).  .  .{x  ■+.  (n  -f-  i).*) 
-h  £  .  [x  -h  k)  .  [x  -^~  zk)  .  .  .  {x  +  nk) 

-h  C  .  {x-i-k).{x-hi-k)...{x-i-{n  —  i)k)    -4- 

-j-Ç  .  [x  -i-  k)  -^-C. 

(  2  § .)  Si  on  demandoit  qu'elle  eft  la  valeur  de  f^  x""  lorfque 
m  =  G  ;  il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  cette  valeur 
feroit  y4  {x  -h  b)^  En  effet  m  étant  zéro ,  la  queftion  eft  donc 
feulement  de  fommer  ^  depuis  une  certaine  valeur  de  x  jufqu'à 
une  autre  valeur  quelconque  de  xj  donc  Ci  x  ~{-  b  repréfente 
l'étendue  dans  laquelle  on  veut  fommer  ^^  ,  la  fomme  fera 
A  .  {x  -^  b). 


Cij 
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THEORIE     GENERALE 

DES     É  Q  UAT IONS 

u4    UN    NOMBRE    QUELCONQUE    d'InCONNUES, 
ET   DE   Degrés   quelconques. 

LIVRE      PREMIER, 

SECTION     PREMIERE. 

Des  Polynômes  complets ,  &  des  Equations  complettes. 


(2p.)   1.  o  u  T  Polynôme  qui  ne  renferme  qu'une  feule  inconnue  x 
peut  être  repréfenté  généralement  par 

cjc^-t-  bx^~^  •+•  c  x'^'^ . . . .  -j-  j ,  T  étant  le  plus  haut  degré  de 
X  ,  &c  a  ,b ,  c  ,  ôcc.des  coéfficiens  quelconques. 

Pareillement  toute  équation  à  une  feule  inconnue  peut  être 
généralement  repréfentée  par 

ax'^  -H  b  x'^'^  -+•  c  x'^'^  -4-  ....  5  =  o. 

Mais  la  multitude  des  termes  qui  peuvent  entrer  dans  les 
Polynômes  &  les  Equations  ,  à  mefure  que  leur  degré  &  le 
nombre  des  inconnues  augmente ,  exige  que  nous  repréfentions 
les  uns  &  les  autres  de  la  manière  la  plus  abrégée  qu'il  fera 
polTible.  Il  faut  donc  que  nous  commencions  par  expofer  ce 
que  nous  entendons  par  diverfes  exprelTions  que  nous  nous 
propofons  d'employer. 

(  3  c .)  Nous  repréfenterons  tout  polynôme  à  une  feule  in- 
connue,  par  cette  expreffion  abrégée  {x)'^,  par  laquelle  nous 
entendons  ces  mots  ....  Polynôme  à  une  feule  inconnue  ,  du 
degré  T. 

Pareillement  ,  nous  repréfenterons  toute  équation  à  une 
feule  inconnue  x^  par  cette  expreflion  abrégée  (x)'^=  o. 
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Et  lorfque  nous  voudrons  défigner  le  nombre  des  termes 
d'un  pareil  polynôme ,  ou  d'une  pareille  équation ,  nous  écri- 
rons  A  [x)'^. 

(31.)  Nous  entendons  par  polynôme  complet ,  celui  à  qui  il 
ne  manque  aucune  des  combinaifons  des  inconnues  x,j,7^,  &c. 
que  fon  deo;ré  peut  comporter. 

Par  exemple  ,  tout  polynôme  complet  a  deux  inconnues , 
doit  dans  le  troifième  degré  avoir  tous  les  termes  fuiyans  ;, 
dans  lefquels  nous  faifons  abftraaion  des  coëfficiens 

x"'  xy    y^ 
X      y 
I 
Tout  polynôme   complet    à   trois  inconnues  x ,  y ,  \,  doit 
dans  le  troifième  degré  avoir  tous  les  termes  fuivans. 

x'  xy  x\  xy^  xyr^  x^'  y  y\  y^-    ^' 

x'  xy    XI      y"    y\     ^ 

X      y       ^ 
I 
C'eft-à-dire  qu'en  général ,  dans  un  polynôme  complet ,  il  doit 
y    avoir   tous  les    différens  produits    qui    peuvent  être  conçus , 
depuis  la  plus  balTe  dimeiifion  ou  la   dimenfion  o  ,  jufqu'à  la  plus 
haute  dimenfion  T;  il  en  eft  de  même  d'une  équation  complette. 

(32.)  Pour  repréfenter  un  polynôme  complet  à  deux  incon- 
nues, nous  écrirons  («...2)^;  pour  une  équation,  {u ...  2)^^^  o  ; 
pour  marquer  le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme  ou  de 
ctttQ.  équation,  nous  écrirons  A  (î«.  ..2)^. 

(33-)  En  général ,  pour  marquer  un  polynôme  à  un  nombre 
quelconque  n  d'inconnues  ,  nous  écrirons  («...rz)^;  pour  m\<i 
équation,  (?/... /z)^  =  o  j  ôc  pour  le  nombre  des  termes, 
N{u...n)'^. 

Du  nombre  des  termes  des  Polynômes  complets. 

(340  La  détermination  du  nombre  des  termes  des  poly- 
nômes eft  un  objet  fondamental  dans  la  théorie  aftuelle.  Il  ne 
fera  queftion  d'abord  que  du  nombre  des  termes  des  polynômes 
complets. 
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Problème    I. 
(3  ')•)   O^  demande  de  déterminer  généralement  la  valeur  de 

Il  eft  évident  d'abord  que  N{u  . .  .  i)"^  =T  -¥-  \. 

(35-)  Concevons  qu'à  l'aide  d'une  nouvelle  inconnue  jc ,  on 
rende  homogènes  tous  les  termes  du  polynôme  (  «  . . .  i  )^,  ce  qui 
donnera  tous  les  ternies  fuivans. 

Il  eft  clair  que  ce  feront  les  termes  de  la  dimenfion  T  du  po- 
lynôme {u  . . .  2)'^'-,  &  que  leur  nombre  fera  T  -t-  i. 

Si  on  conçoit  donc  qu'on  fubftitue  fuccefTivement ,  dans  T-H  i  , 
nu  lieu  de  T ,  les  quantite's  T,  T  —  ^  ^  T  —  2,T  —  5,  &c.  on 
voit  que  les  réfultats  T-f-  1  ,T,T  —  i  ,T  —  2,  &c.  exprimeront 
fucceffivement  le  nombre  des  termes  de  la  dimenfion  T,  de  la 
dimenfion  /  —  i ,  de  la  dimenfion  T —  2 ,  de  la  dimenfion  T —  5  , 
&c.  du  polynom.e  (  w . .  2  )^. 

Donc ,  d'après  les  idées  que  nous  avons  données  (18)  fur 
les  fommes  des  quantités  ,  on  voit  que  pour  avoir  N {u. . .  2)^, 
il  ne  s'agit  que  de  fommer  T  -f-  i ,  T  variant  de  —  1 ,  depuis  T" 
jufqu'à  zéro  inclufivement.   Or   par  ce  qui  a  été  dit  (  ip)   on 

r  n.  (r+  i).(  T-+-Z) 

trouvera  que  cette  lomme  eft  —^ , 

onc  iV  (  «  . . .  2  )  ^  =  -^ —-^ . 

(37«)  Concevons  pareillement  qu'à  l'aide  d'une  nouvelle 
inconnue  jy',  on  rende  homogènes  du  degré  T,  tous  les  termes 
qui  compofent  le  polynôme  {u  . . .  2)"^. 

On  formera  par-là  tous  les  termes  qui  peuvent  compofer  la 
dimenfion  T  du  polynôme  {u  . . .  3  ) ^. 

Par  exemple  ,  fi  à  l'aide  de  l'inconnue  y  ,  on  rend  homo- 
gènes du  degré  ? ,  tous  les  termes  du  polynôme  (  u  . .  .  2  )'  , 
c'eft-à-dire  tous  les  termes  fuivans. 

u}  U' X    ux'^     jc' 

u''  u  X      x'' 
u  X 

i 
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on  aura  les  termes 

u'  u^  X  i:x^  Jc'  u*y  uxy  x^y   uy"-   xy*  jy' 

qui  font  tous  ceux  qui  peuvent    compofer  la  dimenfion    5   du 
polynôme  (u  .  . .  3  )'. 

Le  nombre  de  ces  termes  fera  donc  celui  des  termes  du  po- 
lynôme (u  .  .  .  2  )^,  c'eft-à-dire  ,       "^  ' '' '^ — "^^^^  '■,  donc  pour 

avoir  le  nombre   des  termes  des   dimenfions  T  —  i  ,   T  —  2  , 
T  —  5  ,  &c.  du   polynôme  (  w  . . .  3  )^  ,  il   ne   s'agira   que   de 

fubftituer  dans    ^^'^^''^^'^  ''  j  au  lieu    de  T  ,    les  quantités 

T  —  i,T  —  2  ,T  —  5,  &c.  Donc  aurti  pour  avoir  le   nombre 
total  des  termes  de  toutes  les  dimenfions ,  il  ne  s'agira  que  de 

fommer  ^^  "*"  '  ^'^'^"^  ^^   ,  T  variant  de  —    1  ,  depuis   T  jufquà 

zéro  inclufiVement.  Or  (  ip  )  on  trouvera  que  cette  femme  eft 
<r-4-i).(r+i).(r+3) 

Donc  jV  (  u  . . ,  3  )^  =  ^^ ;■ ~  . 

(3  80   En  raifonnant  de  la  même  manière  pour  {u  .  . .  4-)'^, 

on  verra  de  même  que  pour  avoir  JV  {u  . . .  ^y  ,  il  faut  fommer 

yV'(u  . .  .  3)-^  ,   T  variant  de  —  \  ,  depuis  T  jufqu'à  zéro  inclufi- 

vement  ;  ôc  que  par  conféquent 

-.,           .NT         (r-t-  »).(r+  2).(r  +  3)-(r-<-  4) 
JW{u...^)     — ^ ,.,.3.4  • 

(39.)  Donc,  en  général, 

Nlu...n)^  =    (r-H»).(r+i).(r+;).(r-<-4) (T+n) 

^    " '    '  1.1,3,4..,.. .,n  • 

Du  nombre  des  termes  qui ,  dans  un  Polynôme  complet , 
peuvent  être  divifibles  par  certains  Monômes  compofés 
d'une  ou  de  plujieurs  des  inconnues  comprijes  dans  ce 
Polynôme. 

Avertissement. 

(40.)  Nous  ferons  un  très-fréquent  ufage  des  fignes  >  & 
<  par  lefquels  on  fait  que  l'on  défigne  ordinairement  l'inégalité 
de  deux  quantités  ;  celle  qui   eft    à    l'ouverture  étant   la  plus 
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grande ,  &  celle  qui  eft  à  la  pointe  étant  la  plus  petite.  Maïs 
nous  avertiffûus  que  ce  figne  d'inégalité ,  dans  l'emploi  que 
nous  en  ferons ,  fera  toujours  cenfé  comprendre  celui  d'égalité  ; 
en  forte  ,  par  exemple,  que  quand  nous  écrirons  a  <b,  cela 
lignifiera  que  a  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  b ,  que  géné- 
ralement parlant  il  doit  être  plus  petit ,  mais  qu'il  peut  lui  être 
égal.  On  doit  s'en  fouvenir  pour  toute  la  fuite  de  cet  Ouvrage. 

Problème    II. 

(4l«)  On  demande  combien  j  dans  un  polynôme  complet  à  un 
nombre  quelconque  d'inconnues  u  ,  x ,  y ,  z ,  ôcc.  il  peut  y  avoir 
de  termes  divijibles  par  u^  ;  combien  ^  outre  ceux-là,  il  y  en  a 
de  divi/ibles  par  x^  ;' combien  ^  outre  ceux  divijibles  par  u^  ^  6* 
ceux  divifibles  par  x'2  ,  il  y  en  a  qui  font  divi/ibles  par  y^  ;  com- 
bien ,  outre  les  précédens  _,  il  y  en  a  de  divifibles  par  7? ,  &c.  on 
fuppofe  Ph-Q-hRh-Sh-  &c.  <  T  ,  T  étant  l'expofant  de 
La  dimenjion  du  polynôme. 

Concevons  qu'on  ait  raflemblé  tous  les  termes  qui  peuvent 
être  divifibles  par  u^ ,  &c  qu'en  ayant  féparé  le  facteur  u^ ,  la 
totalité  des  termes  multipliés  par  ce  fadeur  foit  un  polynôme 
tel  que  {u...n)^;  tous  les  termes  divifibles  par  u^  feront  donc 
compris  dans  l'exprefllon  générale  {u  .  .  .  n)^  x  u^.  Or  il  eft 
évident  que  pour  que  cette  exprefiion  les  comprenne  tous  ,  il 
faut  que  /C  H-  P  =  T;  donc  K  =  T  —  P  ;  le  nombre  des 
termes  divifibles  par  u^ ,  eft  donc  N {u . .  .71)"^'^ ,  ôc  par  con- 
féquent  (  35?  )  facile  à  exprimer  en  T  —  P. 

On  voit  donc  de  même ,  que  le  nombre  des  termes  divifibles 
par  jc'2  eft  A'  {u  . .  .n)"^'^.  Mais  comme  on  ne  demande  pas 
amplement  combien  il  y  a  de  termes  divifibles  par  x^ ,  mais 
combien  il  y  en  a  outre  les  termes  divifibles  par  u^ ,  il  faut 
de  N{u  . .  .n)'^~^  retrancher  le  nombre  des  termes  qui  étant 
divifibles  par  u"^  ,  le  font  auffi  par  x'2  ;  or  on  voit  par  la  même 
raifon  ,  que  le  nombre  de  ces  derniers  eft  N {u  . . .  n)'^~-^~^. 

Donc ,  outre  les  termes  divifibles  par  u^  ^  il  y  a  un  nombre 
de    termes    divifibles    par   a:^,    exprimé  par  N  {u  .  .  .  n)'^~^ 

—  A(«...;z)î'-^-<2,  ou  parcy[yV(z/.../0^-^]...(L'y?). 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  ^^,  qû  N {u...n)'^~^\ 

mais 
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mais  parmi  les  termes  divifibles  par  uF ,  il  y  en  a  de  divifibles 
par  y^  ,  un  nombre  exprimé  par  A'  (w  . . .  /z)^--P-«  ;  Qc  parmi  les 
termes  qui,  fupprelTion  faite  des  termes  divifibles  par  u^ ,  le  font 
par  x^  f  il  y  en  a  de  divifibles  par  y^  ,  un  nombre  exprimé 
par  JV{u  . .  .n)^-<^-^  —  N{u. .  .  n)'^-^-'i-^;  donc,  outre  les 
termes  divifibles  par  u^ ,  ôc  les  termes  divifibles  par  x^  ,  le 
nombre  des  termes  divifibles  par^y'^,  fera  feulement 

JV{u...n)^-^  —  JV{u...n)^-P-^  —  N  {u. .  ,n)^- Q- ^ 

-+■  N{u...n  )T-p.Q-R^  c'eft-à-dire, 

ou  ddLJV {u  . .  .n)T-R2  •  '  -{-i'-q). 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  ^^  ,  eu  N {u  .  . .  n)'^~^  ; 
mais  parmi  les  termes  divifibles  par  u^ ,  il  y  en  a  un  nombre 
exprimé  par  JV {u  .  .  .  n)'^~^~^  qui  font  divifibles  par  ^^;  & 
parmi  les  termes  qui  ,  outre  ceux  divifibles  par  u^,  le  font  par 
A*^  ,   il  y    en    a   un    nombre    exprimé    par   N  {u  .  .  .  n)^  ~ '^~^ 

—  JV [u  .  .  ,  n)^~^~'^~^  qui  le  font  par  ■^^  j  &  parmi  les  termes 
qui,  outre  ceux  divifibles  par  u^ ,  àa  ceux  divifibles  par  x^  , 
le  font  parj/'*,  il  y  en  a  un  nombre  exprimé  par  N {u...n)'^~^~^ 

qui  le  font  par  7^  ;  donc  le  nombre  des  termes  qui  outre  ceux 
divifibles  par  u^  ,  ceux  divifibles  par  x^,  ceux  divifibles  parj/'^, 

le   font    par  ^^    eft    N{u.  .  .n)^-^  —  JV{u  .  .  .  n)^  ~  ^  -  ^ 

—  A^(«  . . . /z  )^-Q-^ -4- A^( « . . . /z)^-P-C-^  —  A'(«  . . .  «)r-R-^ 

c'eft-à-dire, 
^i[A'(^.../z)^-n...(-/C-^^)-^^[A>..."r-«-^3...(L7f~ç^) 


T—S 


=  d^  lN{t,...n)-r-'-] (  _  ,.;_-^^_^). 

Il  eft  bien  facile  de  voir  maintenant  que  s'il  y  a  une  cin- 
quième inconnue  a  ,  de  laquelle  on  demande  combien  il  y  a  de 
termes  divifibles  par  r^^ ,  outre  ceux  divifibles  par  u^,  ceux 
divifibles  par  x^  ,  ceux  divifibles  par  j)/^,  &  ceux  divifibles 
par  7;^ ,   il  eft  ,    dis-je ,  bien  facile   de   voir  à  préfent ,  que   le 
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nombre  en  fera  exprimé  par 

d^  N{u...v)'^-^^ {_p^Zq,^r,^s)\  ôc,  en  général, 

on  voit  clairement   quelle    fera  l'exprefTion   pour    un    nombre 
quelconque  d'inconnues. 

Remarque» 

(42.)  Telle  eft  l'exprefTion  du  nombre  des  termes  en 
quefrion  lorfque  T  >  P  -¥- Q -h  R  -^  S  ,  &c.  &  c'eft  le  feul 
cas  dont  nous  ayons  befoin  pour  les  équations  complettes. 
Cette  expreflion  n'auroit  plus  lieu  fi  l'on  avoit  T  <  F  -^  (^ 
-h  /î  -+-  «S,  &c.  mais  ce  ne  fera  qu'en  traitant  les  équations 
incomplettes ,  que  nous  ferons  connoitre  les  différentes  expreffions 
relatives  à  ce  cas. 

ProblèmeIII. 

(430  Suppofjnt  que  ton  exclue  du  polynôme  (u.-.n)"^  tous 
les  termes  divi/ibles  par  u^ ,  tous  Ls  termes  divïjîbles  par  x*2  _,  tous 
les  termes  divijîbles  par  y^  ^  tous  les  termes  divijlbks  par  z^  ;  tous 
les  termes  divifibles ,  &c.  on  demande  l'exprejjion  du  nombre  des 
termes  rejlans  ? 

Il  eft  clair  par  le  Problème  précédent ,  que  fi  l'on  n'exclud 
que  les  termes  divifibles  par  u^ ,  le  nombre   des  termes  reftans 

fera  N[u.  .  .n)'^  —  N  {u  . .  .n)'^-'^  ou  dN{u...n)'^ .. .  {Jp). 

Si  l'on  exclud  les  termes  divifibles  par  u^ ,  &c  les  termes  di- 
vifibles par  x'2 ,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

d  lN{!i . . .  n)^-]  ...{Jp)  —  dlN{u...n)'^-^-] (  ^_r/), 

c'eft-à-dire  ,  dd  [Ni^u  . . .  tz)^]  ....  {  —  p,  —  q)' 

Si  l'on  exclud  les  termes  divifibles  par  u^ ,  les  termes  divi- 
fibles  par   jc*2 ,   les    termes   divifibles   par  j^  ,   le  nombre    des 

termes   reftans   fera  dd\_  N{  u  .  . .  n  )^] ( y,  _  p  ) 

-~ddlN[u..Mf-^-]....{_]r^Q)==d^lN{u,..n)^:\....{_P^_l^.R). 

Si  l'on  exclud  les  termes  divifiles  par  u^\  les  termes  divi- 
fibles par  «;<2 ,  les  termes  divifibles  par  y^ ,  Si.  les  termes  divifibles 
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par  ^^ ,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

—  d*  lN{u  .  ../z)^]  ...  (./>,_ ç^_;?,-^)  ;  ôc  ainfi  de  fuite. 

Remarque, 

(440  La  forme  fous  laquelle  nous  venons  de  mettre  l'ex- 
preffion  du  nombre  de  termes  dont  il  a  été  queftion  ,  n'eft  pas 
la  plus  commode ,  fi  l'on  a  véritablement  deffein  de  connoître 
ce  nombre  de  termes  ;  dans  ce  cas ,  il  faut  ramener  ces  expreP 
fions  à  leur  forme  primitive ,  comme  dans  l'exemple  qui  va 
fuivre. 

Mais  la  forme  que  nous  venons  d'adopter  eft  ,  fi  je  ne  me 
trompe ,  la  plus  parfaite  pour  l'objet  auquel  on  verra ,  dans  peu  , 
qu'elle  eft  deftinée. 

Suppofons,  pour  donner  un  exemple,  qu'on  demande  combien 
il  refteroit  de  termes  dans  le  polynôme  {u  .  .  .  ^Y  fi  ^ri  en  ex- 
cluoit  les  termes  divifibles  par  u^ ,  les  termes  divifibles  par  x^, 
&  les  termes   divifibles  par  y. 

Tous  les  termes  de  ce  polynôme  font 

u"  u^xu^y  u*x^   u*xy  u^y^  uix^  u'x'y  u'xy'   u^y^   u'-x^  u^x^y  u'x'y-  u^xyi  u'y* 
ux^  ux*y  ux'y-  ux-y^   uxy^  uy"^   x''  x''y  x*y-  x^y   x'y'^  xy'^  y'^ 

u'   u*x  u'y  u^x-    u'xy  ii^y'-  u-x''   u^x'y   u^xy-    u^y'^   ux*  ux'y   ux-y-   uxy'  uy* 
x^  x*y  x'y-  x-yi  xy*  y^ 

u*  uix  U'y  u'X-  u-x  y  u-y-  ux'    ux'y  uxy'-  uy^    x+  x^y   x'y'-  xy'^  jy+ 

k'  u'^x  u'y  ux-  uxy  uy-  x^   x^y  xy-  y' 

ùr  ux  uy  x~  xy  y'^ 


y 


Le  nombre  total  des  termes  eft 

iV(^...3r  =  '-f'Y'=  84.. ..(57). 
Le  nombre  des  termes  divifibles  par  u' ,  eft 

A'  (u  ...  3  )«-3  =  ^_LJli  ==  20. 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  x^ ,  après  l'expulfion  des 

Dij 
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termes  divifibles  par  u^ ,  eft 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  y  ,  après  l'expulfion  des 
termes  divifibles  par  u'  ,  6c  des  termes  divifibles  par  x^ ,  eft 

6-1  6-3-1  6-1-1  ,  «-3-2-fc 

N{u...i)         —  Niu...-i)  —  N{u...i)  +JV(«...5) 

s=  J6  —  10  —   10  -+-    I   =  17. 

Donc  le  nombre  des  termes  reftans  eft  5,. 
Et  en  effet  les  termes  reftans  font 

u^    ux 
u      X 
I 

Reflexions  préparatoires  a  la  détermination  du  degré  de 
L'Equation  finale  réfultante  d'un  nombre  quelconque 
d'Equations  complettes ,  a  pared  nombre  d'Inconnues. 

(45*)  Supposons  qu'on  ait  un  nombre  quelconque  n  d'é- 
quations complettes  ,  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  , 
&  que  nous  repréfenterons  par  {u  . . .  n)'  =  o ,  (u  .  . .  71)'=  o  , 
{u.  ..n  y"  =  o ,  [u  . .  .n  Y'  =  o  ,  ôcc. 

Concevons ,  qu'à  l'aide  des  n  —  i  dernières  équations ,  on 
détermine  la  valeur  de  x'  ,  de  y'-  ,  de  ^'  ,  &c.  ce  que  l'on 
conçoit  facilement  toujours  poffible  ,  lorfque  les  équations 
ont  ,  comme  nous  le  fuppofons  ,  toute  la  généralité  poflible  : 
d'ailleurs  ,  nous  en  donnerons  les  moyens  par  la  fuite  ;  mais  il 
fuffit ,  quant  à  préfent  ,  d'en  concevoir  la  poffibilité.  Il  eft 
clair  que  ces  équations  ne  pouvant  donner  que  ces  valeurs  , 
ou  celles  de  leurs  multiples  (  ce  qui  n'exprime  rien  de  plus  ) , 
on  ne  peut  à  l'aide  de  ces  équations  faire  difparoître  dans  la 
première  ,  que  les  termes  où.  il  fera  poiïible  de  fubftituer  la 
valeur  de  x' ,  la  valeur  de  j'' ,  la  valeur  de  7^  ,  &c.  c'eft-à-dire, 
les  termes  divifibles  par  x' ,  les  termes  divifibles  par  y'  ,  les 
termes  divifibles  par  r^' ,  &c.  Mais  on  fent  très-bien  que  cette 
fubftitution  n'eft  pas  fuffifante  pour  faire  difparoître  les  autres 
termes  afifedés  àex,y,  7^,  &c.  &  par  conféquent  pour  donner 
l'équation  en  u  ,  fi  ce  n'eft  accidentellement  ,  &  dans  les  cas 
particuliers  où  il  y  auroit  certaines  relations  entre  les  coëfficiens 
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de  ces  équations,  cas  qui  ne  peuvent  avoir  lieu  ici,    où  nous 
confidérons  les  équations  dans  leur  plus  grande  généralité. 

On  voit  donc  d'abord  que  l'équation  finale  ne  peut  être  ni 
du  degré  r ,  ni  au-deffous.  Mais  ft  on  conçoit  qu'on  multiplie 
l'équation  (  u  . , .  /z  )'  par  un  polynôme  complet  du  degré  T ,  à 
pareil  nombre  d'inconnues,  &  que  dans  l'équation  (z/...7i)^"+"'=  o^ 
qui  en  réfultera  (  6c  que  nous  appellerons  Equation-produit  ) ,  on 
fubftitue  dans  tous  les  termes  où  il  fera  poifible  de  le  fliire ,  la 
valeur  de  x' ,  celle  de  jy'  ,  celle  de  t^  ,  &c.  alors  comme  le  po- 
lynôme multiplicateur  aura  introduit  dans  l'équation-produit 
autant  de  coèfficiens  difFérens  qu'il  y  a  de  termes ,  on  conçoit 
qu'après  ces  fubflitutions  il  peut  ne  refter  de  termes  affeûés 
de  X,  V,  :[,  &c.  qu'autant  qu'il  fera  pofTible  d'en  faire  difpa- 
roître  a  l'aide  des  coëtHciens  du  polynôme  multiplicateur. 

Non-feulement  on  conçoit  que  cela  peut  arriver  ;  mais  on 
voit  que  cela  doit  arriver  ,  c'eft-à-dire ,  qu'il  doit  y  avoir  un  po- 
lynôme multiplicateur  qui  fournira  les  coèfficiens  néceflaires  pour 
la  deftruclion  totale  des  termes  afteclés  de  x,^,^,  ô:c.  après 
l'expulfion  des  termes  divifibles  par  x' ,  jy'  ,  ^'  ,  ôcc.  faite  par 
la  fubftltution  des  valeurs  de  ces  quantités. 

En  effet ,  on  ne  peut  arriver  à  l'équation  en  z/ ,  qu'à  l'aide 
des  valeurs  que  n  —  i  de  ces  équations  donneront  à  fubllituer^ 
dans  la  /z.^'"'  ,  ou  dans  une  fontlion  de  la  /z.^™"^.  Les  n  —  i 
dernières  équations  ,  par  exemple  ,  ne  peuvent  donner  autre 
chofe  que  la  valeur  de  x' ,  y' ,  :^'  ,  &c.  Donc  ces  valeurs 
fubftituées  dans  une  certaine  fonftion  de  la  première  équation  , 
doivent  fuffire  pour  y  exprimer  toutes  les  conditions  de  la  quef- 
tion  que  ces  équations  renferment  ;  donc  ,  puifque  la  queftion 
doit  à  la  fin  fe  réduire  à  une  équation  en  u  ,  il  faut,  qu'après  ces 
fubflitutions ,  tous  les  termes  affe£tés  de  x,  dej/,de^,  &c. 
puiffent  être  détruits. 

Or  la  fonction  la  plus  générale  dans  laquelle  on  puifTe  faire  cette 
fubftitution  ,  eft  un  polynôme  complet  :  elle  doit  donc  être  le 
produit  d'une  des  équations  proposées ,  par  un  polynôme  com- 
plet. Il  doit  donc  y  avoir  un  polynôme  complet  qui ,  par  le 
nombre  de  fes  coëfficiens  ,  puifîe  fatisfaire  à  la  deftruélion  dé 
tous  les  termes  qui  refl:eront  affectés  de.  x ,  y ,  7^,  &c.  après  la 
fubftitution  de  x'  ^  y  ,■:(  ,  &c. 

Mais  on  fe  tromperoit  beaucoup  fi  on  penfoit  que  tous  les 
coëfficiens  de  ce  polynôme  peuvent  être  utiles  à  cet  objet. 
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En  effet  ,  il  eft  facile  de  voir ,  qu'à  l'aide  des  valeurs  de 
x'' ,y  ,  '^\  &c.  on  peut  toujours,  quand  on  le  voudra,  faire 
difparoître  de  ce  polynôme,  tous  les  termes  divifibles  par  x' , 
tous  les  termes  divifibles  par  y' ,  tous  les  termes  divifibles  par 
^j*  ',  &c.  donc ,  puifque  ces  termes  font  fuppreiTibles  à  volonté  ,  on 
ne  peut  donner  a  leurs  coëfficiens  aucune  deftination  particulière  , 
ou  du  moins  on  ne  peut  compter  fur  leur  ufage  pour  fatisfaire  aux 
conditions  de  la  queftion  :  en  un  mot ,  puifqu'on  peut  toujours 
les  faire  difparoître  ,  la  folution  doit  être  tout-à-fait  indépen- 
dante de  ces  ccefficiens  ;  &  l'on  doit ,  par  conféquent ,  pour 
plus  de  fimplicité ,  les  omettre. 

Une  autre  confidération  importante,  &  qui  achèvera  de  nous 
faire  connoitre  les  qualités  que  doit  avoir  le  polynôme  multi- 
plicateur ,  pour  être  propre  à  anéantir  tous  les  termes  autres 
que  les  termes  en  u  ;  c'eft  que  le  degré  de  ce  polynôme  ne  peut 
pas  être  moindre  que  la  fomme  des  expofans  r'  -i-  r"  -+-  r"',  ■+-  ôcc. 
des  n  —   I  équations  qui  fourniffent  aux  fl;bftitutions. 

Car  il  faut  qu'il  ait  la  plus  grande  généralité  pofTible  ;  il 
faut  donc  qu'on  puiffe  y  faire  toutes  les  fubftitutions  poffibles 
des  valeurs  de  x' ,  y'  ,  &c.  il  faut  donc  qu'il  renferme  toutes 
les  combinaifons  poffibles  de  x^\y'' ,  ^  ,  &c.  fon  degré  ne  doit 
donc  pas  être  moindre  que  t'  -h  ï^'  -+-  î!" ,  -+-  ôcc. 

D'après  ces  réflexions ,  nous  pouvons  procéder  à  la  recherche 
du  degré  de  l'équation  finale. 

Détermination  du  degré  de  l'Equation  finale  réfultante 
d'un  nombre  quelconque  d! Equations  complettes  renfermant 
un  pareil  nombre  d'Inconnues, 

(46.)  Les  Equations  propofées  étant  repréfentées  par 
(«...«)'  =  o,  (  W.../Z  )'=  o,  (U.../Z)'  =0,  (;/...«)''=  o,  &c. 
concevons  qu'après  avoir  multiplié  la  première ,  par  le  polynôme 
complet  {u  .  .  .  n)'^ ,  on  fubftitue  dans  l'Equation -produit 
(  u  .  . .  7z  )^-^ '  =  G,  au  lieu  x',  dejy' ,  de  7^\  &c.  leurs  valeurs  tirées 
des/2  —  1  autres  équations  :  il  eft  vifible  que  par  cette  fubftitution 
on  fera  difparoître  dans  l'équation-produit ,  tous  les  termes  di- 
vifibles par  x^ ,  tous  les  termes  divifibles  parjy'  ,  tous  les  ter- 
mes divifibles  par  ^'  ,  &c.  Donc  (  43  )   le   nombre  des  termes 
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reftans   dans  l'équation-produit ,    après   toutes  ces  fubftitutions , 
fera  i-'  [.V(z/ . .  ./2)^+']  . . .  (_  r',-.J"T- 1'",  &c.)- 

Soit  D  le  degré  auquel  montera  l'équation  finale  ;  D  -h  i  fera 
donc  le  nombre  de  fes  termes,  &  par  conféquent  auffi  le  nom- 
bre des  termes  où  il  n'entrera  que  des  puiffances  de  u  feul.  Donc 
le  nombre  des  termes  qui  refteront  affectés  de  x  ,j ,  z,  &c.  fera 

</'-'C.V(z/...;z)^  +  ']...(_,-,I.^';_,-,&c.)  — i)-  I. 

Concevons  qu'on  faffe  pareillement,  dans  le  polynôme  multipli- 
cateur {u  .  .  .  7z  )^,  les  fubftitutions  des  valeurs  de  x',jv-",  :^'",  &c. 
Ces  fubftitutions  en  feront  difparcître  tous  les  termes  divifibies  par 
x' ,  tous  les  termes  divifibies  par^'',  tous  les  termes  divifi- 
bies par  ^'  ,  ôcc.   &c    réduiront  par  conféquent  le  nombre    des 

termes  de  ce  polynôme  à  t/'~'  [  A'(m  ...  n)-^]  ...(_f'^_j"^_;'"^&.c.). 

Le  polynôme  ne  pourra  donc  fournir  que  ce  nombre  de  coëf- 
ficiens  utiles  à  la  deftruftion  des  termes  qui  dans  l'équation- 
produit  reftent  affectés  de  x,y ,  ■[,  ôcc.   après  les  fubftitutions. 

Il  faut  même  en  diminuer  encore  le  nombre  ,  de  i  ;  car  il  eft 
facile  d'appercevoir  que  comme  on  peut  toujours ,  dans  l'équa- 
tion-produit ,  fuppofer  à  volonté  le  coefficient  de  l'un  quelcon- 
que des  termes  égal  à  l'unité  ,  ou  à  toute  autre  quantité  que 
l'on  voudra ,  il  y  a  encore  un  coefficient ,  parmi  ceux  qui  reftent,  dans 
le  polvnome  multiplicateur  ,  dont  on  ne  peut  faire  aucun  ufage 
pour  la  deftruction  des   termes    reftans    dans   l'équation-produit. 

Cela  pofé ,  il  eft  bien  facile  de  voir  que  la  deftruttion  de 
chaque  terme  reftant  affecté  de  x  ,jy ,  ^ ,  &c.  dans  l'équation- 
produit  ,  ne  pouvant  être  opérée  qu'à  l'aide  d'un  coefficient  in- 
déterminé fourni  par  le  polynôme  multiplicateur ,  il  faut  qu'on 
ait  l'équation  fuivante 

D'où  l'on  tire 

n-i    _  ,  T+t  T-ht  „_,  T  T 

D=d       iNlu..,n)         ]...(-f',-/",-<"',&c.)-(/      lN[ii...n)    ]...(-/',-/", -/"',&c.)  ' 

c"eft-à-dire  ^ 
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Si  l'on  fe  rappelle  préfentement  i.*'  que  (jp) 

2°  Les   omiffions  (12)  que  l'on  peut  fe  permettre  dans    le 
calcul  de  la  différence  du  degré  n: 

On  verra  d'abord  que  la  valeur  de  D  peut  être  réduite  à 


D  = 


^i^-^'-r '-"{-.,-, ^':-,';^:) 


Enfin  fi  l'on  fe  rappelle  (  14  )  les  omiffions  que  l'on  peut 
encore  fe  permettre  dans  le  calcul  des  différences  fucceffives 
par  lefquelles  on  arrive  à  la  différence  du  degré  «  ;  &  la  re- 
marque (15)  par  laquelle  nous  avons  fait  voir  que  lorfqu'il 
s'agit  d'une  différence  d'un  degré  égal  à  la  dimenfion  de  la 
quantité  qu'on  a  à  différencier ,  il  importe  peu  de  confidérer 
les  variables  comme  croiffant  toutes  ,  ou  décroiffant  toutes  ^ 
c'eft-à-dire,  qu'on  peut  fuppofer  toutes  les  variations  pofitives, 
on  aura 

Cell-à-dire ,  enfin 

D  =^  t  t' t"  t'" ,  àic. 

D'où  Ton  conclud  ce  théorème  général. 

(47')  Le  degré  de  V équation  finale  réfultante  d'un  nombre, 
quelconque  d'équations  çomplettes  renfermant  un  pareil  nombre, 
d'inconnues  ,  ù  de  degrés  quelconques  ^  ejl  égal  au  produit  des  expo- 
fans  des  degrés  de  ces  équations. 


Rema? 


■ques. 


f  4  8  •)  ï  -"^  Si  on  ne  fuppofe  que  deux  équations  &  deux  inconnues, 
c'eft-à-dire ,  ii  on  fuppofe  qu'on  ait  feulement  {u  . .  .  2)'  =  o , 
&(u...2j'=o;  le  degré  de  l'équation  finale  fera  donc  tt'f 
c'eft-à-dire,  égal  au  produit  des  expofans  des  degrés  de  ces  deux 
équations  :  c'eft  à  cela  que  fe  réduit  tout  ce  que  l'on  a  jufqu'ici 
démontré  de  général ,  fur  le  réfultat  de  l'élimination  dans  les 
<^quations  complettes, 

2.* 
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2.^*  Si  on  fuppofe  t"  =  t'"  =  t"  =  &c..=  i  ;  on  aura  D  =  tt" , 
c'eft-à-dire  ,  que  le  degré  de  l'équation  iTnale  fera  le  même 
que  fi  on  n'avoit  que  deux  équations  &  deux  inconnues  , 
l'une  du  degré  t ,  l'autre  du  degré  t'  :  &c  il  eu  aifé  de  voir  que 
cela  doit  être  ainfi  ,  puifqu'à  l'aide  des  n  —  2  équations  du  pre- 
mier degré ,  on  fent  qu'on  peut  éliminer  n  —  2  inconnues  fans 
rien  changer  au  degré  des  deux  équations  (u...n)'  =  Oy 
fu...nJ'  =  o,  qui  par-là  deviendront  deux  équations  de  la 
forme  fu  ...2J'  =  o  ,  fu...  2/  =  o.  Mais  la  méthode  que 
nous  donnerons  pour  arriver  à  l'équation  finale  ,  6c  dont  on 
peut  déjà  prévoir  la  marche  ,  n'exigera  pas  ces  éliminations 
partielles.  Nous  l'expoferons  en  détail  dans  le  fécond  Livre  :  il 
n'eft  queftion  ici  que  du  degré  de  l'équation  finale. 

5.°  On  fait,  par  la  Géométrie  ôc  l'Algèbre,  que  deux  li- 
gnes courbes  tracées  fur  un  plan  ,  &  dont  les  équations  font 
algébriques ,  ne  peuvent  fe  rencontrer  en  un  plus  grand  nom- 
bre de  points ,  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  produit  des  expofans 
des  degrés  de  leurs  équations.  C'eft  une  fuite  très-fimple  de  ce 
que  nous  venons  de  dire  dans  la  première  remarque. 

On  fait  aufij  ,  par  la  Géométrie,  que  les  furfaces  des  corps 
peuvent  être  exprimées  par  des  équations  à  trois  inconnues  : 
donc  Cl  ces  corps  font  tels  que  leurs  furfaces  puifTent  être  expri- 
mées par  trois  équations  algébriques  ,  il  refaite  immédiatement 
de  notre  Théorème  général  (  47  )  ce  Théorème  générai  de 
Géométrie 

Les  furfaces  de  trois  corps  dont  la  nature  peut  être  expri- 
mée par  des  équations  algébriques ,  ne  peuvent  jamais  fe  rencon- 
trer toutes  les  trois ,  en  un  plus  grand  nombre  de  points  ,  quil  ny 
a  d'unités  dans  le  produit  des  trois  expofans  du  degré  de  ces 
équations. 

Ainfi  ,  pour  le  dire  en  paflant  ,  trois  cylindres  ,  trois  fphères  , 
trois  cônes  ,  trois  ellipfoïdes ,  trois  paraboloïdes  ,  trois  hyper- 
boloïdes ,  ne  peuvent  jamais  avoir  plus  de  huit  points  de  leurs 
furfaces  ,  qui  foient  communs  ;  &  cela  de  quelque  manière 
qu'on  les  difpofe. 

Xi  en  eft  de  même  d'un  cylindre ,  d'une  fphère  &  d'un.ellipfoïde 
qui  fe  rencontreroient  tous  les  trois  ,  &  en  général  de  la  com- 
binaifon  de  trois  quelconques  des  folides  que  nous  venons  de 
nommer  ;  parce  que  ces  folides  font  tels  que  la  nature  de  leur 

E 
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furface  peut  être  exprimée  par  trois  équations  à  trois  inconnues  , 
du  fécond  degré  chacune. 

4.°  On  peut  juger  a£luellement  combien  la  méthode  d'élimi- 
nation fucceffive  donneroit  de  racines  inutiles  à  l'équation  finale. 
En  effet ,  fuppofant ,  par  exemple,  quatre  équations  feulement, 
toutes  quatre  du  degré  r;  fi  pour  éliminer  fuccelfivement  les  in- 
connues on  compare  l'une  de  ces  équations  à  chacune  des  trois 
autres  ,  on  aura  trois  équations  chacune  du  degré  v. 

Comparant  enfuite  l'une  de  ces  trois  à  chacune  des  autres , 
on  fera  conduit  à  deux  équations  chacune  du  degré  t''. 

Comparant  enfin  l'une  de  celles-ci ,  à  l'autre  ,  on  aura  pour 
équation  finale  ,  une   équation  du  degré  r. 

Or  nous  venons  de  voir  que  l'équation  finale  ne  doit  être  que 
du  degré  t^. 

Par  exemple  ,  pour  quatre  équations  du  degré  2  feulement , 
la  méthode  d'élimination  fucceffive  donneroit  une  équation  finale 
du  degré  2j5  ,  tandis  qu'elle  ne  doit  être  que  du  degré  \6. 

Si  les  quatre  équations  étoient  du  troifième  degré  ,  l'équation 
finale  donnée  par  la  méthode  d'élimination  fucceilive  ,  feroit  du 
degré  6^6\  ,  tandis  qu'elle  ne  doit  être  que  du  degré  81. 

Il  eft  vrai  que  fi  on  procédoit  à  l'élimination  fucceffive , 
félon  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences,  pour  l'année  I7<^4î  on  éviteroit  plu- 
fieurs  de  ces  racines  inutiles  ;  mais  il  en  refteroit  encore  un  grand 
nombre  ,  &  un  nombre  que  d'ailleurs  il  n'y  a  eu  jufqu'ici  aucun 
moyen  praticable  de  déterminer. 

On  voit  par-là  combien  nous  avons  eu  raifon  de  dire  il  y  a 
déjà  plufieurs  années  *  que  probablement  on  n'arriveroit  à  éviter 
de  donner  à  l'équation  finale  des  racines  inutiles ,  que  lorfqu'on 
auroit  trouvé  une  méthode  pour  éliminer  à  la  fois  toutes  les 
inconnues ,  hors  une. 

*  Voyez  le  Cours  de  Maihémaiiques  à  Tuf  âge  des  Cardes  du  Pavillon  &  de  la  Marine^ 
trcifième  Partie ,  pages  lop  &  xio. 
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SECTION     II. 

Des  Polynômes  incomplets  ,   &  des  Equations  incomplettes 

du  premier  ordre. 

(49.)J-^ous  n'infiftons  pas  pour  faire  fentir  toute  l'étendue 
du  Théorème  général  auquel  nous  fommes  parvenus  (  47  )  fur 
les  équations  complettes.  Nous  remarquerons  feulement ,  qu'eii 
même  temps  qu'il  donne  le  degré  précis  de  l'équation  finale 
réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations  complettes ,  & 
qui  tant  par  leurs  expofans  que  par  les  coëfTiciens  de  leurs 
différens  termes  ont  toute  la  généralité  pofTible ,  en  même 
temps  il  donne  la  limite  du  degré  de  quelque  équation  que 
ce  foit ,  complette  ou  incomplette  ,  fufceptible  ou  non  d'abaif- 
fement ,  foit  par  l'abfence  d'un  certain  nombre  de  fes  termes  , 
foit  par  des  relations  quelconques  entre  leurs  coëfficiens. 

(50.)  Quelque  utile  que  foit  déjà  cette  limite,  il  l'eft 
encore  bien  davantage  de  la  refferrer  encore  plus  ,  &  même  de 
fixer  ,  autant  qu'il  fera  poffible  ,  le  degré  précis ,  dans  tous  les 
cas  poffibles ,  même  dans  les  cas  où  les  Equations  ne  font 
fufceptibles  d'abaiflement  que  par  des  relations  particulières  entre 
les  coëfficiens  de  leurs  termes. 

(  5  I-)  Cet  objet  eft  fi  vafte  que  le  Lecteur  ne  s'attend  pas 
fans  doute  à  nous  voir  entreprendre  d'en  parcourir  toutes  les 
branches.  Mais  ce  qu'on  peut  raifonnablement  defirer ,  eft  de 
connoître  la  méthode  pour  arriver  à  ce  but  dans  quelque  cas 
que  ce  foit  :   c'eft  à  quoi  nous  tâcherons  de  fatisfaire. 

{")  1')  Quelque  idée  que  nos  Le£l;eurs  aient  pu  fe  faire  déjà 
de  l'étendue  de  la  matière  que  nous  entreprenons  de  traiter , 
celle  qu'il  en  prendra  par  la  fuite  ,  furpafTera  probablement  la 
première.  Nous  devons  donc  procéder  avec  méthode ,  &  ne 
donner  d'abord  à  nos  recherches  qu'une  généraUté  qui  prépare 
refj^rit  à  des  objets  plus  étendus. 

Nous  ne  ferons  donc  connoître  les  différentes  efpèces  de  poly- 
nômes incomplets  ,  &  d'équations  incomplettes  ,  qu'à  mefure 
^ue  nous  en  traiterons.  Mais  avant  que  d'en  entamer  la  première 

Ei; 
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branche  nous  croyons  devoir  prérenter  au  Lecteur  les  obferva- 
tions  fuivantes. 

(53-)  Toute  équation  à  laquelle  il  manque  quelqu'un  des 
termes  que  nous  avons  vus  devoir  être  compris  dans  un  poly- 
nôme complet  ,  ou  dans  une  équation  complette ,  peut ,  en 
général  ,  s'appeller  Equation  incomplette.  Mais  tous  les  diffe- 
rens  termes  qui  peuvent  manquer  à  une  équation  complette , 
n'ont  pas  une  égale  influence  pour  l'abaiflement  du  degré  de 
l'équation  finale. 

Si  les  expofans  de  quelques-unes  des  inconnues  ,  dans  les 
termes  qui  manquent ,  font  moindres  que  le  plus  haut  expo- 
fant  des  mêmes  inconnues  dans  les  termes  reftans  ;  ôc  fi  ,  en 
même  temps  ,  ils  fe  trouvent  appartenir  à  des  dimenfions  infé- 
rieures à  celles  où  fe  trouvent  ces  derniers  ,  leur  abfence  n'ap- 
portera aucun  abaiffement  au  degré  de  l'équation  finale  :  elle 
fera  du  même  degré  que  fi  les  équations  étoient  complettes , 
ou  du  moins  cet  abaifiTement  ne  fera  qu'accidentel  ,  ôc  une  fuite 
de  quelque  relation  particulière  entre  les  coëfficiens. 

Par  exemple ,  les  deux  équations  a  ^v"  -+-  ^  x  y  -+-  cy"  -^-  ^  =  o  > 
a' X'  H-  b'xy  -r-  c'y'  ~i-  g'  =  o  ^  à  chacune  defquelles  manquent 
les  termes  de  la  dimenfion  i  ,  fans  que  les  termes  de  la  di- 
menfion  2  manquent  ,  conduiront  à  une  équation  finale  du 
quatrième  degré,  comme  le  feroient  les  deux  équations  complettes 
a x'  ■+■  b  xy  -f-  cy^  -it-  ex  -^  fy  -^  g  ==  o  ,  ûV  -+-  b'xy  -h  c'y" 
"h  e'x -\r  J'y  ~h  g' =  o.  Toute  la  différence  fera  que  les  coëf- 
ficiens des  termes  de  l'équation  finale  feront  plus  fimples  dans  le 
premier  cas ,  que  dans  le  fécond. 

(  5'4-)  Les  équations  incomplettes  que  nous  confidérerons , 
feront  donc  celles  à  qui  il  manquera  des  termes  qui  peuvent  influer 
fur  le  degré  de  l'équation  finale.  Quoiqu'incomplettes ,  dans  ce 
fens  qu'elles  ont  moins  de  termes  qu'une  équation  complette 
du  même  degré  ,  elles  ont  une  bien  plus  grande  étendue  que  les 
équations  complettes ,  qu'elles  renferment  comme  un  cas  très- 
particulier. 

Nous  aurions  donc  pu  ,  à  la  rigueur  ,  nous  difpenfer  de 
traiter  fpécialement  de  celles-ci  :  mais  outre  que  nous  n'aurions 
pu  les  préfenter  d'une  manière  aufli  facile  à  faifir,  dans  un 
début,  nous  avons  encore  été  déterminés  à  fuivre  cette  marche. 
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par  cette  confidération,  que  l'ide'e  de  la  fubftitution  fur  laquelle 
nos  raifonnemens  ont  été  appuyés  ,  rapproche  le  plus  qu'il  eft 
polTible  ,  rexpofition  de  notre  marche  ,  des  idées  élémentaires 
de  rélimination  dans  les  équations  du  premier  degré. 

Quoique  nous  pufTions  bien  encore  appliquer  la  même  idée 
aux  équations  incomplettes  ,  nous  allons  cependant  préfenter  les 
chofes  fous  un  autre  point  de  vue ,  mais  généralement  appli- 
cable ,  6c  toujours  de  la  même  manière  :  au  lieu  que  le  prin- 
cipe de  la  fubftitution  ,  fi  nous  nous  y  attachions ,  exigeroit  des 
modifications  ,  &  des  attentions  particulières  dont  il  ne  peut 
d'ailleurs  être  qu'utile  que  nous  donnions  une  idée. 

(  5  50  Suppofons ,  pour  plus  de  fimplicité  ,  que  nous  avons: 
feulement  trois  équations  complettes ,  ôc  trois  inconnues ,  & 
toutes  trois  du  degré  t.  Si ,  à  l'aide  de  deux  de  ces  équations  , 
je  prends  la  valeur  dejx%  &  celle  de  ^;  comme  ces  deux  quan- 
tités n'ont  aucun  divifeur  commun ,  les  deux  équations  qui  les 
ont  fournies  ne  peuvent  donner  rien  au-delà  de  ces  deux  va- 
leurs &  de  leurs  multiples  :  ainfi  la  queftion  doit  pouvoir  être 
réfolue  par  la  feule  fubftitution  des  valeurs  dey'  &  de  ^',  dans 
une  quantité  convenable ,  c'eft-à-dire ,  dans  l'équation-produit. 

Mais  II  les  équations  font  incomplettes  :  fi ,  par  exemple  ,  y 
n'y  pafTe  pas  le  degré  y^  j  ôc  ^  le  degré  y7  ;  alors  fi  on  prend  la 

valeur  du  terme  y^  ■^t-A  ^j^^g  l'une  ,  ôc  du  tQvmQ,y'~4  -2^4  dans 
l'autre ,  ainfi  qu'on  doit  le  faire ,  parce  que  ce  font  les  deux  ter- 
mes qui  dans  la  dimenfion  la  plus  élevée ,  ont  le  plus  petit 
commun  diviieur  ;  alors  non-feulement  les  deux  équations  peu- 
vent donner  ces  àç.\\yi  valeurs ,  mais  elles  peuvent  en  donner 
encore  d'autres  qui  n'en  feront  pas  des  multiples.  Par  exem- 
ple ,  fi  les  deux  équations  font  du  quatrième  degré ,  ôc  que  y 
&  ^  dans  l'une  ôc  dans  l'autre ,  ne  paffent  pas  le  degré  5  ;  alors 
prenant  à  l'aide  de  ces  deux  équations  la  valeur  de  y'?  &  de 
y  7^  ;  ces  valeurs  ne  font  pas  les  feules  que  l'on  puiffe  tirer  de 
ces  équations;  on  peut  encore  en  tirer  la  valeur  de  jc^jk'^%  ou 
de  x'  y'^ ,  ou  de  x'  -^  ;  c'eft  ce  qu'on  peut  voir  facilement  en 
fuppofant  pour  abréger  que  les  valeurs  de  jk'^  ôc  dejK^'  foient 
repréfentées  refpeclive.ment  ^zr y\  =  M ,  àa yv;^  =  A'";  alors 

divifant  l'une   par  l'autre  ,    ow  a  -^  =  4t-  ou  Ny'  =  iM  7* 

équation  du   fixième    degré   qui  fournira  l'une  quelconque  des 


58       ÉQUATIONS     ALGÉBRIQUES. 

valeurs  que  nous  venons  de  dire  :  &  comme  x^y^'  7^ ,  par  exem- 
ple, n'eft  multiple  ni  de  jk'x  iii  ^'^  y^  »  il  ^^  clair  qu'outre  les 
termes  divifibles  par  y' ;?  &  par  jy^' ,  on  pourra  encore  faire 
difparoître  par  la  fubfiitution ,  les  termes  ,  ou  du  moins  quel- 
ques-uns des  termes,  divifibles  par  x^y^  7^.  Donc  en  fubftituant  feu- 
lement la  valeur  de  y'  ^  ôc  la  valeur  aej/^'  fournies  par  deux  équa- 
tions ,  on  n'exprimeroit  pas  fuffifamment  les  conditions  de  la 
queftion,  on  ne  tireroit    pas  de  ces   équations  tout  ce  qu'elles 

f)euvent  &  doivent  donner  ;  il  faudroit  encore  fubftituer  la  va- 
eur  de  x^  y''  7^. 

Dans  des  équations  incomplettes  plus  élevées  ,  ou  différem- 
ment compofées  ,  on  feroit  dans  le  cas  de  pouvoir  conclure  un 
plus  grand  nombre  de  valeurs  à  fubftituer. 

{')6.^  On  voit  donc  combien  la  queftion  devient  moins  fim- 
ple ,  &  qu'il  faut  de  l'art  pour  perfifter  à  y  appliquer  le  prin- 
cipe de  la  fubftitution.  Mais  nous  croyons  faire  ici  une  remar- 
que utile  dans  l'Analyfe ,  en  faifant  obferver  que  lorfque  les 
quantités  dont  on  conclud  les  valeurs  à  l'aide  d'un  certain 
nombre  d'équations ,  ont  un  divifeur  commun  entre  elles ,  ces 
valeurs  ne  font  pas  tout  ce  que  ces  équations  peuvent   fournir. 

Nous  n'approfondirons  pas  davantage  ctxtt  obfervation ,  pour 
le  moment  ;  nous  y  reviendrons  quand  il  fera  queftion  du  pro- 
cédé pour  l'élimination.  Il  fuffit  que  par  cette  obfervation  nous 
ayons  juftifié  la  nécefTité  ou  du  moins  l'utilité  d'employer  une 
autre  méthode  pour  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale, 

(^yO  La  première  efpece  d'équations  incomplettes,  dont 
nous  allons  rechercher  le  degré  de  l'équation  finale  ,  eft  celle 
où  chaque  inconnue  ne  paffe  pas  un  degré  donné  différent  pour 
chaque  inconnue  ;  mais  où  d'ailleurs  les  inconnues ,  dans  leurs 
combinaifons  deux  à  deux  ,  trois  à  trois ,  &c.  montent  à  la 
dimenfion  totale  de  l'équation. 
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Des  Polynômes  incomplets  y  &  des  Équations  incomplettes , 
dans  Icfquels  chaque  inconnue  ne  pajje  pas  un  degré  donne 
différent  pour  chaque  inconnue  ;  &  ou  d'ailleurs  les  in- 
connues ,  dans  leurs  comhinaifons  deux  &  deux  ,  trois  a 
trois  ,  quatre  a  quatre  ,  montent  enfemhle  à  la  dimenfwn 
totale  du  Polynôme  ou  de  l'Equation. 

{')'è.)  Représentant  par  ^,  A,  A ,  A ,  &cc.  les  degrés  aux- 
quels chaque  inconnue  peut  atteindre  ,  &  par  T  le  degré  du  poly- 
nôme ou  de  l'équation  ;  nous  repréfenterons  le  polynôme  dont  il 
s'agit  par  (  i/-^ . . . /z )^;  ôc  une  équation  par  {u^  . .  .n)'^ ^=  o. 

Problème    IV. 


(59-)  O.v  demande  le  nombre  des  ternies  du  Polynôme  (u^^ . . .  n 


A  „^T 

J  y 


ou  Id  valeur  de'H  {w^ .  ..\\Y 

La  folution  de  ce  problême  eft  très-facile  après  ce  qui  a  été  dit 
(41).  Car  puifque  u ,  par  exemple,  ne  doit  pas  pafTer  le  degré  A^ 
il  s'enfuit  donc  qu'il  manque  au  polynôme  tous  les  termes  divifibles 
par  u^  ^  \  dont  le  nombre ,  dans  un  polynôme  complet ^  eft  (^t) 
N(u...n)'^-^~'. 

Puifque  x  ne  doit  pas  paffer  le  degré  A  ;  il  manque  au  polynôme 

tous  les  termes  divifibles  par  jc^  "+"  ',  dont  le  nombre  dans  le 
polynôme  complet  eft  /i  (u  . . .  nj-^  ~  ^  ~  \ 

Âlais  comme  u  Su  x  doivent  enfemble  monter  à  la  dimenfion  T, 
on  doit  avoir  A  -+•  A  >»  T  ;  donc  l'expulfion  des  termes  divi- 
fibles par  w'^  "•"  '  n'a  emporté  aucun  terme  divifible  par  x<*  "^  '  , 
puifque  le  plus  bas  des  termes  dans  ce  cas ,  feroit  «-^  "^  '  x"^  "+"  ' , 
qui  pajGTe  la  dimenfion  7. 

Donc  même  après  l'expulfion  des  termes  divifibles  par  «  ^  "*"  '  ;, 
celle  des  termes  divifibles  par  a;^  "^  '  fait  manquer  un  nombre  de 
termes  =  i\  fu...  nj'^~  ^-\ 

Puifque^y  ne  doit  pas  paffer  le  degré  A,  il  manque  donc  au  poly- 
nôme complet  tous  les  termes  divifibles  par  j)/ »  "^  '  ;  ôc  comme  on 
fuppofe  que  u  avecjy,  ôc  x  avecjK  doivent  monter  à  la  dimenfion  T 
dans  le  polynôme  propofé  j  on  a  ^^  -i-  ^  >  1  j  A  H-  A  '>T , 


T" 
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donc  l'expulfion  des  ternies  divifibles  par  u'^'^^ ,  &  des  termes 
divifibles  par  jcr^  +  ' ,  n'a  emporté  aucun  des  termes  divifibles  par 
j/;f-^"'  ;  donc  le  nombre  de  ceux-ci  eft   A  fu...  n)  ^~<f-'. 

En  continuant  de  raifonner  de  la  même  manière ,  on  verra  de 
même ,  qu'il  manque  en  ^ ,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 
TV/z/ . . .  nj^-,<i~''  ;  ôc  ainfi  de  fuite. 

Donc  Nfu^ .  .  .  nJT  =  A'fu  .  .  ,  nj^  -^  N(u  .  .  .n)'^-^-^ 

^N(u  ...nj  T-^-'  —  N(u...nJ  ^-^f-'  —  N(u ,  .  .nj  ^-âr' 

>"  &c. 

Problème    V. 

(60.)  vS'o/ENT(u^'...ny'='0,(u*"...ny"  =  o,(u*"'...ny"=0, 
ùc.  un  nombre  quelconque  d'équations  renfermant  un  nombre  n  d'in- 
connues ;  foit  {\x^  .  . .  nY  un  polynôme  ,  tel  que  l'on  ait 

A  —  a'  —  a"  —  a'" ,  Sic.  4-  A  —  a'  —  a"  —  a'",  &c.  >T  —  t'  —  t"  —  t'" ,  &C. 
^  _  a'  —  a"  —  a'" ,  &c.  +  A  —  a'  —  a"  —  a_"' ,  &c.  >T  —  t'  —  t"  —  t'",  &c. 
A  —  a'  —  a"  —  a'" ,  &c.  -+-  A  —  a'  _  a^'  —  a'" ,  &c.>  T  -  t  —  t"  -  t'" ,  &c. 
A  —  a'  —  a"  —  a'" ,  S:c.  -J-  A  _  a'  —  a"  —  a'" ,  &c.  >  T  —  t'  —  t"  —  t"' ,  &c 
A  —  a'  _a"— a'",  &c.  -f-  A  —  a  [  —a"  _  a;"  ,  &c.  >  T  _  t' —  t"  —  t'"  ,  &c. 
A  —  a'  _a"_a"',  &c.  -+-  A  —  a' _  a"  —a'"  ,  &:c.  >  T  —  t' —  t"  —  t'",  &c. 

*'  '/  //  tt  lu  tu  Ht  III 

&  ainfi  dcfiiite. 

On  demande  combien  j  à  l'aide  de  ces  équations  ,  on  peut  faire 
difparoïtre  de  termes  dans  le  polynôme  ,  faiis  en  introduire  de 
nouveaux. 

Ne  fuppofons  d'abord  qu'une  équation  ;  &  concevons  que 
l'ayant  multipliée  par  un  polynôme  (w^' . .  . .  n)  ^  ,  on  ajoute  le 
produit  ^iz^  ■+"''....  Hy)  ^■+"''  au  polynôme  propofé  :  il  efl:  clair 
i.°  que  cette  addition  ne  changera  rien  à  la  valeur  du  polynôme 
propofé. 

2.°  Qv.e.  fuppofant  au  polynôme  multiplicateur  les  qualités 
néceflalres  pour  ne  pas  introduire  de  nouveaux  termes  ,  on 
pourra  faire  difparoïtre  dans  le  polynôme  propofé  autant  de 
termes  qu'en  aura  le  polynôme  multiplicateur ,  puifque  chacun 
de  ceux-ci  fournira  un  coefficient. 

5=''  Qu'afin  que  ce  polynôme  multiplicateur  fafle  difparoïtre 
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le  plus  grand  nombre  de  termes  poflible ,  fans  en  introduire  de 
nouveaux  ,  il  faut  que 

r-hi'   =r;   A'->ra'  =  A;    A'-k-a'  =  A;    A' +  a' =  A  ;    A<+dz=Ai 

.&  ainfi  de  fuite  : 
On  a  donc 

r=  r— I';  A'  =  A  —  a:iA'  =  A  —  a};A'^A  —  a};A'=iA-.a:i 

'        t  »  t  »t  I*  il  ff  »"  i'* 

&  ainfi  de  fuite. 

Or  il  réfulte  des  conditions  préfente'es  dans  l'énoncé ,  que 

A  —  a'  +  A  —  a'  >  T  —  t'  ;      A  —  a'  +  A  —  a'  >  T  —  t'  ; 

I  i  il  it 

A  ~.  a'  -{-  A  —  a'  >  T  —  t' i     A  —  a'  -i-  A  —  a'  >  T  —  t' ,  Sec, 

Donc  le  polynôme  (u"^ n)'^'  qui  devient  (u '^-''' —  nj"^-'', 

eft  de  même  nature  que  le  polynôme  &  les  équations  propofés. 

Le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  à  l'aide 
de  la  première  équation  feule  ,  eft  donc  N (u^"^  ....  /z y)  ^~'  ; 
&  par  conféquent  facile  à  exprimer  en  T —  t' yài  A  —  a! ,  par 
ce  qui  a  été  dit  (  39  ). 

Suppofons  maintenant  deux  équations. 

Si  on  conçoit  qu'on  multiplie  ,  comme  ci-devant ,  la  première  , 
par  le  polynôme /// '^  .... /Zy' -^  ;  le  nombre  des  termes  qu'on 
pourra  faire  difparoître  ne  fera  plus  N (u^  .  . .  ,n)'^ .  En  effet, 
uifqu'il  exifte  une  féconde  équation ,  on  pourra  toujours ,  à 
aide  de  cette  féconde  équation ,  faire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme fu^'....nj^  un  nombre  de  termes  que  par  un  raifon- 
nement  femblable  au  précédent  ,  on  verra  être  exprimé  par 
JV  fu^-"  .  . .  .  nj  ^  ~'  ;  donc  le  polynôme  (w^  .  .  .  .  n)'^  ne 
fournira   qu'un    nombre    de    coëfficiens    =   N (u^  . .  .  .  nj^' 

—  Nfw^  —''' .  . .  nJ  ^-''  j  c'eft-à-dire,  en  mettant  pour  A'  ôc  T' 
leurs  valeurs,  un  nombre  de  coëfficiens  =  N (u^'" . . . .  n)^~^ 

—  N (u^~''~''  . .  , .  n)'^~'~' .  La  première  équation  ne  pourra 
donc  faire  difparoître  qu'un  pareil  nombre  de  termes.  Quant  à 
la  féconde ,  s'il  n'y  a  pas  de  troifième  équation  ,  il  n'y  a  riea 
qui  puiffe  diminuer  le  nombre  des  coëfficiens  du  polynôme  par 
lequel  on  doit  également  concevoir  qu'on  la  multiplie ,  pour 
l'ajouter  au  polynôme  propofé  ;  &  le  même  raifonnement  que 
nous  avons  employé  pour  le  cas  d'une  feule  équation ,  fait  voir 
qu'à  l'aide  de  cette  féconde  équation ,  on  pourra  faire  difpa 
roître  un  nonjbre  de  termes  exprimé  par  A' (u^"' nj'^ 

F 


F 


T—t" 
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Donc ,  à  l'aide   des  deux  équations ,  on  pourra  faire  dii[ia-* 
roître  un  nombre  de  termes    exprimé  par  N (u'^~''  ....n)^~^' 

ht  en  vertu  des  conditions 

^  _  a'  _  a!'  -h   A  —  a!  —  a"  •>T  —  !>  —  t"  ,  &ic.    on 

verra    que   les    polynômes  fw^'" nj^~'' ,  (W^'^ ^)'^~'^ y 

^^A-a-a'  ^  ^ ,  ^jij  ^-''-''  font  de  même  nature  que  le  polynôme  Ôc 
les  équations  propofés. 

Suppofons  trois  équations. 

En  concevant  qu'on  multiplie  comme  ci-devant ,  la  première- 
par  le  polvnome  (u^'  ...  .nj'^  ;  la  féconde  ,  par  le  polynôme 
fu^'  . .  .  nj ^' ;  la  troifième,  par  le  polynôme  fw^'  . . .  fij'^' ,  Oc 
que  l'on  détermine  ^',  A",  A'%  &lc.  T,T",  T",  &c,  par  la  condi- 
tion d'être  les  plus  grands  qu'il  eft  poflible  ,  fans  introduire  de 
nouveaux  termes  ;  on  trouvera  de  la  même  manière  que  ci-devant 

T  =T—t'i        A'=A  —  a';        A'=^A—d,^c. 

'T"  =  T—t"',        A"  =  A  —  a";       A"^A  —  a!' ,  &c.- 

T'"  =T—  t'"  ',       A"'==A^  a'"  i      A"'=y1—  a" ,  6cc. 

On  verra  d'ailleurs  ,  par  ce  que  nous  venons  de  dire  fur 
'^eux  équations  ,  que  l'on  pourra  toujours ,  à  l'aide  des  deux 
dernières  ,  faire  difparcître  dans  le  polynôme  multiplicateur 
(u^  . . .  .n)'^  ,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 
A///  ^-'''  ....n)'^'-''  -\-  N(u^-'^\...n)^  -'—  A  (u'^-^'-'^\...n)^ -'-'"' - 
que  par  conféquent  ce  polynôme  ne  fournira  qu'un  nombre  de 
coëfficiens  =   N  (u^  .  .  .  .n)'^  —  A"  (u^'"^'  ....  nj^-^' 

—  JVfu^-"" nj'^-'"  -f-  Nfa-^'-"'-'^" n)'^ "'">  ou  (en 

mettant  pour  A'  &   T'  leurs  valeurs  )  =  N (u^'''  ....  n)"^-^' 

—  N  (u^-^'-"'  ..  .  .n)  ^ -''-'■  —  A'  (u^-''-^" n)'^-'-'" 

-h  N  fw^'"'-'^'-'^' .  ..  .n)'^-'-^'-'^".  Donc,  à  l'aide  de  la  pre- 
mière équation ,  on  ne  pourra  faire  difparoître  que  ce  nombre 
de  termes ,  dans  le  polynôme  propofe. 

Pareillement  ,  à  l'aide  de  la  troifième  équation ,  on  pourra 
toujours  faire  difparoître  dans  le  polynôme  multiplicateur 
{u^' . .  .  .nj^  '  de  la  féconde,  un  nombre  de  termes  exprimé 
par  N  fu^'"'" . . .  .n)  '^"-'"  ;  ce  polynôme  ne  pourra  donc  fournir 
qu'un  nombre  de  coëfficiens  =  Nfw^'....  n)'^' —  Nfu"^' "".'..  nj'^  -'"., 
<]\i  (  en  mettant  pour  A"  ôc  T"  leurs  valeurs)  =  NÇu^-'^',  .,,nj  '"-*' 
f-A^^«^-«-«'....«;^-'-'', 
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Donc ,   à  l'aide  de  la  féconde  équation  ,  on  ne  pourra  faire 
=3ifparoître  dans  le  polynôme  propofé ,  qu'un    nombre  de  termes 
=    N  (u^-^''  ....n)  ^-'"  —    N  (u^-f-  ""'  ...n)  ^-'  '-'"  ;  à  l'é-, 
gard  de  la  troificme  elle  fera   difparoître  un  nombre  de  termes 

=  N  fu^' n)^'"  ;  c'eft-à-dire  ,  (  en  mettant  pour  A"  &  I'" 

leurs  valeurs  )  un  nombre  de  termes  =  N fa'^~'^" . . .  .n) ^ ~'"'. 

Donc  enfin  le  nombre  de  termes  qu'on  pourra  faire  difparoître 
à  l'aide  de  trois  équations  fera 

N(u^-'' n)'^-''    —  N  fa'^"''-''" n)^-''-'^" 

—  AYu^-'''-^'....nJ^-'-'"'^  Nfu^-"' -'"-'" „jr-r-r--r 

•+•  N  (u^-'^' n)  ^-''     —  N  (u^-"'-"' n)  ^-'  -'■' 

-^  N (u^-"^' n)'^-'\ 

Et    en    vertu    des     conditions      A   —    a'    —  d'    —    c"' 
■^  A  -^  a!  —  a!'  —  a!"  >  T—  r'  —  r"  —  t'"    &c.    on   dé- 

'  '  *  / 

montrera ,  comme  ci-devant  ,  que  tous  les  polynômes  qui  en- 
trent dans  cette  exprefllon ,  font  de  même  nature  que  le  po- 
lynôme &  les  équations  propofës. 

Il  eft  facile  de  voir  maintenant  quelle  efl  l'expreffion  di4 
jiombre  cherché ,  pour  un  plus  grand  nombre  d'équations. 

Problème    VL 

(61.)  On  demande  quel  ejl  le  nombre  des  termes  rejîans  dans 
le  polynôme  (w^  .  . .  .n)^ ,  lorfquà  Vaide  d'un  nombre  donné 
d'équations  de  même  nature  que  ce  polynôme ,  on  en  a  fait  difparoître 
ious  les  termes  qu'on  peut  en  faire  difparoître. 

On  voit  donc  très-facilement,  d'après  le  problème  précédent,- 
que  s'il  n'y  a  qu'une  équation  ,  le  nombre  des  termes  reftans 
fera  N  (  u^  .  . .  ,n)'^  —  N  (u  ^-^' nj  ^-''  qui  fe  réduit  à 

d\_N  (u"^  ...  .n.)'^~\  ....  (      ,  :        ,  :     '  ,  :  &c.^  lorfque,  com- 

me  nous  l'avons  démontré,  les  deux  polynômes  ^u-^ .... /z^-^, 
fw^'"' . . .  .n)  ^-'  font  de  même  nature,  &  non  dans  tout  autre 
cas. 

S'il  y  a  deux  équations ,  le  nombre  des  t;rmes  reftans  fera 
IJ(u^..,.nJ^--N  (u.^--....nJ'^-'-'N  (u'-''\...nj'^~'' 

Fij 
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•+•  N  fu^"'"' .  . .  .  nj  ^-'-''  qui ,  parce  que  les  quatre  polynô- 
mes font  de  même  nature  ,  fe  réduit  à 

,nA'c'--"j-i r_,,L,„:_„t«--,t,-^^-^ 

On  verra  de  même  que  dans  le  cas  de  trois  équations ,  le 
-nombre  des  termes  reftans  eft 

&  ainfi  de  fuite. 

Problème    VII! 

On  demande  quel  ejlle  degré  de  V  équation  finale  réfultante  d' un 
nombre  quelconque  n  d'équations  de  la  forme  fu^ .  ..nJ'  j  ù  corn- 
prenant  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

{61.)  Concevons  que  les  équations  foient  fu". .  .  .nJ'  =  o  , 
fW.  .  .  nJ'  =  0,  fu" .  .  .  nj''=  o,  fu"'  .  .  .n)''=  o ,  &c.  & 
qu'ayant  multiplié  la  première,  par  le  polynôme  j^i/'^  ....  n^^ 
qui  ait  les  conditions  mentionnées  dans  l'énoncé  du  Problème 
<  V  ) ,  on  fafTe  enfuite  ,  à  l'aide  des  n  —  i  ,  autres  équations  , 
difparoître  de  l'équation-produit,  tous  les  termes  qu'il  eft  pofTible 
d'en  faire  difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux.  Alors 
{61  )  il  ne  reftera  plus  dans  l'équation-produit  (W^"^"...!!)^^'  =^0  ^ 
qu'un  nombre  de  termes  exprimé  par 

foit  D  le  degré  de  l'équation  finale ,  &  par  conféquent  D  -4-  1 
le  nombre  des  termes  dont  elle  eft  compofée  ;  alors  le  nombre 
des  ta'mes  qu'il  refte  à   faire  difparoître ,  eft 

n-7         A-\-a        T-i-t      ^        T+:  A  +  a  A -\- a  , 

i      lN{t*'      ,„n)       ]...(,     „    ,,„c.    •■    _,    ,„    „'"«.■"    „'     '"    ^'"R-r  ■^'^•'^~"^"" '• 
•  -t  ,-t  y-c    ,is.c.    -a  ,-a  ,-a    ,&.c.    -et  ,-ii  ,-û    ,OkC» 

Or,  pour  qu'on  puiffe  les  faire  difparoître  ,  il  faut  que  le 
polynôme  multiplicateur  fournifle  autant  de  coéfficiens  plus  un. 

Mais  eu  égard  au  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  dif- 
paroître dans  le  polynôme  multiplicateur  ,  à  l'aide  des  n  —  1 
dernières  équations ,  ce  polynôme  ne  peut  fournir  qu'un  nom- 
bre de  coéfficiens 
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T  A  A  j 

"^d"-'  [A/""-..  «/]•••/_,.,.,.',-,"',  &c;-a',-^",-^'",  Sec.'-  a\-a:',-  a"',&C.  *  ^'^' 

on  aiira  donc  Ttiquation  fuivante 


r-H/ 


^+  a 


A  -¥  a 


J'      [JV(.«        ...n)        J--' .;'^.,",-f"',&c.    -a',-û'',-a"',&c.--^',-a",-^"',&c. 

d'où  Ton  tire 


:  &c  J  —  2)  - 


r  +  t 


A  +  a 


D  =  i      iN{,u         „.n]        l'-"i  _^:^_,u^.,u,^s,^/  _a:^.a"^-a"',&c.'  -a',-a",-a"',S:c, 


n-i  A         T         /  T  A 


A 


-i',-f  ",-f '",  &C.    -^,-a",-a"',  &C.  :  -a\-a",-f',  &c. 

c'efl-à-dire , 

.  n       ,   A+a  i-t-t  /■ 

I>=i^d  [_N{ti        ,...n)       ■\....  ( 


^^'^         :  8CC.J 


n        A+a        r+t        ^  T+t  A-^a  A+a 


[i'"  —  a'"),  &c. 


,-i',-t",-t"',&c.    -a,-a',-a';-'^"'Ac.    -tf,-«',-^",-V",&ç, 

Donc    fi  on   différencie    la    quantité   JV  (  u  .  .  .  .  n  J  ^'*''^ 
^  Nfu . . .  i2)r+t~A-..^  _  jyr^u . . .  nJT+t-^-^r'  —  Nfu. .  .nJ^-^'-^-fr' ,  &c* 
qui  (jp)  eft  la  valeur  de  A  fu^-*-". .  .nj^-^'  i  fi  on  la  différencie 
n  fois  de  fijite  félon  les  règles  données  (  1 5  ôc  14  )  on  aura  enfin 

Z)  =  tt'i"i"',   &c.    —  {t  —  a)  .  {t'  —  a')  .  [t"  —  a")  .  {i'"  —  a'"),  &c.- 
~-{c-a)  .  [f  ~a')  .  [t"  -a") 

-  (/  -  a)  .  {c'  -  a')  .  {i"  -  f) 

-{t-l)  .(^'-i'/)  •(^"-,'j;') 

—  &c. 

Chaque  produit  ayant  autant  de  fa£leurs  qu'il  y  a  d'inconnues. 

Donc  fi  on  n'a  que  deux  inconnues  ,  le  degré  de  l'équation  finale 
fera P  =  tt'  —  (t  —  a)  .  (tf  —  a')  ^  (t  —  aj  .  (t'  —  a'). 

(63.)  Si  dans  ce  cas  particulier ,  on  fijppofe  a=-  t ,  a!  =  t'  ', 
on   aura  D  =  tt  —  ft  —   cl),  (t! —  d)\    ou  fi  on  fijppofs 

a  =  îy  a'  =  t' ,  on  aura  B  ^=  tt'  —  (t  —  a)  .  (t'  —  a)  qui 

fignifie  h  même  cliofe, 

C'eft  à  cette  denière  expreffion  que  fe  réduit  tout  ce  qu'on  a  fçu 
jufqu'ici  fiir  les  équations  incomplettes ,  ôc  à  deux  inconnues  feule- 
ment. 

(64'}  Je  ne  m'arrête  pas  à  faire   remarquer  que  la  valeui^ 


&c.Ji 
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générale  que  nous  venons  de  trouver  pour  D ,  renferme  comme  uîî 
cas  bien  particulier  celui  des  équations  complettes ,  lequel  a  lieu 
lorfque  a  =^  t ,  a'  =  t',    a!'  =   t"  ,  &c.    a  =^  x ,   a!  =  t' , 

a!'  =  t" ,  &c.  a  =  t ,  a'  ==  t',    a"  =  t" ,  ôcc.  il  eft  clair  que  dans 

ce  cas  on  a  D  =  tt'  t"  t"' ,  ôcc. 

{6  ^.)  Nous  nous  bornerons  à  un  exemple  pour  faire  connoître 
la  réduélion  qu'éprouve  le  degré  de  l'équation  finale ,  dans  les 
équations  incomplettes  dont  il  s'agit  icL 

Suppofons  /z  =  3  ,  r  =  f'  =  r"  =  2  ;  a  =  a'  =  a"  ^  I , 
a  =  a'  =  a"  =  I ,  a  =  a'  =  a"  =  \  ;  on  aura  i)  =  8  —  i  —  i 

i  (  t  n  II  <i 

—  1=5'.  L'équation  finale  eft  donc  moindre  de  trois  degrés  que 
lî  les  équatious  propofées  étoient  complettes. 

{G  6.)  On  peut  remarquer  que  fi  une  feule  des  équations  propo* 
fées  eft  complette  ^  la  valeur  de  D  eft  la  même  que  fi  elles  l'étoient 
toutes-. 

Remarque. 

{6 y.)  Il  faut  faire  bien  attention  que  la  valeur  de  D  qu^ 
nous  venons  de  trouver  fuppofe  eflentiellement  que  les  équations 
'^u"  . . ,  nj^  =  o y  (u"' .  . .  n)'  ^=  o ,  &c.  ont  les  mêmes  condi- 
tions fuppofées  (  6o  ).  On  fe  tromperoit  fi  on  vouloit  appliquer 
jcette  valeur  dans  les  cas  contraires. 

Par  exemple,  fi  on  fuppofe  trois  équations  telles  que  l'on 
ait  r  =£'=/'  =  3  ;  a  =  û'  =  a"  =  I  ;  ^  =  rz'  =  û"  =  i  ; 

*  f  t 

a=  a'  =  tJ'  =  I  ;  on  trouveroit  ^  =  27  —  8  —  8  —  8  =  5, 

ce  qui  n'eft  pas  vrai  ,  ainfi  que  nous  le  verrons  par  la  fuite. 
Auffi  ces  équations  n'ont-elles  pas  les  conditions  requifes  pour 
/qu'on  puiffe  employer  cette  valeur  de  D  ,  puifqu'au  lieu 
d'avoir  fl-}-a>-r;  a-\-  a>-î:,  a~ir  a'^  t  ;  a'  -k-  a'  ":>  t ,  &c. 

o\\  a  au  contraire  a-k-  a<:it;  a-+-a  <Ct ,  ôcc, 

Nou5  verrons  par  la  fuite  comment  on  peut  déterminer  la 
valeur  de  D  dans  les  équations  qui  ont  la  forme  (a" ..  .n)'=o^ 
fans  que  les  conditions  û  -h  a  >•  / ,  &c.  aient  lieu.  Mais  cette 

difcuffion ,  pour  plus  de  clarté ,  doit  être  rejettée  après  divers 
autres  polynômes  &  équations  dont  nous  avons  à  parler. 
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Sur  lafommat'ion  de  quelques  quantités  neceffaires pour 

déterminer  le  nombre  des  termes  de  dlQ^érentes 

efpèces  de  polynômes  incom.plets, 

(58-)  ^N  P^^'^  ^<^i'^  "^'^^^  )  P'^''  ^^  Q"'^  précède ,  que  îa  déteriîi  w 
nation  du  degré  de  l'équation  finale  ,  dépendra  toujours  elTentiel- 
lement  de  celle  du  nombre  des  termes  des  polynômes. 

Cette  dernière  eft  ,  comme  on  l'a  vu  ,  afiez  facile  pour  la  pre-« 
mière  efpèce  de  polynômes  incomplets  que  nous  venons  de  confia 
dérer  ;  mais  les  autres  polynômes  que  nous  nous  propofons 
d'examiner ,  exigent  la  fommation  de  quelques  quantités  que  pour 
plus  de  clarté  6c  de  méthode  nous  croyons  devoir  expofer  avant 
que  d'entrer  en  matière  fur  la  détermination  du  nombre  des  termes. 
Les  principes  que  nous  avons  donnés  (  1 8  ôc  fuiv.)  fuffiront  toujours 
pour  cet  objet  ;  mais  comme  les  calculs  fe  compoferont  à  mefure 
que  nous  avancerons  ,  nous  ne  pouvons  nous  rendre  trop  attentifs 
à  en  Amplifier  les  réfultats  ,  à  leur  donner  la  forme  la  plus  fimple  , 
la  plus  commode  &  la  plus  générale»  Il  s'agit  donc  moins  ici  d'une 
nouvelle  manière  de  fommer  les  quantités  que  nous  allons  prélen- 
ter ,  que  de  trouver  des  expreffions  plus  commodes ,  des  réful-» 
tats  auxquels  on  feroit  conduit  par  l'application  iminédiate  des^ 
principes  donnés  dans  FLitroduction.  Entrons  en  matière. 

P  R  OBL  È  M  E     VIIL 

{69-)  ^'-  s^'agit  de  fommer  N  (u  . . .  n  —  \f+'  depuis  s  =  Q  , 
jîifquà  s  —  R  i  o/z  fuppofe  R  >»  Q ,  6*  que  s  varie  par  degrés  égaux 
à  l'unité. 

Nous  fcavons  (59)  que 

'^  i.i.3...n—  1 

Si  on  multiplie  cette  dernière  quantité  ,  haut  &  bas  ,    par 
V      ,_^ n-j [  ou  par ^^ y  on  aiura  donc 

I  .  i  .  3  .  .  , .  (n —  I  )ri 

fl'-^  J  4-1)  .  [P^r-  S  -4-^)  . .  .  f/>-<-  s+n)  —  iP+-s)  .  (/-'  -f-  J  -f-  I  )  . .  [P-^  J  +?i  —  I  ) 

1.2.3..../! 


4?        ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES; 

On  a  donc  N (u ...n—  ij^-^' =  dN(u . . .  n)^-^'(_^  J. 
Donc/Nfu ...n  —  iJP+'  =  Nfu ...  nj^^' -hC. 
Donc  lorfque  s  =  Q  —  i  ,   on  a 

fN(u...n   —    iJP+'    =    Nfu...nJP-^^-'-hC, 
Et  lorfque  5  =  i?  5  on  a 

Donc  depuis  s  =  Q  inclufivement  jufqu'à^  =  R  inclufivement  ^ 
)Din  aura 

Problème    IX, 

(  70.)  Il  s^agit  de  fommer  N  (u  . . .  n  —  i  )  ''"' ,  depuis  s  =  Q  , 
'jufqu'à  s  =  R  ;  on  fuppofc  R  >►  Q  ,  6*  q^ue  s  varie  par  degrés 
égaux  à  l'unité. 

On  a  (3P) 

'  1.2,3 "~'  I 

(Z'  — J-t-O-CP  — J-t-i) (/>_j_i_n—  i).  [/»— j  + «_(/>  — j)  3 

^_ ^ 

^^(/^  — j-H).(/>— j-f-i)...(/^-j  +  n)  — (/>— j),(P— j+;)...(/^— -f  +  n— 1) 

I  .  2  .  ; n 

^N(u...n)^-'—N(u...n)^-'-'=—dN(u...n)^-'-\. .(!,), 

T>oncfNfu...n  —  iJP-'  =— N  fu  . .  .nj^-'-'  -h  C. 

Ponc  lorfque  s  =  Q  —  i  ,  on  a 

fNfu...n  —  iJP-'=  —  Nfa...nJP-Q  4- G 

Et  lorfque  s  =  R  ,  on  a. 

fNfu...n-'iJP-^=—  N(u  ...n)  ?-«"'  -t-  C. 

Donc  depuis  ^  =  Q  ^  inclufivement  ,  jufqu'à  5  =  R  inclufl-» 
yemeptj  on  a 


W^^^^Mk  ^ROBLÈM^ 
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Problème     X. 

(71.)  Il  s'agit  de  fommer'N {\x)^+^^' x  N  {u  ...n —2)^+' , 
depuis  s  =  Q  ,  jufquà  s  =  R. 

Je  commence  par  ramener  cette  quantité  à  la  forme  que 
nous  venons  de  fommer  (  (5p  ) ,  en  cette  riianière. 

Puifque  (5y  )  N  (  uj^-^  ^'^^  z=  L  -^  M  s  -^  i  ,     j'ai   donc 

X  -+-  jVj  P  -h  i  ^  F  +  s 

Je  fuppofe  cette  dernière  quantité 
=  Â.N(u...n  —  2)^^^  -+-E.{P-hsJ  xN{u...n  — 2)^  +  ^1 
j'aurai  donc  L  -\-  M  s  -h  i  =//-+-  jB.  (  P  -+■  sj  ,  d'où  je  tire 
Z-f-i=^-hBF,  6c£  =  A/;  donc  yî  =  L  -h  i  —  M  P. 
J'ai  donc  N(u)^-^^^'  x  N  fu...n  —  2)^+ '  =  (L-^i  — MP) 
X  Nfu...n^2jP+'  ^M.(P-^sJxN(u...n  —  2j^^\ 

Or  (P^s)xN(u.. .71—2)^-^^  =  fn  —  iJxNfu...n^iJ^+'-\ 
ainfi  qu'il  eft  facile  de  s'en  aflurer  ;  donc  enfin  N (u)^'^^^^ 
xN(u...n  —  2p^'  =  (L'^\  —  MP)xN(u...ii—2)^-^' 
'\^Mfn  —  iJxN(u...n  —  i)^^'-'=N(uJ^-^^^xN(u...n  —  2/-^' 
^M(n—  iJxNfu...n—iJ^  +  '-\ 

Donc  (  69  )fNfuJ^  +  -^^'  X  N(a  ...n  —  2)^+' =  N  (a)^-^- 
xlNfu...n—  iJP  +  ^-~Nfu...n  —  iJP-^'^-'2-+--W''  —  iJ 
>Nfu..,nJP-^^-''-Mfn  —  iJxNfu...nJP+Q-\cQttQrommQ 

étant  prife  depuis  s=  Q  inclufivement ,  jufqu'à  s  =^  R  inclufi» 
vement. 

Problème     XI. 

(72.)  Il  s'agit  de  fommer  N  (u)^-^^^'xN{u...n  — 2)^-'^' 
depuis  s  ^  Q  inclufivement ,  jufqu'à  s  =  R  inclufivement. 

On  fera  de  même  Is  {u  )^  -^^^'  x  N  (u  .  .  .n  —  2)  ^-'  ou 
f^  -h  M  s  -+-i;  xA'  fu .  ..n—2)  ^-^=  ^.  N(u...n—2)  p-  ^  -+^ 
B.  (P—  s)  X  N(u  ...n  —  2)P-\  On  trouvera  A -^-BP  =  L-\-\, 
B  =  —  À/.  On  aura  donc  A  =  L  -\-  1  -h  M  P  ;  Qc  par  confé- 
qucnt  N  (u)^-^^^'  x  N  (a  , .  ,  n  —  2)^-' =  (  L-\- x  -^MPj 
xNfu...n  —  2jP-'  —M.rP^sJ  xNfu.  .  ./z  — aj^"', 
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^  N{u)^-^^^^  X  N{u.,  .n  --  2)^-'  r-  M  .  («—  i) 
xN  {u...n  —  2)^-'-'. 

Donc  (  70  )  depuis  s  =  Q^  inclufivemeat ,  jufqu'à  ^  =  R  in- 
clurivement  ,   ou    aura 

fN{u)^+^^'  X  N(u.  .   .  n  —  2)^-'    =  N  {u)^+^^P 

>^  l  N{u.  .  .  n  —   i)P-Q  -.     N  {u    .  .  ./z—  i)^-^-'3 

Remarque. 

{73-)  Nous  n'examinerons  pas  d'autres  formes  pour  le  pré- 
fent  :  nous  les  ferons  connoître  par  la  fuite.  Mais  nous  ajoute- 
rons ici  une  obfervation  utile  pour  abréger  les  calculs  auxquels 
nous  allons  appliquer  ces  formules. 

Lorfqu'on  a  à  fommer,  dans  différens  intervalles  confe'cutifs  ,- 
une  même  expreffion  variable  ,  au  lieu  de  la  fommer  pour 
chacun  de  ces  intervalles ,  on  pourra  tout  de  fuite  la  fommer 
pour  l'intervalle  totaL 

Par  exemple  ^  fi  j'ai  à  fommer  N{u  . .  ,n  —  ï)^~*  depuis 
s  =  o  ,  jufqu'à  5  =  ^  ;  puis  depuis  s  =  Â  exclufivement  , 
jufquà  s  =  B  :,  puis  depuis  s  =  B  exclufivement  jufquà  s  =  Cz 
il  eft  clair  que  la  queftion  fe  réduit  à  fommer  N{u  . . .  n  —  i)-^""* 
depuis  s  =  o  jufqu'à  s  =  C ,  ce  qui  (  70  )  donnera 

Donc  fi  on  avoit  à  fommer 

T-s  T-A-s-ï  T-A-t-i 

.  i."  N{u.,.n  —  ï)  — N{u...n—i)  ^N[u.,,n — i)         '  jf 

depuis    j  =  G  ,   jufqu'à  5  =  P  ; 

o  »,/  >^-^  T-A-s~i  T-B 

z.°JV{u...n—i)  —'N[u.,.n—ï)  ^JV{u..,n  —  i)  y 

depuis  j-  =  P  exclufivement ,  jufqu'à  s  =  P'  -, 

„  ..,  T~s  T~  B    -ï  T-B 

3.   A[u.,.n—i)  —N[u...n  —  ï)  —JV[u...n  —  \)  f 

depuis  s  =  P'  exclufivement  ,  jufqu'à  s  =  P^'  i 

alors  on   fommeroit    1.°   N  {u. .  .n —  i)^~'  depuis  5  =  0^ 

jufqu'à  ^  =  P'' ,  ce  qui  (  70  )  donneroit 

N{u n)^  —N  {u....n)'^-^'-'  ; 

2."^  Nfu...n—  iJT-A-s-i  ^çpujg  ^  =  o,  jufqu'à  s=P', 

ce  qui  (  70  )  donneroit  —  Nfu , , .  nj^-  ^-  '  ^  N(u . ,  .nj^'^  -  p'-\ 
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■5.»  — N{u  ..  .n  —  I  )'^~^'~^  i  depuis  s  ==  ?'  exclufivement  , 
jufqu'à  s  =  ¥".  Cette  fomme  (3J)  fera  —  (  /  "  —  /-') 
xA(«.../z  — i)^--» -ou  — A(i/)^-^-' xA^(^...« -1)^-8-'. 

4.°— A^(i^...n  — 1)^-<^"'~'  ,  depuis  ^  =  0,  jufqu'à  i  -=  F; 
ce  qui  (  70  )  donne  —  N[u..,  n)^-^-'  -^  N{u.  ..n)  t-a-p-.^ 

j.°  —  N{u  .  .  .n  —  1)^-8 ,  depuis  5  =  F  exclufivement , 
jufqu'à  j  =  F",  ce  qui  (  5  j  )  donne 

_(P"_P)xA(^.../z_i)^-^ou— A^(«)P-^-'xiV(a...«— iT-^ 
Enforte  que  la  fomme  totale  eft 
N{u...n)-'  —  N{u...ny-^-'  —  N  {u...ny-^-' 

^N{u..,ny-^-'      '^N{u,.,n)-^-4-^-'-  —N{uf'-^-^ 

Des  Polynômes  incomplets^  SZ  des  Equations  incomplettes  ^ 
dans  lef quels  deux  des  inconnues  (les  mêmes  dans  chaque 
Tolynome  ou  Equation^  ,  ont  ce  caractère  :  l.°  Que 
chacune  de  ces  deux  inconnues  ne  pajje  pas  un  degré 
donné  (  différent  ou  le  même  pour  chacune  )  :  2.°  Que  ces 
deux  inconnues  ne  paffent  pas  ,  enfemble  ,  une  dl' 
menfion  donnée  :  3.°  Que  les  autres  inconnues  ne  peuvent 
chacune  y  paffer  un  degré  donné  (^différent  ou  le  même 
pour  chacune  )  ,  mais  dans  leurs  comhmaifons  deux  a 
deux ,  trois  à  trois  ,  &c.  tant  entr  elles ,  qu'avec  les 
deux  premières  ,  elles  montent  a  toutes  les  dimenftons 
poffibles  jufqud  celle  du  Polynôme  ou  de  l'Equation, 

(740  Nous  repréfenterons  un  Polynôme  de  cette  efpece^ 
par  l{u^,x'?)^,y^ .  ..n']'^,  expreffion  par  laquelle  nous  en- 
tendrons donc  que  u  ne  païïe  pas  le  degré  y^  ;  oc  ne  pafTe  pas  le 
degré  y^  j  u  an  x  ne  peuvent ,  enfemble ,  monter  à  une  dimen- 

Con   plus  élevée  que  B  ;    les    autres   ii-iconn-ues  ^,  ^,  &c.  au 
nombre  de  «  —  2 ,  ne  peuvent  paffer  les  degrés  yf  ^  A  ^  &c, 

G  ij'" 
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refpeûivement  ;  mais  tant  entr'elles  qu'avec  la  dimenfion  B  & 
les  dimenfions  inférieures  des  deux  autres  u  àc  x,  elles  montent- 
à  toutes  les  dimenfions  poffibles  jufqu'à  T. 
La  nature  de  ce  Polynôme  eft  donc 

A  <:  E;    ^<S;     B  <  T  ;   y^  <  T;    y^<T,  £cc. 

y^  -h  ^  >  E;     A  -^  E>  T;     A  -\-  E  >  T  ,    &c. 

A  ~h  A  >  T;    A  -^  A  >  T;     yl  -^  A  >  T  ,   &ic. 

A  -^  A  ■>  T  ;    A  -h  /f  >  T  ;  &CC. 

A  -h  A  ^  T;     A  ~h  A  >  T ,Sic. 

Pour  ne  pas  charger  inutilement  nos  calculs ,  nous  allons  dé- 
terminer le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme  ,  en  fuppofant 
d'abord    A  =■  A  =^  A  ^  &c.  =  T.    Il  fera    facile  enfuite  d'à- 

.voir  égard  aux  valeurs  de  ces  mêmes  quantités. 

Problèxie    XII^ 

(75-)   On  demande  la  valeur  de  N  [  (  u^^ ,  x  'î  )  ^ ,  y  .  . .  n  ]  "^ 

Concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  à  l'une  quelconque 
'des  deux  inconnues  u  eux,  par  rapport  à  x  par  exemple  :  &  nom- 
mant s  l'expofant  de  x  dans  un  terme  quelconque  ,  la  totalité  des 
termes  qu'affectera  x%  fera  le  polynôme  (u^  f^ . .  .n  —  i  )  ^'  ^  ; 
c'eft- à-dire,  qu'un  terme  quelconque  fera  de   la  forme 

x^W^  ,y  ...n  —  i)^'^  depuis  s  =  o  ,  jufqu'à  ce  que  s  -\-  A  =  E  , 

puifque  u  à^  s  ne  peuvent  enfemble  paffer  la  dimenfion  E. 

Pafie  s-\-A=B ,  ou  s=B — A ,  chaque  terme  fera  de  la  forme 
x'  {u^~  ' ,  y  ..  .n  —  I  )^'  ■^  jufqu'à  s  =^  A  puifque  x  ne  doit  pas 
pafTer  le  degré  A:  &  il  faudra  d'ailleurs  que  A'^  B  —  A,  ce 
qui  a  lieu  par  la  nature  du  polynôme  qui  exige  que  A  -^  A  '^  B,. 

La  queftion  eft  donc  de  fommer 
i»**  N{  u^,y  . ..  .n  —  i)^"  ^  depuis  5  =  0,  jufqu'à  s  =  B  —  A  ; 
2.°  iV(  z/B  -  %  y  . . .  /i  —  i)  r-  5  depuis  s  ==  B  —  A  exclufivemeat  , 
julqu  à  s  =  A, 
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nous  avons  donc   à  fûminsr 

1°  N{u..  .n—  i)^-"  —N{u...n—  i)TA-s-x  ^^epuis  5  =  0, 

jufqu'à  s  =  B  —  y^. 
2."  Niu.  .  .n  —  i)'^-'  —  N{u...n—ï)'^-^-^  depuis  5  =S—y^ 

exclufivement ,  jufqu'à  s  =  A. 

Donc  par  ce  qui  a  été  dit  (  70  )  j  on  trouvera 

-,r,  A     AB  -,r       ,,,  ^r      .,,  .T-A-T.      ,,,  ^^/4-^! 

^[(u    ,«'J    ,>'...«]      =  A^Ck...")    —  N[u...n)  —Nu..,n,       >    , 

H-Ai,K...n)  —  iv(iO  '  xA("...n  —  i) 

Corollaire. 

{'j6-)  Si  l'on  avoit  A -i^A <^B;  alors  il  eff  clair  que  u  &:  x 

n'atteindroient  pas   enfemble  la  dimenfion  B  ;  mais  que  A  ->(-  A 

feroit  la  plus  haute  dimenfion  ,  à  laquelle  ils  atteindroient.  L'ex- 
preiïion  que  nous  venons  de  trouver  ,  ne  feroit  pas  alors  la  véri- 
table i  mais  fi   au  lieu  de  B  on  y  met  la  valeur  A-\rA  qui  lui 

convient  dans  ce   cas,  alors  on  aura 

,,,,  A      A.B  ,T        ,,,         ,T       ,,,         ,T-A-i        -.,       „^T-A-i  .T-AA-z 

JV[(u     ,«')    ,>..«]      =^N{u,..n)    — N[u...n)  — A/^n.,.n)       '        -i-]V{u...n)  ' 

dans  le  cas  où  A  -^  A  <^B;  en  otfervant  que  N{u)'  '  =  o^ 
puifqu'en  général iV(i/)^+<'--8-'  =A~hA  —  B. 

ProblèmeXIIL 

On   demande  la  valeur  de  N[(u^,  x'^)^,  y.^...n)*'',  ce  poly-i' 
nome  ayant  les  conditions  mentionnées  (  74  ). 

(77.)  Il  manque  donc  à  ce  polynôme,  tous  les  termes  divl- 
fibles  par  j^»"^',  par  :^;^"<"',  &c.  Mais  les  conditions  que  nous 
fuppofons,  font  que  l'abfence  des  termes  divifibles  parj)^»"*"'  par 
exemple,  n'entraîne  celle  d'aucun  des  termes  divifibles  par  ^^'*"'i 
on  verra  que  le  raifonnement  efl  le  même  pour  chacune  des  autres 
inconnues  ;  d'où  l'on  conclura  comme  on  l'a  fait  (  S 9  )  que  le 
nombre  des  termes  qui  manquent  tny ,  eft  iV(  m,  . .  /z  )^ '  ^ "  '  j  que 
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le  nombre  des  termes  qui  manquent  en  ^,  eft  iV(z/..,n)^'rf'',  & 
ainfi  de  fuite  ;  donc  &  de  ce  qui  vient  d'être  dit  dans  le  problème 
précédent ,  on  conclura 

^N{u...n)'^-^-'  —  N[u...n)'^-^-'  —  N{u...nY--^.-'  &c. 

que  par  abbréviation  nous  repréfenterons   par 
N{u..,nY—    N{u...n)''-^-'   &c. 

Problème    XIV. 

i7S')  Soient 

,.  C(uS  x?)"^',    y?;.  .  .  n]''==  o; 

C(u^",    xfy",    y?;.   .  .  n]'"=  G, 

[  (  u^'%    X  î"'  )  ■'"',    y  f," .  .  .  n  ]  '"'  =   o  &c. 

un  nombre  quelconque  n —  i  d'équations  à  un  nombre  n  d'inconnues, 
ayant  les  conditions  mentionnées  (  74-  )  ;  &  [  (  u%  x^)^,  y  » . . .  n  )  ■*  un 
polynôme  qui  non-feulement  ait  ces  conditions  ,  mais  tel  que    le  po^ 

Ijnome     [  (  u^^" -^"- ^" ,   &c.    x-VX",^"-?" ,  &c.  )  ^' '''"'''"  """j  &c. 

yù~,^,''  ?,""  »,  &c. .  . .  nj^'^''  '  ^  ,  &c.  les  ait  aujji  :  on  demande  combien ,  à 
l'aide  de  ces  équations ,  on  peut  faire  difparoître  de  termes  dans  lepo~ 
lynome  [  (  u^ ,  x')  )^  ,  y;^. . .  n  j"^ ,  fans  en  introduire  de  nouveaux. 

En  appliquant  à  cette  nouvelle  efpèce  de  polynômes  &  d'équa- 
tions ,  mot  à  mot ,  les  raifonnemens  que  nous  avons  employés 
(  60  )  ,  on  verra  qu'à  l'aide  de  la  première  équation  ,  on  peut 
faire  difparoître  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

iV^[(zz^-%  x^-'i')^-'''  ,y^.-?:  ...ny-''  ; 

qu'à  l'aide  de  deux  équations ,  on  peut  en  faire  difparoître  un 
nombre  exprimé  par 

—  Ni  (  u^ ■  ^'-  "" ,  x-^ - "rl'f-  '''-  ''" ,  y^-il- ?;  .  .  .  ny-  ''- '"  ; 

qu'à  l'aide  de  trois  équations ,  on  peut  en  faire  difparoître  uit 
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tiombre  exprimé  par 

A-d'      A-à  ,B-b'       A-à  .    tT-j'  ,     ,,r/   -4-d'       A-a/B-h"      A  ■  d'  T-f 

Nli.li:        ,x-     •)        >y"  "..••«]  -hNliu         'X'    ')        ,y  "  ...n] 

.    ^,     Aa'-a"       A-a'-a'.B-b'-b"      A-a'-a'        -.T-t'-t"  . .  r  ,    A  -  a"       A-a"\S-b"      A  -  à"  -.T-t'" 

m~N[{u  ,X'  '    •)  ,y '.-«]  -\-N[[u  ,X'-}         ,y"    "  ...ri] 

.    ,,   A-a'-a"      A-a-a".B-b-b"      ^-a-a"        -.T-t'-t"         .^,    A-a'-a"      A-a."-a\B-b"-b"'      A-a'-a'        ^T-t'-t'"' 
-~Nl{u  ,X'   '     '    )  ,J""    "  ...«]  —Nliu  ,X'    '     '    }  ,y"  »   >'   ,„rjj 

.,^,    A-a-a-a"       A -a- a'-a"  .B  -  b'- b'- b"  .,yA-a- a''- a''  -.T-  t-t'-t'" 

•+-^[(k  ,x'''')  y     „   „   „    ,„    .,.n\ 

&  ainfi  de  fuitCr 

ProblèmeXV. 

(79-)     On  demande  combien   après    avoir  fait  difparoître  dit 
■polynôme  [  (  u \  x) )^ ,  y^  . . .  n]^  tous  les  termes  quon  peut  en  faire  . 
difparoître  à  l'aide  d'un  nombre  n  —  i  d'équations  de  même  nature 
que  ce  polynôme ,  on  demande  ^  dis -je  y  quel  fera  le  nombre  des  termes 
refîans. 

D'après  le  problème  précédent ,  &  ayant  égard  à  ce  que  tous 
les  polynômes  qui  entrent  dans  les  exprefTions  que  nous  y  avons 
trouvées  ,  font  tous  de  même  nature  ,  on  verra  facilement  que  s'il 
n'y  a  qu'une  équation  ,  le  nombre  des  termes  reflans  fera 

,       ^  A     A  B      A  T  ,    I'         Ji  ^  ^  ^  V 

d(N\(u  ,x- )  ^  y"  ,..n\  )  ..A     .  :      ^,   :       .  •■        ,  :        .  &^c.  ) 

s'il  y  a  deux  équations ,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

T  B  A  A  A 

dd(Ni  (u^,  x^j^,  y^...nf2'J''\  -t"  '  -l>',  l>"  '  -a',  -a"  ''  -a\-a"  '  -aj,  -a"  ^'J 

&  qu'en  général  s'il  y  a  /z  —  i  équations ,  le  nombre  des  termes 
reftans  fera 

T  B  A  A  A    &c. 

*'(-*,-'' j-  t",&.c.'  -b',b";b"'.S(c.'  -a'.-  à',-a"  ,&.c.  '  -  f'.-a",-  a",  &c.  *  " /^'.-.f '.  "/ ',  &c.  1 

Problème     X  VL 

(80.)  On  demande  le  degré  d'équation  finale  réfultante  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  de  la  nature  de  (  [u',  x?]  ^,  y,^.,..n)'  =o, 
renfermant  pareil  nombre  d'inconnues  ? 

Si  on  conçoit  qu'on  multiplie  l'une  de  ces  équations ,  l'équation 

[(u%  ^?/,  jf,,,, ny  =  0 ,  par  un  polynôme  Ku"", xij'',j<'..,„n]^dç 
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même  nature  :  le  produit  Ifu'^'^'',  x'f'^?']  ^-^'',  j<i  -^?, . .  .  nF'*^' 
fera  de  même  nature  ;  donc  à  l'aide  des  n  —  i  autres  équations 
on  pourra  y  faire  difparoitre  un  nombre   de  termes ,  exprimé  par 

T+t  B-(-/'  A  +  a  A  +  a  <?"'",'? 

"'(- 1,,- 1",- 1' ",  &c.  '  -  h',-  b',-b  ',  Sec.    -  a',-a',-  a",  S-'c.  -  a',  -a',-  a'  ,&c.  '  -  a',  -  a",  -  a"  ,&c.        J 

Donc  fi  D  repréfcnte  le  degré  de  l'équation  finale,  le  nombre  des 
termes  qu'il  reftera  à  faire  difparoitre ,   fera 

,n    ^,^Tr,^  +  a  A-k-aB-\-b         A-ir-a.  -,T-hr, 

-        T+t  B  +  h  A  +  a  A-t-a  A  +  a  . 

'^  •t',-t",-t'\,lcc.    -b',-b\-b"\&c.    -  a,-  j'\-a'  ,&c.    -  a',- a',- a   ,  &c.    -  a',-a',-  a",i:c.        ^ 

Or  (  79  )  le  nombre  des  termes  reftans  dans  le  polynôme  multipli- 
cateur ,  lorfqu'on  y  aura  fait  difparoitre  tous  ceux  qu'on  peut  en 
faire  difparoitre  à  l'aide  des  n  —  i  équations ,  fans  en  introduire 
de  nouveaux  ,   eft 

,  T  B  A  A  A  . 

.     f  :  •     .  :  '  :  "  :  &c.) 

»•  •!-<,-.»',- r'.,&c.     -b ,- b  ,-b' ,kc.     -  a,- a",- a", Sa.     -  a,-a\-a"\Scz,     -  a\- a\- a",&c.  ^ 

on  aura  donc  l'équation  fuivante 

d^-^iNi  (u^,  x^f,  ^^ ....  «  3  ^; ...  * 

T  s  A  A  A  . 

"'^ -t',-t'\- t",Scc.'-b'^- b',- b'",!<c.    -  a',-  a',-  a'',&c.  '  -  a',-a",-a'',&c.'  -  a'j-a'  ,-a',&c.'      ^ 

,       T+t  B+b  A+a  A  +  a.  A  +  a  , 

,{  :  :  ..,.„..       .&cy-u-iî 

'\  ^- t,-i",-t"^&c.   'b',-b\-b''\&i.    -  a,- a',- a', Sec.   -  a',- a\-a' ,&(.  -  a,-.a  ,- a",&C' 

Donc 

X»  =  rf     (7V[^"  ,    X'       ■)  ,  y      ■'....«]  )'" 

T+t  B+h  A+a  A+a  A  +  a  &c. , 

Donc  dilTérenciant  n  fois  de  fuite  la  valeur  trouvée  par  ce  qui  a 
été  dit  (7j  )  pour  iV^[fi/^-*-%  x^  +  f)^-^\yf^-^.f ,  ../zJ^+S  on 

aurg 
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aura  enfin 

Z>=rrVY'6cc.  ^'(  t-^  a) .  (t'—  a!)  .  (e'--a.") .  (t"'—a"') .àiC 

—  (t  -  a)  .  (t'  -^  a')  .  (t!'  -  a")  .  (t'"  -  a"'J.&LC. 
^ft  —  aj  .  (t'  -  a')  .  (f  —  a"J  .  ft'"  -  f)  •  &c. 
^(t^"a).(t'—a').  (t"  —  "a")  .  (t'"  —  a!")  .  ôcc. 
•— &c. 

■^  (t  --  h)  .  (t'  —  h')  .  (t"  —  h")  :(î!"—  h'") .  &c. 

^fa  -f-  û  —b  J.ft'—b'J.ft"^  b")  .  ft'"  -  b'"J  .  &c. 
^fa'  -^a'  —b'J.ft—  bj.  ft"—  b")  .  (t'"  -  b'")  .  ôcc. 

—  (a"  -t-  a"  —  b")  .(t  —  b).  (t'  -  b')  .  ^r'"  —  b'").  &c. 

—  f^''  ■+.  a'"  —  b'")  .ft  —  bJ.ft'-^b'J.  ft"  —b")  .  &c. 

Le  nombre  des  fadeurs  dans  chaque  produit  j  étant  toujours  égal 

au  nombre  des  inconnues. 

(8  I .)  Si  on  fuppofe  b  =  t,  b'=  t',  b"  =  t",  &c.  on  aura  donC 

D=tt't"t'"&Lc.^ft^aJ  .  ft'—a').ft"  —  a")  .f  t!"  —  d"  ) 

^ft  ^  a)  .  ft'  —  a!)  .  ft"  —  a")  .  f  t'"  —a'") 

^ft  —  a)  .  ft'  —  a')  .  ft"  —   'a!')  .   f  t'"  —  f  ) 

^ft  —"a)  .  ft'  -    "a!)  .  ft"  -  "a")  .   f  t'"  —  'a'")  .  &C. 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  (  62  ). 

S'il  n'y  a  que  deux  inconnues ,  alors  on  a  néceflairement  b  =  t  j 
èc  b'  =  t' ,  &  par  conféquent  D=  tt'  —  ft —  aj  ,  ft' ^  a'J  — 
ft  —  aj.  ft! —  d)  J  ainfi  que  nous  l'avons  trouvé  (  62  ). 

S'il  n'y  a  que  trois  inconnues ,  on  a  donc 

J)=tt't"—ft  —  aJ.ft'—a'J.ft"—a"J-ft  —  aJ.ft'—a'J.ft"-fJ 

^ft—a).  ft'—  a')  .  ft"—  a")  -^  ft—b)  .  ft'—  h')  .  ft"-  b") 

^fa^a-bj.  ft'-b'J  .  ft"-b"J—fa'-ha'—  b'J  .  ft-bj .  ft"^  b") 

—  fa"^a;'—b")  .  ft—  b) .  ft'  —  b')  y 

pour  l'exprefTion  du  degré  de  l'équation  finale  réfultante  de  trois 
^uations  de  cette  forme  {.foC'j  y"./ ,  :^»]«=o. 

H 
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Des  Polynômes  incomplets ,  ^  des  Equations  incomplettes^ 
dans  lefquels  trois  des  inconnues  ont  ces  caractères  :  ï  °  Que 
chacune  n'y  pajfe  pas  un  certain  degré  donné ^  différent  ou. 

.  le  même  pour  chacune  :  i°  Que  combinées  deux  a  deux  ^  elles 
ne  s'élèvent  pas  au-delà  d'une  dimenjion  donnée,  différente 
ou  la  même  pour  chaque  comhinaifon  de  deux  de  ces  trois  in' 
connues  :  3."  Que  combinées  trois  a  trois  y  elles  ne  s'élèvent 
pasau-dejjus  d'une  dimenfion  donnée.  Onfuppofe  déplus  que 
lesn  —  3  autres  inconnues  n'y  paffent pas  chacune  certains 
degrés  donnés  ;  mais  que  dans  leurs  combinaifons  deux  a 
deux,  trois  a  trois,  quatre  a  quatre ,  êCc.  tant  enti' elles 
qu'avec  les  trois  premières  ,  elles  montent  a  toutes  les  di- 
menjions poffibles  ,jufqu'a  celle  dupolynome, 

(82.)  Jufqu'ici  nous  nWons  rencontré  qu'une  feule  forme  y 
pour  le  polynôme  multiplicateur  ,  &  par  conféquent  une  ex- 
prefTiou  unique  pour  le  degré  de  l'équation  finale.  Il  n'en  eft 
plus  de  même  lorsqu'on  s'élève  à  de  plus  grandes  généralités.  Nous 
allons  voir  que  le  polynôme  multiplicateur  eff  fufceptible  de  plus 
d'une  forme ,  &  que  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale 
n'eft  pas  unique.  Mais  avant  que  de  rien  faire  connoître  fur  la  mar- 
che que  l'on  aura  à  tenir  pour  iè  déterminer  entre  les  différentes 
formes ,  nous  allons  traiter  cette  nouvelle  efpèce  de  polynôme  , 
dans  tout  ce  en  quoi  la  marche  conferve  de  l'analogie  avec  ce 
<jue  nous  avons  fait  jufqu'ici.  Nous  employerons  pour  repréfencer 
l'efpèce  de   polynôme    dont    il    s'agit  ,    rexpreffion   fuivante 

K\.{u^,x^)^ ,{ u^,y^  )  -s,  (  x^,  jK^  )  ^]  S  \^'. . .  n  )r,  qui  fignifiera 

que  des  n  inconnues  ^  il  y  en  a  trois  u  ^x  ,y  ^  telles  1.°  que  u  ne 
paffe  pas  le  degré  A  ^  jc  ne  palfe  pas  le  degré  ^ ,  jk  ne  paiïe  pas 

le  degré  ^;  2.°   que  u  avec  x  ne  s'élèvent  pas   au-delTus  de  la 

dimenfion  B  ;  u  avec  y  ne  s'élèvent  pas  au-deflus  de  la  dimenfion  B  ; 

X  avec  y  ne  s'élèvent  pas  au-deffus  de  la  dimenfion  B  ;  3."  z/  avec 

X  ôc  avec  ^  ne  peuvent  enfemble  s'élever  à  une  dimenfion  plus 
haute  que  C, 
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A  l'égard  des  n  —  3  autres  inconnues ,    chacune    n'y  pafle  pas 
un  certain  degré  donné  ;  par  exemple,  ^  n'y  paflera  pas  le  degré  /i , 

u'  n'y  palTera   pas  le  degré  A ,  x'  n'y  paflera  pas  le  degré  A  ; 

mais  ^,  «',  x'  &c.  combinées  deux  à  deux  ,  trois  à  trois ,  quatre 
à  quatre  &c.  tant  entr'elles  qu'avec  u ,  x  àc  y  forment  toutes 
les  dimenfions  poflTibles  jufqu'à  T  qui  eft  celle  du  polynôme. 

ProblèmeXVII. 

(83.)    On    demande  Vexprejfion  des  conditions  générales   ck 
Vexijlence  du  polynôme 

Ces  conditions  font  de  trois  fortes  ;  les  premières  touchent  fur  les 
lettres  confidérées  feule  à  feule  ;  les  fécondes  fur  les  lettres  confi- 
«iérées  deux  à  deux  ;  les  troifièmes  fur  les  lettres  confidérées  trois 
à  trois. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  feule  à  feule  ,  les  conditions 
font     ^<:B;  A<CB;  A<Bi    A<Bi    ^<B;    A<B\ 

A<:Ti    A<,T,  &CC. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  deux  à  deux  ,  les  conditions 
font    B<Ci  B<C;   B<,C;  A'^A>B;   A-^y4>B; 

A-^  yf>Bi  A-\-A^T',  A'+-A:>T;  &c.  y^-h^>r; 

A-i-A  >  r,    &ici    A-^A>'f;    A -h  A  >  T  ,    àca 

A-^A>T;   A-\-A>T,  &c.   A-hA>T,  &c. 

toutes  ces  conditions  font  évidemment  néceflaires  ;    car  fi  ,   paf 
exemple  ,  on  avoit  A  -{-  A  <iB ,  il  eft  clair  que  u  &c  x  ne 

pourroient  pas  enfemble  atteindre    la  dimenfion  B;  ce   qui  eil 
contre  la  fuppofition. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  trois  à  trois ,  les  conditions 
font     C<Ti    A-hB>C;    A-^B^C;     A'hB>Cî 

A-^B>T;    A-^B>T;    A-\-B>T;    A-\'B>Ti 

A-k-B^T;  A-^B>T,  &c.  B -i- B -\- B  >  2C. 

De  ces  dernières  conditions,  il  n'y  a  que  B-^B-^B^zC  qui 

H'ii 
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aie  befoia  d'un  mot  pour  en  fentir  la  nécefTité.  Or  cette  condition 
raît  de  ce  que  pour  que  u ,  x  &c  y  montent  en  effet  à  la  di- 
menfion  C,  il  faut  que  la  fomme  des  trois  plus  bas  degrés  auxquels 
li,  X  &CJ  puiffent  fe  trouver  dans  la  dimenfion  C ,  foit  moindre 
que  la  plus  haute  dimenfion  où  ces  trois  mêmes  lettres  puiflTenc 
fe  trouver  enfemble ,  ce  qui  eft  évidemment  néceflaire.  Or  le 
plus  bas  degré  de  u  dans  la  dimenfion  C  eft    C  —  B  ;  celui  de  x 

eft   C  —  ^;  celui  de jK eft  C—^;  donc   C— i5-hC— ^-H 

C:-^B<C,  ou  B-hB-^B>2C. 

Problème    XVIIÎ 

(  S  4 .  )    On  demande  la  valeur  de  N  fifu^x^^  ,  fu^ ,  y  ^/'^ 

{^^,yy^'J^j  z ,». . .  n^  "^  j  ce  polynôme  ayant  les  conditions  maition^ 
nées    (83). 

Nous  allons  chercher  la  valeur   à&  N(\_(u'^ ,  x'^)^f(u^,y^)^ , 

(oc^y  yffj ?] ^ ,  i. .  .nj^,  c'eft-à-dire ,  en  fuppofant  ^=^^  =  &c. 

r=  T.  Il  fera  facile  enfuite,  comme  nous  l'avons  vu  (77)  d'e;i 
conclure  la  valeur  cherchée  >  lorfque  ces  autres  inconnues  auront 
les  expofans  A ,  A  j  &c» 

Concevons  donc  le  polynôme  (\_(u'^,  x'f)^,  fu^f  y^J^  9 
(^^ y  y^ )^'\^}  !•  "Ti)  ordonné  par  rapport  à  l'une  quelconque 
de  trois  lettres  a  ,x  ^y.,  par  rapport  àjy,  par  exemple  ;  ôc  nom- 
mant s  Texpofant  de^  dans  un  terme  quelconque  ,  on  verra  que 
chaque  terme  peut  être  repréfenté  parjy'  x  \_(u'^y  x'fj^,  :^...n — 1]^~* 
"depuis^  ■=  o _,  jufqu'à  ce  que  s  ait  atteint  la  plus  petite  des  va- 
leurs   fournies  par  les  trois  équations   fuivantes     s  -\-  A  =  B  , 

s-\-A  =  B.,  s-{^B=C',  c'eft-à-dire,   jufqu'à  ce    que  s  foie 

égale  à  la  plus  petite  des  trois  quantités  B —  A  ;  B  —  A  ;  C —  B, 

Ce  qui  eft  évident,  puifque  u  6c  y,  par  exemple  ,  ne  pouvant 
paffer  enfemble  la  dimenfion  B,  dès  que  s-\-  A  fera  deveiiu  égal 

à  B',  s  continuant  d'augmenter  x  ne  peut  plus  avoir  pour  expo- 
fant-^,  &  par  conféquent  la  forme  j''  x(^[^/^,  :>f^]^,  y^. . .  n—ij  ^~'' 

doit  changer. 
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Il  fe  préfente  donc   les  fix  cas  fuivans  : 

C—  B<.B  —  A<iB  —  A 

I  II  ê 

C—  £<B~-A<i£  —  A 

£  —  A  <    C  —  B  <.    £  —  -^ 

£  —  A<i£  —  A<iC—  B 

B  —  A  <    C  —  £<.    £  —  A 

B  —  A<£  —  A<C— B 

Premier  Cas. 

(  g 5  •  )  I^^"S  ce  cas,  la  formejK  YC""^?  ^^]^  3  t"  •  «  —  ij'^"' 
Sura  lieu  depuis  j'  =  o  ,  jufqu'à  s  =  C  -^-  B. 

Païïe  s  =  C—  B  ,  elle  fera  y'([_u^,  x^2 ^",1- •'^—1)^"^ 
jufqu  a  s  =  B  —  A. 

Pafle  5  =  ^  —  ^ ,  eHe  fera  y 'flu? " % x^]*^" %i...  n  —  ij^-'j^ 
jufqu'à    s  =  B  —  A. 

Pafle  j  =i— ^ ,  eUe  fera jK ^(^ [z/? -%  x^ - ]C- %  ^ ...  ;2  —  i^r-,^ 

^fqu'à  s  =  A. 

Il  s'agit  donc  de  fommer  i.°  N  ({u^j  x"^^^ }  \.. .  .n — \)  ^—  ' 
depuis  ^  =  o,  jufqu'à  s  =  C  —  B; 

2°  Nflu^,   x^2'^-',l n  —  ij^"   depuis  s  =  C—B 

exclufivement ,  jufqu^à  s  =  B  —  A. 

3°  Nflu?-%  x^2'^-%  7^...n~-if-'  depuis  s=B—A 
exclufivement ,  jufqu'à  s  =  B  —  A. 

4.°  Nflu?-',  x^r'jc-^,  ^...7z—i;^- depuis   s=B-^A 

exclufivement ,  jufqu'à  s  '=  A. 

2Mais  comme  nous  avons  vu  ci-deflfus  (7;  &  7(^  )  que  la  valeur  de 
N([_u-^ ,  x'^^^ ,  ^..  .ri —  ly*  ■^  (  forme  qui  renferme  les  quatre 
que  nous  venons  d'expofer  )  eft  fufceptibie  de  deux  exprefTions  , 
félon  que  A-hA:>B ,  ou  A-{-A<:B ,  il  faut  ,   avant  tout 

que  nous  déterminions  lequel  de  ces  deux  cas  a  lieu  dans  chacune 
de  ces  quatre  formes. 
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Dans  la  première  on  a.  A -{- A  ;>  B  ,  par  h  fuppofition  même  ; 
donc  depuis  ^  =  o  ,  jufqu  a  s  =  C  —  B  ,  on  a  (75) 

.     ^      -^  s  T-s  T-s  T-A-s-l 

1°  :.  NClu    ,.x']    ,  i...n—j)         =  A'>  ...n  —  i)        —N(u...n  —z) 

T-A-s-i         ,  ,  T-B-s-i  A+A-B-\  T-S  s-l 

m-JVyU.,.n-j)      '  +j\,u...n-j)  — Nfu)         '  xN[u..n-i) 

Dans  la  féconde  ,  on  aura  A-\~A'^C — s  depuis  s^=C—B, 
jufqu'à  s  =  B  —  A. 

Car  pour  que  cette  condition  ait  lieu,il  faut  que  s"^  C — A — A; 

or  la  plus  petite  valeur  de  s  (  hyp.  )  eft  C —  5  ;  il  faut  donc  que 
C—B'>C—A — ^  ,  ou  que  ^ -»- J^  >>-S  ,  ce  qui  a  lieu  par  la 

fiippofition  ;  ôc  d'ailleurs  il  eft  facile  de  voir  à  priori  queA-{-A 

étant  >B,A-^A  fera  >  C —  s ,  puifque  C —  s  eft  plus  petit  que  B. 

<_  Donc  depuis  s  =  C — B,iufquks  =  B  —  A,  on  aura 

A      AC-s  T-3  T-s  T-A-t-t 

t.,   ..NÇiu    ,x']       ,^...1 — ij  =N(u.,.n — i)         — N(u...n — ï) 

T-As-l  ,  T-C-i  A+A-C+s-i  T-C-r  ' 

Dans  la  troifième  on  aura  B —  s-+~A^  C —  s  ou  B-^-A^C, 

éc  cela  par  les  conditions  générales  de  l'exiftence  du  polynôme  ; 
donc  depuis  s=B  —  Aj  jufqu'à  s  =  B  —  A^  on  aura 

'  ^      B'S      AC-s  T-s  T-s  T-B-t 

^."..NClw      ,y]       ,i...n—i)        =N(u...n—j)         —N(u...n—\)      • 

,^  T-A-s-i  T-C-^  A+B-C-i  T-C-i , 

'^•N(u.,.n — i^       '         -^N'(u.,.n — t)  —N(u)'       '         ><.N(u...n — x)  • 

Dans  la  quatrième,il  peut  arriver  qu'on  ait  JS — s-^rB—s'^  C — s^ 

ou  B—s-^B—sKi  C-^s  ,  c'eft-à-dire ,  B'^-B—  C>s  , 

ou  B-\-B  —  C<-  s\  pour  favoir  dans  quelle  circonftance  l'une 

©u  l'autre  aura  lieu  ,  on  fera  attention  qu'ici  la  valeur  finale  de  s 
t^  A\\t  premier  cas  aura  donc  lieu  ÇiB  -^B  —  C>  A  i    &    le 

"  *  t  fi  o  ,^ 

fQcond  Cl  B-^  B—C< A. 

Il  fe   préfente  donc    ici  deux  cas  ,  favoir  B  -^  B  —  C>  A , 

&  B-^B  —  C<A,  ou  B  —  A>C—B  &  B^A<C~-B. 

'  n  t,  u  II  s  ,1  II  4 

Dans  le   premier  cas  on  aura  donc  depuis   s  =  B  •—  A  juP 
<5u'à   s  =  A 
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B-i      S-s   C-s  T-s  T-s       ^^  T-B-i 

■4.°..Nl(u'     ,x"    )       ,î...n— ij        :=  N{u , . .  n—-! )        —N(u...n-~i) 

r-B-i  T-C-i  B+JJ-C-s-i  T-C-i 

—N(u...n--\)       "     -hN('u...n—i)  —N(u)<      "  y.N(u. .  .n—z) 

Dans  le  fécond  cas  cette  exprefllon  aura  lieu  depuis  s  =  B  —  A  y 
jufqu'à  s  =  B-^  B  —  C ;  &  depuis  s^=B-hB — C exclufivement, 
jufqu'à  s=A,  ou  emploiera  (75  )  l'expreflTion  fuivante 

B-s       B-s  C-s  T-s  T-s  T-B-l. 

%.  ...N[(u>      ,«"     )       ,^..n — 1]       =N(u,..n — i)        — N(u..,n — \) 

T-  B-ï  T-B-B  +S-Z  . 

'-  N  (u ,.  .n — \)        "       +N(u...n — \)        '      "  J 

fommant  donc  ces  quantités  dans  les  intervalles  que  nous  venons 
de  déterminer,  ôc  ayant  égard  à  ce  qui  a  été  dit  (  75  )  on  aura 

fi  B^A>C^B 

A        A  B  A        A  B         A     A  B  C  T 

•^('[C"    7X')    ,(u     ,  y"  )',  (x  '  y  )■]    ,i...n) 

T  T-A-i  T-A-i  T-A-\ 

^iN(u...n)      —N(u...n)  —N(u...n)        '         —N(u...n)      " 

T-B-i  T-B-2.  T-B-z 

-\-N(u.  .  .n)  -^N(u...n)        '        -k-N (u.  ..n)         '' 

A~hA-B-i  T-B-J  A+A-B-l  T-3-i 

^-N(u)  •         xN(u...n — \)  — N(u)        "    '       y.  N(u .  .  .n—i)      > 

,  A-irA-'3—\  T—B  —  i 

m-  N(u)  '        "       "  xN(u.,.n'-i)         " 

T—C—-}        ,,       A  +  A+A  —  C—i      ,,^  T—C  —  » 

V  A+A  —  B-^1  ,,  B  +  B  —  A  —  C  —  z 

-i-(h(u...i)  ■  '\-N(u...z)'        "       " 

A  +  B  —  C—i  A+B—C—i  ^^ ,  r— C—  1 

—  îiCu)'       ■  xN(u)         "  )X  N(u...n-~z) 

&  fi  B--A<C'-^B 

A       A    B  A        A   B  A     A    B   C  T 

N([(u    ,x')     y  (u    ,  y")'  y  (x  '  y"  )"]    ,î...«j 

T  T—A—i  T—A—i  T—A-^1 

^N(u...n)    ^N(u...n)  ^N(u...n)        •       —N(u...n) 

T—B—i  T—B—z  T— B— 2 

•^lS(u,..n)  •+■  N(u..  .n)  '  -\-  N(u...n)  " 

A+A-B-J  T-B-l         ,^,     A+A-B-i      ^^  T-S-t 

m^N(u)  '  xAY«...«— i;  —N(u)         "    '      xN(u...n—j)       ' 

»,,     A  +  A—B  —  l  T~B—l         ,^^  T+A  —  B-B^i 

.—  N(u)'^"       "         xN(u...n~i)  "        -h  N(u.. .71)        "      '       " 

T—C  —  -i  T—C—z 

'—N(u...n)  '  ^N(u...n) 
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Second  Cas, 
C—B<B-^A<ZB—A, 

(  8  ^0  Ce  fécond  cas  fe  fubdivifera  comme  le  précédent  en  ces 
deux  autres  B  —  A>  C —  B  &lB  —  A  <C  —  B  ;  mais  comme , 

d'ailleurs ,  il  ne  diffère  du  précédent  ,  que  par  le  changement 
de  B  en  B ,  de  A  en  A  &  réciproquement  ;  ôc  que  ce  change- 

ment  n'en  apporte  aucun  à  la  valeur  du  nombre  des  termes , 
ainfi  qu'il  eft  facile  de  le  vérifier  ;  il  s'enfuit  que  les  deux  va- 
leurs que  nous  venons  de  trouver  pour  le  cas  précédent  ,  fonj 
jégalement  applicables  à  celui-ci, 

Troîjième   Cas, 
]  B~^A<C  —  B<B—A 

(870  Bans  ce  cas  la  forme  j^'(^[zz'^,  a:^]  ■",  l--'^ — i^^"' 
^yra  lieu  depuis  j  =  o ,  jufqu'à  s  =B  —  A. 

Paffé  s  =  B  —  Ay  la  forme  fera^  f  [«?"%  x^2^,  ^. .  .n—ij'^-'g 
jufqu'à  s  =  C  —  B. 

Paffé  s  =  C—  B,  elle  feray  f [//?- ^ ,  x^}^"' ,  ^. . .  «— ij^-*j 
jufqu'à  s=  B  —  A. 

Paffé  s  =  B^A,  elle ferajK' flu?' ^x^-'^'^i... «—  ij ^- % 
jufqu'à  s  =  A. 
Or  puifque  ^  H-^  >  5 ,  on  aura 

'N([u    ,x']    ,^.,.rt— i;  =N(u...n—i)  —  N(u...n-^x) 

>,^  T-A-s-i        ,^^  T-S-s-z  A-i-A-B-t     ,,  T-S-s-Ii 

—N(u...n—-i)       I         +N(u...n—i)  -~N(u)         '  xN(u...n—i) 

Depuis  s==  B  —  A  exclufivement  ,  jufqu'à"  jr=  C —  B ,  on  aura 
S  — s  ^  A  >B,  ou  s<A-^B  —  B.  Car  la  plus  grande  valeur 
de  5,  dans  cet  intervalle  eûC—B,  or  C—B<A-hB  —  B, 
puifque  par  les  conditions  de  l'exiftence    du  polynôme    (85) 
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Donc  depuis  S=  B  —  A  exclurivement ,  jufqu'à  S=  C —  B  , 
on  aura 

B-s       A3  T~s         ,.^  T-s        ^,,  T_B_r 

JVf[,>'        , --v  ■  ,)     ■,\...r.—  ^  )  =  S  ^u...n—l)  —hl(u...n^l) 

T-A-s-l  .  T-B-s-i  A-i-B-B-s-i  T-Bsl] 

'—N^u,..n—ij       '  -f- A:  <<  .  .  .  n— I  j  — t\{u)  ■  xA«..:i— zj  < 

Depuis  5  =  C  —  B  exclufivement ,  jufqu'à  s==B  —  A ,  on  aura 
B  —  s  -hA>  C—s,  c'efl-à-dire,  B  -^  A>C;  donc 

B-s       A   C-s  T-s  T-s         ,,,  r-fl-H 

■A'([(u       ,.-v)       ,î...;2— i]       ;  =  A..v...n  — i;        _A\z;...«— g 

r-^-s-i  T-c-1    ^.,  ^-1-B-c-i  r-t-ï, 

—  A'fi/...n— ij        ■  -hA'<a...n— I,)  _-N(i/j'      '  X  A,,"...?!— i;  < 

Depuis  s  =  E  —  ^  exciufivement ,  jufqu'à  ^  =  ^  on  aura 
B  —  s-hB  —  s>C  —  s,  a  E  —  A  >  C  —  B  ;  mais  Ci 
B  —  A<C  —  B ,  on  n'aura  B  —  s -^  B  —  ^> C—  s  que  depuis 
s^B  —  A,  jufqu'à  s^B-^B  —  C;àc  paffé  ^=  -B-+-^  — C, 
çn  aura  B  —  s  -^-B  —  s  <iC  • —  s. 

Donc  Çi  B  —  A  >  C  —  5  ,  on  aura 

B-s         B-s   C-s  T-s  ..^  T-s  T-B-l 

f\([(u'       ,x        )         ,^...«—1]         )  —[\[u...n— \)         —N(u.,,n—ï) 

T-B-i  T-C-i      ^.      B+ii-C-î-i  T-C-r 

—  N(u...n—î)  -hNCu..,!! — i)  — A\'0        "  xN(u..,n—i)  i 

jufqu'à  s  =  A. 

Mais  fi  B  —  A  <^C-^  B  ;  cette  exprefTion    n'aura   lieu  que 
jufqu'à  s==  B  -h  B  —  C  ;  Sx.  paffé  ce  terme  ,  on  aura 

_.^     ,    B-s       B-s    c-s,  T-s  ^.  T—s  T— B— t 

ri([(u'        ,?:        )  :i...n — :]         )   =A(u...n  — 1_)  ~N(u,..n—i)        < 

■       K^r  T-B-i  T-B-H  +  s-i 

•—  is  (  u  .  .  ^n  —  \)  ■+-N(u...n — ij 

Sommant  donc  ces  différentes  expreflions  dans  les  différens  inter- 
valles où  elles  ont  lieu  pour  chaque  cas ,  on  trouvera  que  fi 
JB  —  A'^C — B,  on  aura 

^.,,,    A        A    B       ^    A       A   B  A        ABC  T— ») 

hiÇliu     ,  X     )     ,    (u     ,y),(x-,y)'],-{...n) 

■^  KT  r  ,^        .r  .  T—A  —  i  T—A—i  .^  r— yî— r 

ezzN  (u  ...n)      ^N(u  ...n)  —  N  (:t .  . .  n)  —  ^  (u  .  . ,  n) 

<^  N  (  u  ,  .  .  nj  "    -i-  N(  u  ,  .  .  nj        -  '        '    ^N(u.  .  .n)     "*  î"^" 

l 
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A^A-B-i  T~B~i         .   ^     A+A-S-i       ,^  ^  T-S-ï 

^N(u)       ■  xAT«...«— i;  -N(u)  '        xNru...n--r) 

-U^. >'*'-'-'  >^N(u -./-'-VjVf....,/-^-^— "-' 

+Jvf./*^+'-î^-'-'  X  Jvf,,...,-;  "■"'--  /Vf». . .-.)  "■-'-'-  iv  ,>. . . ,;  '^''-' 

R  ,  D  ^  /-.,  B+yl-C-1  A+B-C-l  B+B-A-C-ï       ..,  T-C-r 

Et  11  B  —  A  <^C  —  E ,  on  aura 

//  rr  f 

A        A    B  A         A    B     ^     A       A     B   C  T 

.    .  N(l(u    ,x')    ,   (u    ,   y'  )■  ,  (x^  ,y    j     ]    ^^...n) 

T  T^A—i  T—A—i  ,  T—A-^S 

S^NÇu...n)     -~  N  (u...n)  —  N  (u.  ..n)  ^  N  (u...n) 

t  r— B  — 1  T—B  —  2.  T—B  —  z 

-irN(u...ii)  -^N(u...n)         '         -i-N(u...n) 

A+A-B—i  T—B—ï  A+A—B—i  T—B—l 

w~N(u)  xN(a...n~.\)  —N(u)        "     '       y.N(u..  .n—i) 

A  +  A-B  —  i  T-B—i         .,,  T-hA—B  —  B  —  x 

—  N(u) X  N(u...n—i)         ■■         -^N(u...n) 

T+A-B-B-z  ^  T-C-3  ,.,  T-C-t 

■•i-  N(  it.  .  .n)  "  —N(u...nj  —zA,u...n) 

A  +  iB  +  B  +  B  —  -iC—i  ,  r-'C  —  z 

^N(u)^  '  ■■  xN(u...n—z) 

A+B—C—z  B+B—A—C—i  ,     yî+B— C— I  T— C— I  ■ 

P-iN(u...r)-      ■  ^N(u)       '     ■  xN(u)'  1x  jV(u  ...n-i) 

Nous  obferverons  ici ,  que  ces  deux  rcfultats  ne  font  pas  tek 
qu'on  les  trouverait  immédiatement,  par  ce  qui  a  été  dit (  73  )  i 
mais  qu'ils  ont  éprouvé  quelques  réductions  dont  voici  l'efprit. 

Dans  l'application  immédiate  de   ce  qui   a  été  dit  (73)>  on 
trouvera  des  réfultats ,  tels   que  fn  —  iJxNfu.,.nJ^~'-~'* 

Ce  dernier  terme  n'efl:  -autre  que 

T-C-z  T-C-Ti 

^  (T—^—B—i)xN(u...n—jj  ^-^  (T—C^z)xN(u  . .  .n—^) 

T—C—z    ^  T-C-z, 

^(A+B—C—\')xN(a...n-i)  .  Or  —(T—C—z)  xN(u...n-i) 

T~C-x       1  •    r  T-C-Z 

—  _  nN(u  .   .  ,n)  j     la   quantité    (n—  1)  x   N  (u  .  .   .   n) 

■^N(uy^^~'^xN(u...n  —  i)'^~'^~''^^    réduit     donc     à 

r— c— 5  T—C—%  T—C—z . 

(n-i)xN(u...n)  —nN(u...n)  '  ^(A+£—G—i)xN(u...n—\)  » 

-  c'eft-à-dire,  z  —  N(u...n)^~^~'^+(A^B^c)xN{u...n—i)  ~ 

*         •-^(«...Ti-.ij^"*'''^  Remarquons  de  plus  que  n(u,  ..n) 
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J^N(u...n  —  i)'^~^~'  =  N'u...n)'^~'^~'--,^^-^OMi   aurons    enfin 

T—C—l  A+B  —  T  ,  T—C—1. 

(n—j)xl^(u...i!)  -i-N(u)'       ■  y.N  (u  .  .  .n  —  \) 

T—  C—-.  T—  C  —  i. 

T=  —  A-(u...n)  ^  (  A  -^  B —C  )   y.N  (u  ...  n—\  ) 

T-C-i  A  +  B-C-i       ,,  ,  T-C-^^      (^    . 

=:  — N(u...nj  -f-  A';«J  '        '  xA(u...n— i;  •    ^t,L 

exemple  fuffit  pour  faire  trouver  les  réduclions  que  peuvent 
avoir  fubi  tous  les  réfultats  des  différents  cas  que  nous  par- 
courrons. 

Quatrième  Cas. 
B  —  A<,B  —  A<C—B. 

{S^')  Dans  ce  cas  \^£orm& y' (lu^,x^:\^,i..  .n—  i)'^'*- 
aura  lieu  depuis  5=0,  jufqu'à  s  =  B  —  A. 

PafTé  s=  B  —  A,  elle  fera  jy  YC  " '  "' ,  x^J^  ,1. . .  n—ij^-* 
jufqu'à  s  =  B  —  A. 

Faffés^B  —  A,  elle  fera  y  {'lu?-%  x?.-'J^,i. .  .n—xj'^-* 
jufqu'à  s  ■=  C  —  B. 

jufqu'à  s  =  A. 

Or  puifque^-H^>»B,  on  aura  depuis  s  =  Oj  jufqu'à  s=B — A 

,   ,       A       A    B  T~s  T-s  T-A-t-l 

N(lu     ,x     ]    ,  i...n—j)         =N(u., .71 — TJ         —  N(u...n—i) 

T-A-s-i  T-B-s-z  A-\-A-B-i  T-B-s-t  ■ 

^■N(u...n-j)      '  +N{u...n-i)  -  ^'yu)  y.N[u,..n--[)  • 

Depuis  s=B  —  A  jufqu'à  s=B  — A ,  on  aura  B —  s -^A'^B  , 
ou  s  •^C.A'^B  —  5  ;  car  la  plus  grande  valeur  de  s  dans  cet  in- 
tervalle ,eft5  —  ^;or  B—  A<iA'\-B-^B;  caf 
A-^B>C  (83  );  donc  A  ^  B  -^B>C—B;  or  (  hyp.) 
C—B>B'-Ai  donc  A-hB  —  B>B  —  A. 

Donc  depuis  s  =  B  —  A  ,  jufqu'à  s—  B  —  A ,  on  aura 

,,,^   B-i        A    B  't.,  ^  T-s  T-B-l 
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T-A-i-J        ,,,  T-B-^s-i  A-+Ji—s—ï  T-B-s-r. 

»^A  (u„.n-ij  -i-A^[u...n-i)  —  IV(u)  '       >  x  Nji...n-i)  ». 

Depuis  s  =  B  —  A  ,  jufqu'à  s  =  C  —  B  ,    on    aura 

B  —  5-hB  —  s>  B  ,  ou  s  <  — i ;  car  la  plus  grande  valeur 

fl  -h  P—B 

èQs  eu  C—  B  ;  or  C—B<- — ," —  y  ou  2C'<i?  4- 5h-B,  (  83  ). 
Donc  depuis  s  =  B  —  A  ^  jufqu'à  s  =    C  —  B  ,    on    aura' 

^,,  ,     ^-^        È-s    B  T-s  T-s  ^  T-S-i 

T—B—i  T—B—i—z       ^^     B-hB—B—is—i  T—B—s—i 

r-IV[u,.,n-ï)  +A\u..n-i)  —JV(u)'      ■■  yA"u...n-iJ 

Depuis  s  =  C  —  B  jufqu'à  s  =  A ,    on  ,    ve^ra  en  raifonnanc 
comme  ci-devant^  que  fi  5  —  A>C  —  By  on  aura. 

B-s        B-s    C-s  T~s  T-'S  T-B~f 

N[(u'      ,  X''      )        ,î...n  — i]         =i:N(u  .  .  .  n—\)         —  ]^(u...n—ïj 

r-B-i        ,   ^  T-C-T.  B+B-C-s-1  T-C-l 

=— A^^«..,7!-r>         •       -i^  N(u.,:n-i)  —N(u)'  y.  N''u..,n-î)  » 

Mais  fi  5  —  A<CC — B  ,  cette  exprefiion  n'aura  lieu  que 
jufqu'à  s=  B  -4-  B  — C  j  &  depuis  s  =  B  -i-  B  —  C,  jufqu'à 
s  =  A  ,  elle  fera 

,^    ^  B-s       s- s   c-s  t~s  t-s  T—É—t 

N  [(u  ■       ,  X  '       J         ,  i  .  .  .  n  ~  i-\         =  A'Y  "  •  •  •  "  -  1  y  —  N  (a  . . .  n  -  X  ) 

.T—B—i  T—B—B-i-s—i 

_^-r-N(u,..n—ij  4_  JVfu  .  ..-T -- i^ 

Sommant  donc  ces  différentes  quantités ,  dans  les  intervalle3 
pour  lefquels  elles  ont  lieu  ,  on  trouvera  que  fi  B —  A  >  C —  B  ^ 

on  aura 

.,,,..    A        AB^AAB  A       A     7.    C  T 

■^  ,(  t  '  "     -,  X     )     ,  (u     ,  X    )     ,  (x  ■  ,  y     )  ■■-\    ,    X  •  '  .n) 

,..  T  T-A—i  T—A-1         .    ,  T-A  —  l 

=   N(U,,.-,n)     —A(u...n)  ~N(u,..n)  —,N(u,..n) 

T-B-i  T-B-z  ,_  T-B-z. 

-^   N  (  ù  ,  .  .nj  -i-  N  f  u  .  ..  n)  -+-  A  ,  u. ..  nj 

,,  .        A-(.A—E—i  T—B—J  A+A—B—l  T—B—l 

—  iv(uj         '  xN(A.,.n-ij  — A'[iij         "     '        X  h\u.  ..:'-^  ) 

.,,       A-^-A—B—-\  T—B—i  T+A—B—B—i 

-~//(uj-  ,       xN(ii..  .n-T  )  +N(u  ...n) 

,     ,.,      t-       T-i-A  —  B  —  B  —  z  A-i-iB  +  B  +  B-'iC—t  ,  T-^C  —  t 


EQUATIONS    ALGÉBRIQUES.         <^^ 

T—C'-i  T—C  —  i 

—  A'  (u  .  .  ,  n)  —  zA^  (u  ,  .  .  7i) 

Et  fi  B  —  A  <  C  —  B .  on  aura 

Il  u  $ 

^     ,     ,    A        A    B  A       A    B     ^     A        A    B   C  T 

N  (l(u    ,  X'  )    ^  (  u     ,y  '  )    ,  (x  •  ,  y    )    ]    ,   7_.  .  .  n) 

T  T—A  —  i  T—A~i  r— -4— 3 

^si  N  {U  .^.n)     —  A'  (  u  .  .  ,n)  —  N  (  n  ..  .n)         '  —  N  (u.  .  .  n)-      •■ 

.    ,  T— S  — 1  T—B  —  z  T—B  —  z 

~i-Ai^u...n)  -\-N(u,..n)  '        -\-  N  (  u  . .  .  n  ) 

i,  .       A-JfA—B~ï  T~B—l  _       A  +  A—B—l       ,,  T—B—^ 

^•'NCu)  y.N(u...n-s)  —N(h)         "     ■       xN(u..  .n-i) 

A+A—B—i  T—B—l  ,  T+A—B—B—t 

*-  N(u)-        >■      ■'       xN  (  u  .  ,  .   n-  1  )        •■       -i-N  (  u  .  .  .  n) 

T  +  A  —  B  —  B^z  ^  T  +  A  —  B  —  B  —  T, 

•i-   N(  u  ,  .  ,  n)  •  "  -\-  N  (u  .    .  .n)  "       '       >■ 

,    ,       E-^B  +  B—iC—i  T-^C—z 

-^-zN(u)     ^■^■'  xN(u...n^i) 

m.A{u..,i)        I     »  xN(u...n-i)  —N(u,..n)  '^iN(u,..n)  0 

Cinquième  Cas. 
B—A<C^B<B  —  A. 

lit  / 

(  S  9'  )  Ce  cinquième  cas  fe  fubdivife  auffi  en  ces  deux  autres 
B  —  A>C—B  &  B  —  A<C  —  B.  Mais  comme  il  ne  diffère, 

d'ailleurs,  du  troifième  cas,  que  par  le  changement  de  5  en  5, 

de  ^  en  ^  &  réciproquement ,  il  s'enfuit    que  pour    avoir  l'ex- 

preiïion  du  nombre  de  termes  cherché  ,  convenable  au  cas  a£tuel  j 
il  n'y  a  qu'à  changer  dans  celles  du  troiiième  cas ,  J5  en  ^  ,   ÔS 

A  en  A  Sx.  réciproquement. 

Sixième   Cas, 
B  —  A<B^A<C—E. 

Il  I  t 

'^O.)    Ce  fixième  cas  fe  fubdivife  aufll  en  ces  deux  autres 
B  —  A>C^B  &c  B—A<C'-B.  Mais  comme  il  ne  diffère . 
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d'ailleurs,  du  quatrième,  que  par  le  changement  de  E  en  5  ,  de 

y^  en  ^  &  réciproquement ,  &  qu'il  eft  bien  facile  de  voir  que  ce 

changement  fait  dans  les  deux  exprefllons  propres  au  quatrième 
cas,  n'en  occafionne  aucun  dans  leur  valeur,  il  s'enfuit  qu'elles 
ont  lieu  aufTi  pour  le  fixième  cas. 

Récapitulation  SC  Table  des  différentes  valeurs  du  nombre 
de  termes  cherché  dans  le  Polynôme  précédent ,  ainfi  que 
des  rapports  des  grandeurs  des  quantités  auxquelles  ces 
valeurs  font  relatives. 

(91.)  Si  on  compare  entre  elles  les  conditions  auxquelles 
chacune  des  expreffions  que  nous  venons  de  trouver  peuvent 
avoir  lieu  ,  on  verra  qu'en  ge'néral  la  queftion  fe  fubdivife  eri 
douze  cas.  Mais  fi ,  pour  abréger,  on  repréfente  par  P  la  quantité 

^(l  (a^,  x^)  ^  ,  (u^  ,y^)  ?  ,  (x^^  ijV^l  '^,i...nJ^,on  peut 

voir  facilement  que  P  n'eft  fufceptible  que  de  huit  valeurs  diffé- 
rentes ;  enforte  qu'il  ne  faut  véritablement  diftinguer  que  les  huit 
cas  fuivans ,  auxquels  correfpondront  les  valeurs  de  P  fuivantes. 
Comme  ces  différens  cas  déterminent ,  à  proprement  parler,  autant 
de  formes  différentes  ,  puifque  leur  expreffion  eft  celle  des 
conditions  auxquelles  le  polynôme  peut  avoir  telle  ou  telle  va- 
leur pour  le  nombre  de  fes  termes ,  nous  leur  donnerons  le  nom 
de  Forme, 

Première  forme. 

C—B<B^A',C—B<B'-yî;  C—B<B  —  /!. 

,  Il       i  I       II       II 

(92).  Pz=N(u...n)  ''^—N(u...n)  ^~^~'  -AXu...n)  '^~f~^  ^N(u...n)  ^~"~* 

T—B  —  i  T—B  —  i  T—B  —  i 

-i-N(u...n)  -^N(u...n)         '         -hN(ii...n) 

A+A—B—ï  T—B—l  A+A—B—i  ,  T—S—t 

m~N(u)        '  xN[ii...n-iJ  —N(u)        "     ■       xN(u...n-i)        • 

A  +  A—B  —  t  ^  T—B—i        .     ^  T—C—i 

~-N(u)'        >■       "         X  JV(u...n^-i)        "       ~-N(u...n) 

.    ,     A  +  A-^A—C~-i         ,  T—C^i        ^  .,,  A  +  A  —  B~l 

^  JVr,/)         ■       •■  xN(u...n-j)  -hlN(u...i) 

'-     ...  S+B-A-C-i       .,     A+B-C-i         ,     A-j-B-C-j        ..^  T-C-1, 
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Seconde  forme. 
C-^B<B-^A  i  C  —  B<B—  A;  C^B<B--J, 

{^  ^,)  P=N(u...n)     —N'u...n)  ~N(u...n)    ~~  —N(u...n)    " - 

T—B—T.  T—B-'i  T~-B—z 

^  N  (  u  .  .  .n  )  ■+-  N  (  u  .  .  .  n)        '        +  N  (  U.  .  .    .  n  ) 

A  +  A—B—i  T—B—t  ^     A  +  A—B—i  T— B— I 

—  NCu)  X  A  'u...n-i)  —N(u)         <•      ■        y.  N(u  .  .  .n-i)        ' 

.,,       A  +  A—B—i  T—B-H  T  +  A—B^B—i 

^N(u)'       "     ■'       xN(u...n--i)        '<       •+-   JV(  u...n  )         "      '      " 

T—C-;        ^^  T-C—z  ^      A+A-i-B-j-B—iC—i  T-C^i 

A-hA~B—i  ,      A+B-'C—î  A+B—C^J  ^  T'-C—i 

H-[A^f«.K.ij        '  ^N(u)'      '  xN(u)       ■■  1x  N(u...n-  i)  ^^ 

Troijîème  forme, 
C-^B>B  —  A;  C—B<B  —  A;   C—B<B^A, 

\94)-    P  =  N(u...n)     —I^'u...n)  _  N(u...nj         •        ^N(u...n) 

,    ,  T—B—i        ,    ^  T—B  —  z  r— B_i 

•^  N  (u  .  .  .  n)  -k-  N  (u  .  .  .n)  I  -h  N  (u  ..  .n)  " 

A-^A—B—i  ^  T—B—J  A  +  A—B—i  T—B-'i 

—-  A  (u)         '  xN(u...n-t)  — ^(u)         <•      ■        xN(u...n-i)        •      ' 

.      A^A—B—ï  T—S—i  T+A—B—B—z  T—C^t 

1— A^(«^  '     "     "       xN{u,  ..n-j)        <•       -^N(u..  .n)  ■       ^j^/fu.  .  .71)  ^ 

T—C—z  A^A--^3-^B—zC  —  t  T—C-^z 

m-N(u...nj  •^N(u)'        "  ■  xN(u...n--s) 

^B  +  B—A  —  C  —  z  B  +  A  —  C  —  z  .^ 

■Jr  ilv  (u...z) —N(u,..z)' 

A  +  B  —  C—ï       ,  ^     B+B  —  A  —  C—i  T—C—i 

^N(u)'^'  xN(u)         ■'      '  lxN(u....n-z)  % 

Quatrième  forme, 

C'-B>B  —  A,-    C—B<B  —  ^j   C—B>B—A, 

•  //        /  -       //       „ 

T—B  —  z         .^^  T—B  —  z  T—B—z 

+  N  (  u..  .nj  -i-  N(  u...n)  '         -i^NCu...?:) 

A-i-A-B—l  ^  T—B—t  A+A—B—i  T-^B-%} 

>^N(u)  '  xN(u...n-i)  —N(u)  '■       '        xN(u...n-i)        ' 

...      A-+A-B—I  T—B—r  T+A—B—B-z  ^  T+A-B-B-z 

m~N(u)  "       xN(u...n-i)        '■        •i-N(u...n)  +N(u...n)        '■     ■       ' 

r  »,,  A+B-~C—z        ,    ^     B+B—A—C—i  A+B—C—i  ,  T— C->r 


T~A—i 
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Cinquième  forme. 

9  li  I  I  il  „ 

{^6.)  P  =  N(u...n)     —N(u...n)  ^ —N  (u  . .  .n)'^~''^~^  —  N  (u. .  .n) 

T—B—2  J—^—i  r—B—i 

■      -h  N  (u  .  .  .  n)  4-  ^(u  .  .  ,n)         >  -f-  N(u  . .  .  n)         " 

.    ,      A-^A  —  B—\  ^  T—B—i  A  +  A—B—i  T-^B—i 

•~-N{u)  '  X  N(u...n--!)  +1^(11)  "     '       X  N(u  ...n-\) 

A+A—B—l  T—B—i  T+A—B—B—z  T+A—B—B—i, 

—  Nia)'      '•     "       xNiu...n-i)         "       -i-N(a..,n)  '       ■i-N{'u...nJ        ' 

T-C-î  T—C—i       ^^^     A+zB+S+B~lÇ~i  T^C—Z, 

'^A{u.,.n)  —zN(u...?i)  +^(ii)«  -  xîs(u...n-t) 

.rxr-  B  +  B~A—C—z  B  +  B+B~iC-z  T-C— i 

,     4-lN{u...i)'       "      "  ^N(u...j.j        ■■       .'  lxl\(u..,n~z) 

Sixième  forme. 
C'-B>B^Jj  C—B>B^Ai  C—B>B—A. 

'  tt  *  I  ti  et 

T  —  B—z  T—B—z  T—B—t- 

-hN(u...n)  -\-N(u.,.n)         ■  -i-N(u...n)         " 

,.,     A-^A—B  —  i  T—B—i         ^_     A:^A—S—i  T—B^t 

f^hCu)  <  xN(u...n-T)  —  K(u)         "     •       xhi  (u...n-\) 

A-^A-B-1  T-B-i  T+A-B~B-z  T+A-B~B-i 

mBh(u)'       "      "        xh(u...n-\)        "        rhN(u...n)  '        -hh<^u.,.n)        '  " 

...  T+A—B—B—z  ^^^      B+B+B—zC-^i  T~C—t 

'h^(u...n)         "       I       <■       H-zN(u)  '        ""  xN(u.  ..n-i) 

B  +  B  +  B—zC—l  T-C-i  T—C—X  T~C—P 

t!*lS(u,..z)  '      "  X  N  (u...n-z)  —N(u...n)  ■^iN(u...n)  « 

Septième  forme, 
■C  —  B<B-'J;    C-^B>B  —  A i    C—B<B—A. 

'  f  I  t  II  et 

T—3—Z  T—B—z  T—B—z 

-t- N(  u  .  .  .n)  -i- I\'(  u  .  .  .  n)  •  +]\(u.,.n)  " 

Ari-A—B  —  i  T—B  —  i        ^  A  +  A—B  —  i      ,.  ^  T—B  —  t 

f^A(u)  '  X  I\  {u.,.n-i)  -rN(u)  "       '         xA'(ii..,n)  ' 

.,,     A  +  A—B—1  T—B—i        ^,  T+A—B—B—z  T—C—i 

—  N{u)'        "       "       xN(u...n--i)        ■'        r^A(u...n)  '  »        -~h{u...n) 

T—C—z  A+A+B+B—zC—x  T—C—z  ,.   -  B-irB-A-C-i. 

^h(u...u)  -i-h'(u)         ''  "  xS(u...n^-!)  ^[h(u...z)'       '" 

B  +  A-C-z  ,      A  +  B—C—l       ^.,      B-i-B-A—C-\^       ...  ^^"^'^~^ 

t—]S(u,..z)"^  ^hi(u)-         ■•  xh(u)         •  Jxh(u...n-i) 

fluitièni^ 
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Huitième  forme. 
C^B<B  —  A;C  —  B>B  —  A;    C—E>B  —  A. 

T  T—A—i  T—A—i  T—A—T, 

{^^.)  Pz=K(u...n)    —N(u.. .71)  —N(u...n)  —N(u...n)       " 

T—B—i  T—B—i  T—B—i 

.^h-(u...n)  -hN(u...n)  •  •+-AY"-..nj 

A  +  A—B—1  T—B—l  A+A—B—i  T— S— I 

—  NCu)  '  xN(u...n-i)  —AY^;  '       '        xS(u...n-i) 

A+A-B~l      ,  T-B-l       ^.^  T+A-B-B-i  T+A-B-B-i. 

^N(u)  '      "      "        xA(u...n-j)        '■        +A(u...n)         '  '•       -i-K^u...n)         "     !     " 

T—C—X  T—C—z  A+B  +  iB  +  B-lC—i      ^_  T—C^i. 

m^N(u..n)  ^—iN(u...n)  -t- A"  r«J  '       '  xh(u...n-i) 

A+B~-C—i  B+S—A—C—i  A+B—C—1         ..  ,  T— C— i 

m-lN(u...i)        "  -t-N(u)        <  xN(u)       "  ;\xh  ^u...n-i)  « 

Corollaire. 

(100.)  Donc  &  en  raifonnant  comme  on  l'a  fait  (  77  ),  on 
voit  que  pour  conclure  des  expreflïons  précédentes  la  valeur  de 

ce  polynôme  ayant  les  conditions  mentionnées  (  82  )  ,  il  ne  s'agira 
que  d'ajouter  à  ces  expreflïons  les  quantités  —  Nfu. .  .nj'^~/1~''f 

Problème    XIX. 
(  I O  I .  )    Os  demande  la  manière  de  déterminer  la  valeur  de 

N(C(uA,  X^)«,  (u%yi>)?,(xA,  yA)B-]C^2A_^l^)T^     /^^y^^^ 

quelques-unes  des  conditions  nécejfaires  à  Vexijlence  du  polynôme 
(C(u-Sx*)%  (uA,yA)B^  (x^,y,'^)^]C,  ^..  ./z)T  n'ont 
pas  lieu. 

Cette  recherche  n'intérefTe  pas  l'efpèce  d'équations  que  nous 
avons  en  vue  actuellement  ;  mais  elle  eft  néceflaire  pour  les 
claffes  ultérieures  d'équations  incomplettes. 

Nous  nous  contenterons  de  parcourir  quelque  cas  ,  pour  faire 
voir  comment  on  doit  s'y  prendre  dans  tous  les  autres  cas. 

Suppofons  ,  par  exemple,   que  l'on   ait   i^ -h  5-H  J5  <2Cj 

toutes  les  autres  conditions  ayant  lieu  d'ailleurs,  - 

K 
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Il  eil  clair  que  dans  ce  cas ,  les  quantités  u,x  ,  àcy  ne  peuvent 
enfemble  atteindre  à  la  dimenfion  C;  il  faut  donc  concevoir  la 
valeur    de   C  diminuée    jufqu'à  ce    que  B  -i-  B  -\-  B   devienne 

plus  grand  que  le  double  de  cette  valeur  ;  c'eft-à-dire ,  qu'il 

s  -h  Ji  +  B  —r 

faut   fuppofer    C  ==  ! 1 ,    r  étant    o   ou  i    félon  que 

£  -H  5  -h  B  eft  pair  ou  impair. 

Alors  pour  déterminer  la  valeur  de  .P  (  P  repréfente  le  nombre 
des  termes  du  polynôme  ci-defTus) ,  on  examinera  quels  font  les 
rapports  de  grandeur  des  quantités  B  —  A ,   B  —  A ,  B  —  A  ^ 

C — B  èc  C  —  B  y  c'eft-à-dire,  des  quantités  B  —  A,  B — A  , 

B-hJi  +  ri—r  ]R  +  B  —B  —  r  B  +  B  —  B—r 

B — A, '—^~ B,ou- — '—^ &  — '—^ — .   Et  l'on 

B-hB-h  B—r 

fubftituera  pour  C,  fa  valeur  __! '1 ,  dans  celle  des  exprelllons 

trouvées  dans  le  problème  précédent,  à  laquelle  ces  rapports  de 
grandeur  conviennent. 

Si  on  avoit ,  en  même  tems  ,B-l-B-f-5<2C;  ôcA-i-B<Cj 

alors   on    voit    d'abord  qu'il    faut   diminuer  C  jufqu'à    ce    que 

B  +  B  +B  —  r 

C  =        '     "         Mais  en  vertu  de  ce  que  A  -h  B  <C  ,    il   faut 
diminuer  C,  jufqu'à  ce  que  C  =  A  -{-  B  ^   on  fera  donc  C  égal  à 

la  plus  petite  des  deux  quantités '. 1 ,  Qc  A  -i^  B.  Si  on 

avoit ,  en   même    temps  ,    B~hB-+-B<2Cj    A  -i~  B  <  C  ;■ 
A~hB  <C;  on  égaleroit  C  à  la  plus  petite  des    trois  quantités 


,  A-^B  ,  A-^P. 


Si  on  avoit  B  -\-B-hB<2C ,  A -h  A<B  ,  on  feroit  d'a- 
bord B=^  A  -hA  ;  &  alors  riA  +  A~{-B~^-B>2C,  il  n'y 
«ura  pas  d'autre  cliansement  à  faire  :  mais  fi^-+-y4-hB-f-jB<2C, 

A-^-A  +  B  -+-B  —  r 

fp-  fera ,  en  outre ,  C  = ' '^-^ —  >  ^  ^^^^'^^  °  ou  i  félon  que 

A -jr-  A  -^  B -h  B  eft  pair  ou  impair. 
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Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  voir  ,  comment  on  doit  s'y 
prendre  dans  tous  les  cas. 

ProblèmeXX. 

(  10  2.)  Soient  un  nombre  n — i    d'équations   de   l a  forme 
([(u^;  x^)Y,  (uSy?.)!',  (xV,  y-')'']',  z,?;...n)^=o 
ayant  les  conditions  géne'rales  mentionnées  {  S  ^  )  ,  ^  renfermant  ufi 
nombre  n  d'inconnues.    Soit  de  plus 

([(u-Sx->)B,(u-%y^)?,  (x^y^,)î?]S  z,^, .  . .  n  )  ^ 

un  polynôme  y  ayant  les  mêmes  conditions  générales  ^ù  les  conditions 
particulières  qui  déterminent  l'une  des  huit  formes  expofées  (p  1  &  f.  ). 
Suppofons  de  plus  que  ce  polynôme  foit  tel  qu'en  mettant  A  —  a' 
au  lieu  de  A  ;  A  —  2!  au  lieu  de  A  ôcc  ;  B  —  \>'  au  lieu  de  B  ; 

B  —  b',  au  lieu  de  B  &c.   C  —  c'  au  lieu  deC  ;  T  —  t'  au  lieu 

de  T  ;  le  polynôme  fdtisfajfe  à  ces  mêmes  conditions.   Qu'il  en  foit 

de  même  ,  en  mettant  A— a".  A—  a",  ôcc.  B  — b",  B  —  b",ôcc.  &c.  ; 

au  lieu  de  A^A,  ôcc.  B  ,  B ,  ôcc.  ôcc.    Qu'il  en  foit   de  même  en 

mettant  A  —  a'—  a",  A  —  a'  —  a",  Ôcc.  B  —  b'—  h\  B  —  b'— b", 

&c.  ôcc.  au  lieu  de  A  ^  A  y  ôcc.  B  ^  B  ^  ôcc.  ôcc.  6*  ainfi  de  fuite  :  on. 

demande  combien  ,  à  l'aide  des  n  —  i  équations  ^  on  pourra  faire  dif- 
paroïtre  de  termes  dans  le  premier  de  ces  polynômes  ^  fans  en  in- 
troduire de  nouveaux. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  {60)  ôc  en  raifonnant  de  la  même 
manière ,  on  verra  que  s'il  n'y  a  qu'une  équation ,  le  nombre  des 
termes  qu'on  peut  faire  difparoître ,   eft 

A-a'       A-a'   B  -  b'        A-a         A-a    B -h'    ,    A-d       A-a'   B -b'    C-c'       A-a  T-t' , 

N  (i(u         ,x'>)         ,(u  ,y"    'J  ■     sC:c  '     ■  ,>"'    'J  "    "]         ,^"    '■' .  .  .n)        <| 

Que  s'il  y  en  a  deux ,  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire 
difparoître ,  fans  en  introduire  de  nouveaux  ,  eft 

_^.    ,  A-a         A-a.'    B-b'        A-a        A-a    B-f     ,   A-a'       A-a'   B-f    C-c'      A-a'  T-t 

N(i(u  ,X'')  ,(u  ,  y    '  )  '      '.(X'      '  ,y   ■     ")■'    "]         ,1"     '"...n)  .. 

^,,    ^  A-a'      A-a'   B,-b'        A-a"      A-a"    B-b"    ,   A-a"     A-a'    B-b"  C-c"     A-a"  T-t" 

'-hNdCu        ,x  '    ■  )         ,(u         ,y"    ")'    '^(x'    '  ,y      ')"    "J       ,1-'  •"  ...n) 

.^,    A-a-a"      A-a-a'   B-b-b'   ,   A-d-a"      A-d-à    B-b'-b"    ^  A-d-a"     A-a'-d'  B-b-b"   C-c'-c'     A-a'-d'  T-t'-t' 

•  U([(it  fX  '  >    •  )  j(ii  ^y  .■  „  n  ^,    I    ■  ^(x'  ■     '  ,y'  "  ■■  ;  '  "  "  ]  ,1"  "/  /"  ,„n)  ! 

Kii 
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Que  s'il  y  en  a  trois ,  le  nombre  des  termes  fera  exprimé  par  une 
fonction  longue  à  tranfcrire  ,  à  la  vérité ,  mais  facile  à  imaginée 
après  ce  qui  a  été  dit  {60) ,  ainfi  que  pour  quatre  ,  cinq ,  ôcc. 

ProblèmeXXL 

(  I  O  3  •  )  Les  mêmes  chofes  étant  fuppofées  comme  dans  le 
Problème  précédent ,  on  demande ,  quel  fera  le  nombre  des  termes. 
rejians  dans  le  polynôme  ,  lorfquon  en  aura  fait  difparoitre  tous  ceux 
qu'il  eflpoffible  d'en  faire  difparoitre  j  à  l'aide  des  n  —  1  équations  ^ 
Jans   en  introduire  de  nouveaux. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (  6^0  &  102  ),  &  les  conditions  exigées 
dans  le  problème  précédent  ,  qui  rendent  de  même  nature  tous 
les  polynômes  qui  entrent  dans  l'expreffion  du  nombre  des  termes' 
qu'on  peut  faire  difparoitre,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

n-v  A        A    B         AA3,AA'BCA  T 

d       (K(l(u    ,x')    ,  (u    ,y")',(x',y)':\    ,i".,.n)     .... 

T  C  B  B  B  A  A  A  A  Sic. 

/  .  .  .        /       .       „       .  :':"•"'        i 

1  -«>t",&c.'  -(;>c'',&c,"  -b',-b',&i<:.'  -fc'-ft",  &c.'-ft',-f;",&c.    -fl>fl",&c.    -ji'-û",&:c.    -a^- a'\S«i.'  .a,-a',&iz.J 

Problème    X  X  î  I. 

-y 

(  T04-)    Suppofant  un  nombre  n  d'équations   de   la  forme^ 

(l  (ù%  x?/,  (\x%  yl)"^,  (x%yf,) h]  %  z.^  . . .  n/  =  o  ,  ayant  les 

conditions  générales  mentionnées  (  8  5  )  ^  ù  renfermant  un  nombre  n 
d^inconnues  :  on  demande  le  degré  de  l'équation  finale  refultante  de 
télimination  de  n  —  i  de  ces  inconnues. 

Concevons  qu'on  multiplie  l'une  quelconque  de  ces  équations, 
celle,  par  exemple,  que  nous  venons  de  rapporter,  par  le  polynôme 

{Ifu^,  x^)^,  fu^,y^J^,  (x-^,  y^r)  ?,Y,  T^if.. .  .nj^  qui ,  outre 

les  conditions  mentionnées  (  102  ),  ait  encore  les  mêmes  condis»- 
tiohs  relativement  à  l'équation-produit 

/  [ (u'^+  %x^  +f)^ + \(u^  +  %jK^ '^'y'^ ■*"';> (x^ -*-?,jK^+'y^"+'']^^-%  t-  ■^-" ...n)^+* 

&c  aux  polynômes  qui  peuvent  exprimer  le  nombre  des  termes 
qu'on  peut  en  faire  difparoitre  a  l'aide  des  n  • —  1  autres 
.équations, 
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Alors  tous  les  polynômes  qui  entrent  dans  l'exprefllon  du 
nombre  des  termes  reflans  tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  , 
que  dans  l'équation-produit ,  étant  de  même  nature  ,  [fans  que, 
pour  cela ,  il  foit  néceflaire  que  les  équations  foient  de  niême 
nature,  c'eft-à-dire,  qu'elles  tombent  ou  ne  tombent  pas  toutes 
dans  une  feule  des  formes  expofées  (pi.  &  fuiv.  )  ]  ;  alors,  dis-je,  il 
ne  s'agit  que  d'appliquer  mot-à-mot  ce  qui  a  été  dit  {62).  On  verra 
donc  facilement  que  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale  eft 

A+a      A+a  B+6        ^-f-a      A+a  B-+b         A+a     A+a  B+b  C-i-c      A+a  T+t 

D^^d-NdC^        ,x-<)^  ,(u        ,y     ')'     ',(x'     ',y'    '•)"     ■]      i,r     '"  ...nj 

.     T-\-t  C  +  c       .     JS-hi  ^■+-a,Scc.  i 

'  '  '  f  :  :  :  &c.  :  :  &c.y 

'    -t,-t',Scc.     -c.-Cj&c.      -b,-b,!>:c.  -a^-a,&;c. 

(  I  O  5".  )  Mais  il  fe  préfente  ici  plufieurs  objets  à  difcuter. 

ï.°  Il  faut  rendre  raifon  pourquoi  nous  avons  affujetti  le  poly- 
nôme-multiplicateur aux  conditions  mentionnées  (102);  en  voici 
la  raifon. 

Demander  le  degré  de  l'équation  finale,  c'efl  demander  de 
trouver  une  fon£lion    rationnelle    des  quantités   a  a  a  a,  &c, 

b   b  b;   c;t;   a' a' a' y   ôic.    b' b' b' ;    c' ;  t' ;   a"  a"  f  a!' ,   &c. 

b"b"b";  c"  \t"\  &c.  &c.  indépendante  des  quantités  A  A  A  A,  &c, 

JB  B  B -y  C  ;  T ,  laquelle  fait  l'exprefiion  du  plus  bas   degré  où 

l'équation  finale  puiffe  être  amenée  ,  fans  fuppofei*  aucune  relatiori 
particulière  entre  les  coëfficiens  des  équations  données. 

La  fonction  qui  donnera  D ,  doit  donc  être  telle  que  les  quan-* 
tités  A ,  A  ,  &c.  B ,  B  ,  ôcc.  en  difparoiffent  d'elles  -  mêmes  : 

mais  il  eft  évident  que  pour  que  cette  condition  ait  lieu  ,  il  faut 
que  tous  les  différens  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs 
termes,  expriment  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale,  ou 
la  valeur  de  D  ,  foient  tous  des  polynômes  de  même  nature  ;  car 
s'il  n'en  étoit  pas  ainfi  ,  l'expreffion  du  nombre  des  termes  de 
l'un  d'entre  eux  ,  tombant  dans  une  des  formes  e>:pofées  (p  i .  &  f  ),• 
tandis  que  celle  du  nombre  des  termes  d'un  autre  tomberoit  dans 
une  autre  forme,  ces  deux  exprefilons  ne  pourroient  avoir  la  pro- 
priété de  fe  changer  l'une  en  l'autre  par  le  feul  échange  des 
quantités  a  a  a,  &c.  d'une  des  équations  ;  avec  celles  qui  appar» 
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tiennent  à  une  autre  équation ,  qualité  abfolument  nécefTaîre 
pour  que  le  réfultat  de  ces  difTérens  nombres  de  termes  forme  une 
différencieUe  exade  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations , 
&  devienne  une  fon£tion  des  quantités  a ,  a  ^  a ,  &c.  in- 
dépendante des  quantités  A,  Aj  A^  &c.  Toute  exprefllon 
de  D  dans  laquelle  les  quantités  A  ,A ,  A,  &c.  fubfifteroient , 

îndiqueroit  que  la  forme  du  polynôme-multiplicateur,  ou  des  poly- 
nômes qui  concourent  à  l'expreffion  de  P ,  ne  peut  avoir  lieu. 

(l  06.)  2.°  Puifque  (pi.  ôcfuiv.)  nous  avons  trouvé  huit  expref- 
fions  différentes  de  la  valeur  du  nombre  des  termes  de  l'efpèce 
de  polynômes  dont  nous  traitons  aduellement,il  s'enfuit  donc  que 
nous  aurons  auffi  huit  exprertions  différentes  de  la  valeur  du 
degré  de  l'équation  finale.  Mais  ces  huit  expreflions  de  la  valeur 
de  D  font-elles  toutes  également  admiflibles ,  ou  bien  appartien- 
nent-elles à  des  cas  différents  dans  lefquels  les  équations  données 
peuvent  fe  trouver  :  6c  alors  quels  font  les  moyens  de  diftinguer 
ces  cas  f 

Sans  doute  ,  ces  huit  expreflions  de  la  valeur  de  -D  ,  appar- 
tiennent à  différens  cas  dans  lefquelles  les  équations  données  peu- 
vent fe  trouver  ,  fans  ceffer  d'avoir  les  conditions  générales  men- 
tionnées (  85  ).  Mais  pour  diftinguer  ces  cas,  il  faut  aftuellement 
nous  occuper  d'une  queftion  dont  nous  n'avons  fait  aucune 
mention  jufqu'ici  ,  pour  ne  pas  charger  l'attention  du  Le£leur 
avant  que  cela  devînt  nécelfaire. 

Du  plus  grand  nombre  de  termes  qu'il  foit  pojfible  de 
faire  difparoître  dans  un  polynôme  donné ,  Jans  y  en. 
Introduire  de  nouveaux  ,  en  employant  un  nombre  donné 
d' équations. 

(  107.)  Pour  ne  point  trop  charger  notre  difcours  de  calcul  ^ 
nous  raifonnerons  fur  un  polynôme  d'une  forme  très-fimple  ,    & 
nous  fuppoferons  aufli  que  les  équations  données  font  de  cette 
forme  que    nous   fuppofons    être   (w^  ...n)'^  ^    les.  expofans 
A  A  A  ^  ôcc.   n'étant  affujettis  à  aucune  condition.   Il  fera  aifé 

de  voir  que  ce  que  nous  allons  dire,  s'applique  également  à  toute 
forme  plus  générale. 


l 
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Lorfqu'il  n'y  a  qu'une  équation  ,  comme  fw  . .  .  nj'  =  0  ,le 
lus  grand  nombre  de  termes  qu'on  puifle  faire  difparoître  dans 
e  polynôme  ,  à  l'aide  de  cette  équation ,  fans  y  en  introduire  de 
nouveaux  ,  eft  N(u^~'''.  .  .  n)'^~'  :  il  n'y  a  à  cela  aucune 
difficulté  (  60  ). 

Mais  lorfqu'il  y  a  feulement  deux  équations  ,  le  plus  grand 
nombre  de  termes  qu'on  puifle  faire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme (u-^  . .  .n)'^ ,  à  l'aicie  de  ces  deux  équations  ,  fans  en  in- 
troduire de  nouveaux ,  eft-il  toujours  exprimé  par 

comme  nous  paroiflbns  l'avoir  fuppofé  jufqu'à  préfent  ? 

Nous  l'avons  fuppofé  légitimement  pour  les  polynômes  qui 
peuvent  être  d'ufage  dans  la  théorie  actuelle  :  mais  à  prendre  la 
queftion  que  nous  traitons  actuellement ,  dans  toute  fon  étendue, 
cette  quantité  n'exprime  pas  toujours  le  plus  grand  nombre  de 
termes  qu'on  puifle  faire  difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux. 

Pour  en  donner  un  exemple  ,  fuppofons  qu'on  ait  le  poly- 
nôme complet  (  X  ,y  ,rj^  ^  &  deux  équations  incomplettes  telles 

que  C  A" ,  (^/  j  ^y'  '  3    =  o  j  c'eft-à-dire ,  qui  ne  font  incomplettes 

que  relativement  à  j)/  &  :^  lefquels  ne  peuvent  ni  enfemble  ^  nî 
féparément  pafler  la  dimenfion    1. 

Le  plus  grand  nombre  de  termes  qu'on  puifle  faire  difparoître 
fans  en  introduire  de  nouveaux  ,  fcmble  ,  d'après  ce  que  nous- 
avons  dit  jufqu'ici ,  être 

ou  2  N  \^x,  fj ,  iJ^2     —  ^l^'}  fj,lJ'l~'i  """^'i^  comme 

[.x,(j,lJ^']  n'a  d'autres  termes  que  Lx,  fj ,iJ'2  ou  que 
r^5jK,7j',&queA  [x,fjK,  ^/]~'  =Nfx,j,  iJ~'  =  0; 
on  a  donc  2Nfx,y,  r^J',  ou  S   pour  le  plus  grand  nombre  de 

termes  qu'il  femble  qu'on  puifle  fîiire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme fx,yj-^J^     à    l'aide    de    deux    équations    telles  que 

Lxffjj^J'^    =0.  En  forte  que  multipliant  la  première   par 

Ax-i-Bj-hCi-hE,  &  la  féconde  par  J'x  H-  S'y -h  C\-i-  E'^ 
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on  pourra,  fans  introduire  aucun  nouveau  terme,  faire  difparoître 
huit  termes  dans  le  polynôme  fx,y,  ^'  ayant  des  coëfficiens 
quelconques. 

Cependant  on  peut  en  faire  difparoître  p ,  fans  en  introduire  de 
nouveaux.  Il  n'y  a  qu'à  multiplier  la  première  équation  par  le 
polynôme  fx,j ,  ^  ^  ,  &c  la  féconde  par  un  pareil  polynôme  ; 
le  premier  à  caufe  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître  à  l'aide 
de  la  féconde  équation ,  ne  fournira  que  Nfx  j_y,\J'^  —  Nfx,y,  7^  ° 
de  coëfficiens;  le  fécond  en  fournira  N (x,y ^7^)''  ;  en  forte  qu'à 
l'aide  des  deux  ,  on  en  fera  difparoître  un  nombre  qui  fera  égal 
à  2N (x,y ,  y^)''  — N (x ,y ,7^)°.  Mais  comme  en  même 
temps  on  en  aura  introduit  10  dans  la  dimenfion  quatre  ;  ceux-ci, 
pour  les  faire  difparoître,  exigeront  10  coëfficiens  ;  on  aura  donc 
pour  le  nombre  de  termes  qu'on  pourra  faire  difparoître  ,  fans 
qu'il  s'en   trouve  de  nouveaux  ,  le  nombre    2  N  (x  ,y  j-^)^  —* 

Nfx  ,y,iJ°  —  10  =  20-— 1  —  10  =  p, 

(  I  Og.)  Il  y  a  donc  deux  manières  de  fatisfaire  à  la  condition 
de  ne  pas  introduire  de  nouveaux  termes  La  première  en  n'ent 
introduifant  ni  dans  le  fait  ni  en  apparence  ;  c'eft-à-dire,  en  n'em- 
ployant pour  polynômes-multiplicateurs  des  équations  données  , 
que  des  polynômes  qui  dans  la  multiplication  ne  donneront  point 
de  termes  plus  élevés  que  ceux  du  polynôme  propofé.  La  féconde, 
en  en  introduifant  en  apparence;  c'eft-à-dire ,  en  employant  pour 
polynômes-multiplicateurs  des  équations  ,  des  polynômes  qui  dans 
la  multiplication  produiront  à  la  vérité  des  termes  plus  élevés 
que  ceux  du  polynôme  propofé  ,  mais  que  l'on  pourra  faire  (]1C~ 
paroître  enfuite. 

(  lop-)  On  voit  donc  que  fi  l'on  demande  quel  eft  le  plus 
grand  nombre  de  termes  qu'on  puifTe  faire  difparoître  dans  le 
polynôme /'u'^  . .  .nj'^,à.  l'aide  des  deux  équations  fu"'. . . nj '  =  o, 
fu''..,nJ''  =  o,  fans  en  introduire  de  nouveaux  ;  il  faut  conce- 
voir qu'on  ait  multiplié  la  première  par  le  polynôme  indéterminé 
fu^.  .  .  n)^'  ,  &c  la  féconde  par  le  polynôme  indéterminé 
(u^' . .  .n)'^  \  &  qu'on  ait  ajouté  les  deux  produits 
(11'^'  +  ''  . .  ./;^^'+'',  (u"^"-^""  . .  .  ;z^^"  +  '",  au  polynôme  pro- 
pofé {u^  ..  .n) ^. 

Alors  fuppofant  T'>^t'>T,  7"+ 1">  T,  A''ha'>A,  &c. 

il 
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fl  faudra  pour  que,  par  l'un  des  deux  polynômes ,  on  puifle  faire 
<lifparoître  les  nouveaux  termes  introduits  par  l'autre  ,  il  faudra  , 
dis-je ,  fuppofer  T"  H-  t"  =  T' -h  t' ,  A"  -H  a"  =  A'  -^  a' ,  &c. 
d'où  l'on  tire  T"  =  T'^t'  —  t" ,  A"  =  A' -^  a' —  a" ,  &c. 
d'où  l'on  voit  que  l'on  a  jufqu'à  préfent  un  nombre  de  coëiffi- 
ciens  =  Nfu^' . .  .nj'^'  -^  Nfu^'-^  "--" ...nj'^ +'-'". 

Mais,  comme  à  l'aide  de  la  féconde  équation  ,   on  peut  faire 
difparoître  dans  le  premier  polynôme ,  fans  y  introduire  de  nou- 
veaux termes ,  un  nombre  de  termes   exprimé  par 
N(u^'~'''  . .  .nj'^  ~'  ' ;  nos  deux  polynômes-multiplicateurs  ne 
domient  véritablement  qu'un  nombre  de  coëffàciens 

Or  pour  faire  difparoître  les  nouveaux  termes  introduits ,  il  faudra 

un  nombre  de  coëfficiens  =Nfu'^  +"'... n)  ^  +'  —  N(a^. . . nj'^; 

donc  le  nombre  des  termes  qu'on  pourra  véritablement  faire 
difparoître  ,  fans  qu'il  s'en  trouve  de  nouveaux  ,  fera 

!—  Nfu^  +  ''-^". . .  nj  ^'^  '■-'■■  -+-  A^  fu^-"".  . .  71 J  ^  -  ''  ]. 

^I  lO.)  Pour  diftinguer  les  deux  cas,  nous  dirons  dorénavant 
que  les  termes  que  l'on  introduit  ainfi ,  pour  les  faire  difpa- 
roître enfuite  ,  font  des  termes  d'introduclion  fiàive. 

(III.)  Donc  pour  qu'en  admettant  des  termes  d'introdudion 
fictive,  on  puiffe  faire  difparoître  plus  de  termes  qu'en  ne  les  ad- 
mettant pomt ,  il  faut  que  le  nombre  des  termes  reftans  dans  le 
polynôme ,  foit  plus  petit  dans  le  premier  cas  que  dans  le  fécond  j 
il  faut  donc  que 

^  +y  T+i  A-  T'  A'+a'-a"  T+t-t"       ^^^    A'-a"  T'-t" 

..,    ^  T       ^,A—a'  T-t        ^.^  A-a  T—t'  A— a  — a'  T-t'-t'< 

<.\(u     ,..n^     —h(u  ...n)         —lS(u         ...nj  -h  N  (u.  ...n) 

T  étant  >T—t'j  A'>A—a',  &c. 

Donc  s'il  eft  poiïible  de  fatisfaire  à  cette  condition  ,  on  pourra 
faire  difparoître  plus  de  termes  par  l'introduclion  liclive  que  fans  elle,- 

L 
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Et  pour  faire  difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  pofi 
fible,  il  faudra  que  T'^  A',  ôcc.  aient  des  valeurs  telles  que 

A'+a'  T'+i  A  T  A  +  a-a"  T'+f-t'  A-a'  T-t" 

N(u  .   .  nj  —  ;\  (u    ...n)     —  A  (u  ,..n)  4-  A  (,  m  . .  ,n) 

foit   un  minimum. 

(I  12.)  Quoiqu'il  en  foit ,  remarquons  que  cette  dernière  ex- 
preflion  eft  précifément  celle  du  nombre  des  termes  reflans  dans 
le  polynôme  fu^'-^"'. .  .  nj'^'^'' ,  lorfqu'on  en  a  fait  difparoître, 
à  l'aide  des  deux  équations ,  tous  les  termes  qu'il  eft  poflible  d'en 
faire  difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux  ,  &  cela  fans 
introduction  fi£live. 

Donc  il  eft  toujours  poffible  de  trouver  un  polynôme  fw^. ..nj"^ 
tel  qu'en  ayant  fait  difparoître  ,  fans  introdu£tion  fiftive ,  tous  les 
termes  qu'il  eft  poffible  d'en  faire  difparoître  à  l'aide  de  deux 
équations,  le  nombre  des  termes  foit  le  plus  petit  qu'il  eft  poffible  i 
c'eft-à-dire,  ne  puiffe  pas  être  diminué  en  y  employant  l'intro-" 
duiflion  fictive. 

Voyons  maintenant  pour  trois  équations. 

(113')  Concevons  qu'on  multiplie  la  première  par  le  poly- 
nôme fu"*' . . . nJ ^',  la  féconde  par  le  polynôme  fw^ ". .  ,n)'^\S£. 
la  troifième  par  le  polynôme  (u"^'".  . .  n)  ^'',  &  qu'on  ajoute  les 
trois  produits  au  polynôme  propofé  (u^.  .  .  TZy'  ^  ;  on  aura  en  tout, 
un  nombre  de  coëfiiciens  =  N (u^'. . .  n)'^' -\-  N (u"^".  , .  n)"^" 
-H-  N(u^".  ' .  n)  ^  ;  mais  tous  ces  coëfficiens  ne  feront  pas  égale- 
îiient  propres  à  faire  difparoître  des  termes  dans  le  polynôme  propofé^. 

Suppofons  T  -\-t'>T;  A'-h  a'>J;  &c.  T"  -^  t" >  T; 
A" '^a">A;  &c.  T'" -h  t'" >T ;  A'" -i^  a'" >A;  ôcc.  ^  pour 
plus  de  généralité. 

Remarquons  d'abord  qu'une  des  conditions  efîentielles ,  pour 
pouvoir  faire  difparoître  les  termes  d'introdudion  fidive ,  eft  que 
deux  au  moins  des  quantités  T' -{-  t',  T"-\-  i!\  T"  H-  t'",  foient 
égales   entr'elles;  qu'il  en  foit  de  même  à  l'égard  des  quantités 

A-\-d ,    A"-^a",    A'"-^a'\  &c. 

Ajoutons  que  pour  que  le  nombre  des  termes  qu'on  fera  dif- 
paroître foit  le  plus  grand  qu'il   eft  poffible ,  il  faut  que  ces  trois 
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iquantités  foient  égales  entr 'elles;  car  il  eft  clair  que  fi  on  en 
fuppofoit  une  plus  petite  que  les  deux  autres ,  on  auroit  évi- 
demment moins  de  coëfficiens,  qu'en  les  fuppofant  toutes  trois 
égales. 

Nous  avons  donc    T"  =  T' -^t'—t"  y  T"'=  T' -^  t' -^  t'\ 

A"  =A'-¥a'  —  a"  ,    A'"  ==  A' -^  a' —  a'",  &c. 

Suppofons  actuellement  (  ce  qu'on  peut  toujours  faire  )  que  le 
polynôme  fu^'.^.nj^'  foit  tel  que  l'introdudion  fîdive  ne 
puifle  pas  faire  difparoître  plus  de  termes  qu'on  ne  le  peut  faire 
fans  elle  ;  alors  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  polynôme 
(u^  .  .  .  n')'^'  fera 

A<        T'  A'— a"        T—t"  A— a"         T  —  t'"  A'—a"—t"  T'— «"— «^' 

en  vertu  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître  à  l'aide  des 
deux  dernières  équations. 

Le  nombre  des coëfEciens  utiles  du  polynôme  (u^'.,.n)'^"^ 
c'eft-à-dire  ,    du  polynôme  f u^  "^ "' ~ "' *  ,  .  n)'^  +«— t'  f^ra 

caufe  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître  à  l'aide  de  la 
dernière  équation. 

Enfin  le  nombre  des  coëflficiens  utiles   du  polynôme 
(a^'.  ..nj"^'  fera  N(u^'  +  ^-^'". .  .nj^  +''-'". 

Sur  la  totalité  de  ces  coëfîîciens  utiles ,  il  faudra  en  employer 
pour  détruire  les  termes  d'introduction  fictive  ,  un  nombre 
=  Nfu^"^"'. .  .nj'^  -^''  —  N  (w^. .  .nj^;  retranchant  donc  le 
refte,  de  N (u\  .  .n)'^^  on  aura  pour  le  nombre  des  termes 
reftans  fans  qu'il  s'en  trouve  aucun  d'introduit ,  la  quantité 

,A-\.d  T  +  f  ^  A'  T'  A+a—j.'  T+t—f  A— a"  T'^i^ 

H  [K  ...n)  — A\a    ...n)      — N(u  ,..n)  ^S(u  ,..nj 

A'  +  a'—a"'  T'+f^t"  A  —  a'  T—t'" 

—  N(u  ...n)  ^N(u  ...n) 

.  y4' 4-a  — a— a"'  T'+t  —  t-t"  A  — a'  — a'  T  ^  i' *m  if» 

•4-h(u  .c.n)  — N(u  ...n)  } 

U  faudra  donc  que  cette  quantité  foit  un  minimum. 

Lij 
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Remarquons  que  cette  expreflïon  eft  prdcifément  celle  du  nom- 
bre des  termes  qui  refteroient  dans  le  polynôme  (w^  "^  ". .  .nj^  '^  ', 
après  en  avoir  fait  difparoître  tous  les  termes  qu'il  eft  pofTible  d'en 
faire  difparoître  ,  à  l'aide  des  trois  équations ,  &  fans  introduction 
fictive. 

(  I  1 4*  )  Donc  il  eft  toujours  pofTible  de  trouver  un  polynonxe 
fu"^  .  .  .  nj^ ,  tel  qu'en  ayant  fait  difoaroître  ,  fans  introduttioii 
lidive,  tous  les  termes  qu'il  eft  poflible  d'en  faire  difparoître  ,  à 
l'aide  de  trois  équations  ,  le  nombre  des  termes  reftans  foit  le  plus 
petit  qu'il  eft  poflible  ;  c'eft- à-dire  ,  ne  puiffe  pas  être  diminué  , 
en  y  employant  l'introdudion  fictive.  On  voit  maintenant  ce  qu'il 
y  a  à  dire  pour  un  plus  grand  nombre  d'équations.r 

Mais  s'il  eft  poiïible ,  comme  nous  venons  de  le  démontrer, 
de  trouver  toujours  un  femblable  polynôme  ,  il  peut  ne  l'être 
pas  toujours  que  les  polynômes  partiels  qui  entrent  dans  l'expref- 
îlon  du  nombre  des  termes  reftans ,  foient  tous  des  polynômes  de 
même  nature.  Or  comme  la  détermination  de  la  valeur  du  degré 
de  l'équation  finale  (loj)  exige  néceffairement  cette  condition, 
il  s'enfuit  que  c'eft  à  la  poflibilité  ou  impoflTibilité  que  tous  ces 
polynômes  foient  de  même  nature ,  que  nous  pourrons  recon- 
noître  entre  les  différentes  valeurs  de  D  qui  fe  préfentent  (  io5), 
quelle  eft  celle  qui  peut  être  admife  légitimement.. 

(  I  I  5  •  )  Comme  nous  avons  établi  que  le  plus  petft  nombre 
de  termes  reftans  dans  le  polynôme-multiplicateur  avoit  pour 
expreftion  néceffaire  la  quantité  d''~^  Nfu'^  .  ..nj-^j  il  faudra 
donc  que  cette  quantité  foit  un  minimum. 

Or  en  la  fuppofant  telle ,  il  faut  que  par  introduction  fictive  , 
foit  à  l'aide  de  polynômes  de  même  nature  ,  foit  à  l'aide  de  poly- 
nômes de  différente  nature  ,  on  ne  puifle  faire  difparoître  qu'un 
moindre  nombre  de  termes ,  ou  que  le  nombre  des  termes  reftans 
foit  plus  grand  ;  concevons  donc  un  polynôme  de  même  nature 
&  repréfenté  par  fu'^'  ...nj^   tel  que  T>  T,  ai  A'  >  A^  ôcc» 

Il  faudra  donc  que 
5       ou  plus  fidèlement , 
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-  Donc 

.  ,  ^    ^'  i-r  /  1"  ,  A'  :  S:c.     \      _ 

(  I  l6.)  C'eft  donc-à-dire  ,  que  fi  on  différencie  n  fois  de  fuite 
la  quantité  A^u"^  ..  .n)'^',  dans  laquelle  (u^^ .  .  .  nj^  reprefente 
un  polynôme  quelconque  ;  i\  on  la  différencie  n  fois  de  fuite  en 
fhifant  varier  T' ,  fuccefTivement  de  t',  t"y  &c.  &  de  la  quantité 
quelconque  T' —  T;  en  faifant  varier  A'  fuccefTivement  de 
a',  a",  ôcc.  &  de  la  quantité  quelconque  A'  —  A  ,  &c.  le  réfultat 
de  ces  différenciations  doit  être  plus  grand  que  o  ,  quelques 
foient  T'—T,  A'  —  A,&ic. 

Donc  fi  on  raffemble  tous  les  termes  affectés  de  T'  —  T,  il 
faudra  que  leur  fomme  foit  pofitive  ou  plus  grande  que  o  ;  il  en 
fera  de  même  de  la  fomme  des  termes  affectés  de  ^'  —  A  ^  &c 
ainfi  de  fuite. 

Détermination  des  fymptomes  auxquels  on  reconnaît  parmi 
les  différentes  exprefions  de  la  valeur  du  degré  de 
r équation  finale  ,  quelle  efl  celle  que  l'on  doit  choifir  ou 
rejetter. 

(  I  17.)  On  voit  donc  qu'il  y  aura  toujours  autant  de  condi- 
tions à  remplir,  que  le  polynôme-multiplicateur  renferme  d'ex- 
pofans  différens.  Si  toutes  ces  conditions  font  remplies ,  la  valeur 
de  D  efl  admifTible  ;  fi  une  feule  manque ,  elle  efl  à  rejetter. 

Mais  il  faut  obferver  que  comme  rien  ne  détermine  à  pren- 
dre l'une  des  équations  propofées  ,  plutôt  que  toute  autre  , 
pour  équation-multiplicande ,  il  faudra  faire  autant  de  fois  l'exa- 
men de  ces  conditions,  qu'il  y  a  d'équations  ou  d'inconnues  :  & 
l'on  ne  fe  déterminera  pour  une  valeur  de  D ,  que  dans  le  cas 
où  elle   aura  été  confirmée  par  toutes  ces  différentes  épreuves. 

On  ne  doit  pas  craindre,  au  refle,  qu'il  ne  s'en  trouve  aucune 
qui  fatisfaffe  ;  car  on  voit ,  à  priori ,  qu'il  y  a  toujours  au  moins 
une  valeur  de  D  poffible.  Mais    il  pourra  arriver    que  plufieurs 


8<f         ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES, 

fyftèines  de  conditions  fatisfaflent ,  ôc   alors   toutes   les  valeurs 
de  D  correfpondantes ,  feront  également  admiflibles. 

Sur  cela  il  faut  obferver,  i.°  que  toutes  les  valeurs  de  D  qui 
réfulteront  d'une  nouvelle  combinaifon  des  équations ,  c'eft-à- 
dire ,  de  l'échange  tacit  de  l'équation  multiplicande  ,  feront 
toutes  les  mêmes ,  c'eft  ce  qu'on  verra  facilement  dans  peu  ,  par 
le  développement  de  la  valeur  générale  de  Z)  trouvée  (104.)  ; 
développement  dans  lequel  il  fera  facile  de  voir  que  l'échange 
des  expofans  d'une  équation  avec  ceux  d'un  autre ,  n'apporte 
aucun  changement  dans  la  valeur  de  D. 

2."  Que  les  valeurs  de  D  fe  trouveront  encore  égales ,  toutes 
les  fois  que  les  équations  pourront  appartenir  indifféremment  à 
une  forme  ou  à  une   autre. 

3.°  Que  s'il  arrive  que  l'on  trouve  plufieurs  valeurs  inégales 
pour  D,  elles  finiront  par  être  réduites  à  une  feule ,  par  l'examen 
que  l'on  fera  en  échangeant  les  expofans  dans  l'épreuve  des 
conditions.  On  fent  bien  que  cela  doit  être  ainfi  ,  puifqu'il 
ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  équation  finale  ;  mais  comme  on 
pourroit  croire  qu'il  feroit  poflibie  que  quelqu'une  des  formes 
introduisît  un  fadeur  fuperfîu  dans  l'équation  finale  ,  ce  qui 
donneroit  lieu  en  effet,  a  différentes  valeurs  de  £) ,  il  faut  faire 
voir  qu'il  n'en  fera  pas  ainfi ,  c'eft-à-dire ,  que  s'il  y  a  plufieurs 
valeurs  de  D ,  elles  ne  pourront  fubfifter,  après  toutes  les  véri- 
fications des  conditions ,  qu'autant  qu'elles  feront  égales. 

En  effet,  fi  deux  valeurs  inégales  de  D  pouvoient  coéxifler  , 
des  deux  équations  auxquelles  elles  appartiendroient ,  l'une  feroit 
néceffairement  fadeur  de  l'autre  :  celle-ci  auroit  donc  au  moins 
une  racine  qu'il  feroit  poffible  d'éviter  ;  donc  il  feroit  poffible 
de  faire  difparoître  dans  l'équation -produit  qui  l'a  donnée,  un 
terme  de  plus  qu'on  ne  l'a  fait  ;  mais  l'examen  des  conditions 
pour  la  vérification  de  la  valeur  de  D ,  conflate  qu'on  y  a  fait 
difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  poffible  ;  donc  il 
n'y  a  lieu  à  aucune  racine  qu'on  puiffe  éviter  ;  donc  il  ne  peut 
fubfifter  de  valeurs  inégales  de  O.  Donc  fi  l'examen  des  condi- 
tions donne  plufieurs  valeurs  de  D ,  ce  ne  pourront  être  que  des 
valeurs  égales  ;  c'efl  qu'alors  les  équations  propofées  appartien-' 
nent  tout  à  la  fois  à  plufieurs  formes. 
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Dcvdoppement  des  différentes  valeurs  du  degré  de  l'Equa- 
tion finale  ,  réfultantes  de  Vexprejfion  générale  trouvée 
(104);  &)  développement  des  Jyflemes  de  conditions 
qui  Légitiment  ces  valeurs, 

(l  I  §.)  On  voit  donc  i.*"  que  pour  avoir  les  différentes  valeurs 
de  D  qui  peuvent  avoir  lieu  pour  les  équations  incomplettes  de 
1  e/pèce  dont  il  a  été  queftion  (  82.  &  fuiv.  ) ,  il  ne  s'agit  plus  que 
de  concevoir  qu'on  ait  fubftitué  dans  la  valeur  de  P  propre  à  l'une 
quelconque  des  formes  expofées  (pi.  &  fuiv. ),  les  expofans  de 
l'équation-produit  ;  de  différencier  cette  valeur  n  fois  de  fuite  , 
en  faifant  varier  chaque  expofant  de  l'équation-produit ,  fuccef- 
fivement  de  tous  les  expofans  correlpondans  dans  les  équations 
données.  2.°  Que  pour  avoir  les  conditions  qui  rendront  admif- 
fible  cette  valeur  de  D,  il  faut  {116)  différencier  n  fois  de  fuite 
la  valeur  de  P  appartenante  à  la  même  forme ,  en  faifant  varier 
fucceffivement  chacun  de  fes  expofans ,  de  tous  les  expofans  cor- 
refpondans  de  toutes  les  équations ,  autres  que  celle  qu'on  prend 
tacitement  pour  équation-multiplicande  ,  6c  d'une  quantité  arbi-< 
traire  ;  puis  fuppofer  la  fomme  de  termes  qui  multiplie  chaque 
quantité  arbitraire  ,  plus  grande  que  zéro. 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  les  réfultats  de  la  première  opé- 
ration fourniront  immédiatement  ceux  de  la  féconde  ;  &  que 
l'opération  pour  déterminer  les  conditions  dont  il  s'agit ,  fe  ré- 
duira à  prendre  la  fomme  de  termes  qui ,  dans  la  valeur  de  D  , 
multiplieront  l'un  des  expofans  de  l'équation  -  multiplicande  ,  & 
de  fuppofer  cette  fomme  plus  grande  que  zéro. 

Pour  ne  pas  multiplier  les  calculs ,  nous  bornerons  ce  déve- 
loppement au  cas  où  l'on  auroit  feulement  trois  équations  &  trois 
inconnues.  Les  procédés  étant  abfolument  les  mêmes  pour  un 
plus  grand  nombre  d'équations  &  d'inconnues  ,  ôc  n'y  ayant  de 
différence  que  dans  la  multitude  des  termes  des  réfultats ,  nous 
ne  limitons  rien  en  prenant  ce  parti ,  6c  nous  répandrons  plus 
de  clarté. 
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Application  de  la  Théorie  précédente  aux  équations 
Cl  trois  inconnues. 

(119.)  Les  huit  expreiïîons  que  nous  avons  trouvées  pour  P 
(p 1. 6c  fuiv.) ,  fe  fimplilient,  lorfqu'il  n'eft  queftion  que  de  trois  in- 
connues ;  parce  qu'alors  on  a  C:=  T,  ce  qui  aunéantit  les  termes 
où  entre  T—C;  c^r  Nfu. .  .nj^-'^-' ,  N  (u  . .  ,n) '^-^-\ 
&  N(u  .  . .  nj'^-'^-^  deviennent  Nfu..,nJ~^f  N(u ..  .n)-* 
N(u  .  .  .n)~'^  qui  font  chacun  =0  (55). 

Réduifant  donc  les  valeurs  de  P  d'après  cette  confidération  y 
'&  différenciant  comme  il  vient  d'être  dit  (118),  on  trouvera, 
pour  chacune  des  huit  formes ,  les  différentes  valeurs  de  Z?  ,  ÔC 
les  conditions  correfpondantes ,  fuivantes. 

Première  Forme, 

(120.)  Le  polynôme-multiplicateur  étant  fuppofé  tel  que 
l*on    ait 

î>  =  tt't"-'(t  —  a).(c'—a').(i"—a")  —  (t  —  a)  .(t'  —  a')  .  (  t"  —  a"} 

—  (t  -  a).(t'-a').(t"-a")  -h  (  t  -  l>  )'.  (  t'  —  t')  .  (  t"  -  b"  ) 
.^  (  t  —  h  ).(t'  —t').(t"  —  b")  -i-  (t  -.  !>).  (i-  —  b').(  i"  —h"  ) 

^  (a-^a—b  ).(t'—  b').(i"  —  b"  )  —  (a!  ^  a' —  b'  )  .  (t-^  b  )  .  (t" —  h") 

—  (a"^a"  —  b").(t~.  b  ).(t'^b'  )  —  (a-Jf  a—b  )  .(t' —  i').  (t" —  b") 

—  Ca'-ha'  -b'  ).(t—  b  ).(t"—b"  )  —  (a"  +  a"-b")  .(t  —h).(i>-.b'^  ) 
^  (a+  a  _  A  ).(t'—b').(i'<—b"  )  —  (a'-^  a'—b'),(t  —  b  )  .(t"  ~~k"} 
<-  (a"-i-a"—b").(e~b).(t'~-b'). 

Conditions  pour  que  cette  valeur  de  D  ait  lieu. 

Ces  conditions,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  (i  18)  fe  trouvent 
en  prenant ,  par  exemple  ,  tout  ce  qui ,  dans  la  valeur  de  Z^  ,  efl 
multiplié  par  r,  ôc  le  fuppofant  >  o  ;  en  prenant  tout  ce  qui  eft 

multiplié 
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multiplié  par  ^  ,  &  le  fuppofanc  >  o,  ôc  ainfi  de  fuite. 

,',"_  C  t'  _  a'J  .(t"  —  a")  —  (t'-a')  .  (t"-a")  -  (  c' -  a')  .  ( i"  -  a'') 

^fi'^b' ) .  (i"—b")  H-  ( t'  —  b') .(t"—b" )-^( i' —1^;) '( t^'—t:'; ) 

__  (a'-\-a'  —  h')  .  (t"—b")  —  (a"  +  a"  —  b")  .  (  t' —  b' )   v.  ^^ 

—  ('a'-f-.i'— ^';  .  (t"  —b")—  (a"  ->r-a"  —b")  .  (  t' —  b'  ) 

—  (a'  +  a'  —  b')  .  (t"  —  b")  —  (a"  -h  ^"  —  ^!')  •  (  ^'  — ''!,)■ 
(a'  +  a'—b')  .  (t''—b")  —  Ca"-f-  a^'  —  b')  .  (  t' —  b'  )  >o 
(a'+a'—y),  (i"~-bl')  +  (a"  ■^-a!'  —  b^')  .  (  i' —  b'  )  >o 
(a'+a'  —  F)  ,  (t"-^")  +  (a"  -h  a"  —  b")  .  (  t' —  b' )  >o 

(l'—a')  .  {i"—a')  —  (t'—b')  .  (t'-b")  —  (c'—b;).  (i"--b")>9 
(t'  —  a'J  .  (t"  —a"  )  —  (t'—b')  .  (("-b" )  —  (t'  —  b').  (["-b'')>  o 
(t'—a')  .  (["  —  a"  )  —  (t'  —  b'  )  .  (c"~b")  —  (t'  —  b').  (i"-b")><3* 

Conditions  dont  la  féconde  ,  la  ^.""^  &  la  4."'^  auront  toujours 
lieu,  parce  que  (  83  )  les  conditions  générales  de  l'exiftence  des 
équations  dont  il  s'agit,  exigent  que  a' -4-  d^b'  ;  d' -\-d''>b" \ 

a!'^a!->b'i    a"-t-û">3";   a''^a'>b'i,    d'-^d'^b". 

Seconde  Forme. 
C—B<B^'Ai  C  —  B<iB  —  A;  C—B>B^A, 

I  il  I  t  il  u 

(12  I.)  D—tt'c"—(t—a).(t'—a').(t"—a")'-(t  —  a).(i'—a^).(t"—a") 
—  (  i—  a  )  .  (  t'  —  a'  )  .  (  t"  —  a"  )  -^  (  t  —  b  )  .  (  t'  —  b')  .  (  i"  —  b"  ) 
^(t  —  b).(t'  —  b')  ,(t"—b")  -f-  (  t  —  b).(t'  —  b').(t"  —  b") 


^(a-i-  a  —  b  )  .  (t'  —  b'  )  .  (t"—b")  —  (a'  ^  a' —  b'  ) 
^(a"-^a"  —  b").(t  —  b  )  .(t'  —  b')—(  a-h  fj  —  *  J 

—  (a'-i-a'—b').(t—b)  .(t"—b")  —  (a".-+-a"—b") 

—  fa  -ha  —b),(t'—b')  .(t"  —  b")—  (a'-ira'—  b') 

—  (a"  -h  «"— ,'^";  •(^  —  i)'(t'—b') 
^(  f  +  a  —b  —  b)  ,(t'  +a^—  b  —b'  )  .  Ct"  +  a"—  h"  ~  b'/  ) 


(t-b)  .  (i"-b") 
(t'  —  b')  .  (t"-b") 
(t-b)  .  (  i'-l>') 
(t-b).(t"-b"^ 


M 
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Conditions. 

t'i"^(t'^a'  ).(t"^a")  —  (t'—a').(i"  —  a")  —  (i' —  a' )  .  (t" —  a") 
^(['  —  b').(i"  -^b")  ^(t<  —  b')  .  (i"  —  b")^(i'  —  b')  .  (i"~h;>ji 
.^(a'-ha'—b').(c'''-ê")  —(a"-^a"—b").(c'—b')  —  (a'-i-a'—b').(t-'—b")\-^çr^, 

^(a"-{-a"—b").(t'  —b'  )  —(n'-^a'  —  b').  (t''—b"j\ 
*~(a"-ha"—b").Ct'  —  b')  ■+-  rc'-i-a'-~b'—b').(t"-\-a"  —  b"~b"] 

(a'-ir-a'  —  b').(t"—b")^(a"-^a"—F')  .  (  i' —  b' )  >o. 
(a'-^a'  —  b' ).(("— b"  ) 


~b').(t''—b")-^(a"-^a'—F')  .  (t'—b')   > 
—  (t'^a^  —  b'—by  .  (t"-h  a"  —  b"  —  b" )    r 


>oi 


.1 


(a'-i-a'  —  b').(t"  —  b")^ra"-hf—by  .  (  i' —  }'  )  \ 

—  (  t'-i-a'—b'  —  b')  .    (t"^  a"  —b"  —  b")    ('>°' 

*t  I  I»     ^  ^  //  /  "  J 

(l'^a').  (t"—a'')  —  (  t'  —  b'  )  .(  t"  —  b''  )  —  (  t'  —  b'  )  .  (  t"  —  b"  )•>  a 
(t'~a')  .([>•  — a")  —   (t'  —  b\j.(t"-~b")~(e'  —  b').(i"  —  y')>o. 


^(,'^a'  —  b'—b')  .  (t"'i-n"—b"  —  b")S 


>o. 


Troijième  Forme, 
C-'B>'B  —  Ai  C—B<B  —  A;  C—B^B  —  A. 

i[l22.)  D  =t  t'i"  —  (t—  a  )  .(l'—a'  )  .(c"—a")—  't  —  a)  .(t'—  a'  )  .  (t"—  a"){ 
—  (l—a)  .   (t'  —  a}  )  .  (t"—a!')  -+-  (t  —  b)  .  (  i' —  b'  )  .  (i"  —  b") 
'-h  (t—b)  .  (t'  —  V)  .  (t"—b")  -f-  (i  —  ^J  .  (t'  —  bl)  .  (t"  —  b^^) 
t^(a  -^a  ~b  )  .  (t  —  b').(t"—b')  —  (a'-^a'  —  b').(t~b).(i''  —  b") 

—  (a"-i-.  a"—  b")  .  (f^b).(c'  —  b')  —  (a-^a—b).(t'  —  F)  .  (t''  —  b'') 
^(a'^a'  —  b')  .  ((^b).(t''—b")  —  (a"^a''~b")  .(t—b  ).(t'  —  b' ) 
^(a-+-a  —3  ;  .   (c'~i').(t"—b")  —  (a'-i-a'^i' )  .(t  —  b).(t"-^bp      -. 

—  Ca"-f-rt"— 3";  .   (t^i).(i'—b')  ^(i  +  a-b-b).(,'^a''b'-b').(t"^a"-b"-bpt 

Conditions, 

it"  —  (t'  —a')   .  (t"  —a")  —(t'—  a')  .  ( t"  —  a" )  —  (t'  —  a').  (t"—a")'\ 
-i-(t'-b'j.  (t"  -b")-^(t'-  b;-)  .  (:'•  -  b")  -4-  (t'-\)  !(t"—i;'X  I 

—  (a'^a'  —  b').  (t"—b")  —  (a"-^-  a"—b") .  (t'—b'j  —(a'-^a!—  b') .  Ô"—^")  (>°* 
'~i;ii"+ci"—b"),(t'—b')  —  (a'-i-a'—b').(t"—b")—{a"-ha"-b"j.(t'—b'j  | 

-i- (t'  ^a'  —  b'—  b' ).  (t" -\-a"  —  b"  —b"  y 
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fû'-H  a'  —  b') .  (t"  —  3";  ^-  ra"  -H  û"  —  ^"; .  r<'— ^'j  -j 

(a'-\-a'—b').(i"  —y')  -»-  fa"  H-  a"—  b").(t'  —  b')  y 

—  (c-^S  —  y  —  h'J.  ("<"  -t-  a"  —  b"  —  b"j  S   >  ° 
(a'-i-a'—b').(t"  —  b")  -+-  (a"  -h  a"  —  /,").(('  — h')  >o 

(('  —  a').(t"—a")  —  (t'—b').(c"  —  b")—(c'  —  b')  .(i"  —  K-)  ^ 

H-Cf'H-a'  —  b'  —  b'  )  .(t"^a"  —  b"  —  r)  /  >  *" 

(t'—a').(("—a")^(i'  —  b').(t"—b")—(i'—b').(t"  —  b"J  >  o. 

Quatricme  Forme^ 
C—B>B  —  Ai  C—B^B  —  Ai  C—B>B  —  A, 

1[r  23.)  D  =  tt't"  —  Ct  —  a  )  .(t'  —  a')  .(t"—a"  )  —  (t—  a)  .  (t'—a')  .  (e"  —  a") 
^(c  —  a)  .(i'—a^).(i"  —  al')  -+-  Ct— *.).  (  t' —  b^  j  .  (  i'' —  b'^) 

^(t^^j,(t'—b').(t"—b") -+-  r^— ,^;. T''— ^/;-(' '"—,*/'; 

^(a-i-a  —b).(c'  —  b').(c"  —  l>")  —  (à-^a—b').(t—b)  .  (t"—b") 
^(a-'^a"—b'').(t—b).(t'—b')  —  (a-^a—b).(t'—b')  .  (t"  —  b") 
^(a'^a'  —  b').(t—b).rt"—b")  —  (a"-i-a"—b").(t  —  b)  .  (t'  —  V) 
^(a-\-a  —b  )  .  (t'—}')  .  (i"  —  b")  _  C  a'  -+-  a'  —  b'  )  .  (  t  —  h)  .  (  t' —  b'  ) 

—  (a''-Jr-a"—b").(t  —b).(t'—b') 
^Çt  -t-  a  —  b  —b)  .  fr'-f-  a'—  b'—b')  .  (t^'^a"—  b"  —  b" ) 
^(t  ^  a—b—b)  .  (t'-h  a'—  b'—b')  .  (t"^  a^' —  h"  —  If  ), 

Conditions* 

j't"—(t'—  a')  .  (t"—  a")  —  (t'—  a')  .  (t"—  a")  —  (c'—a')  .  (t"—a"), 
-\-(t'  —  b').(c"^b")-^(t'—b')-(t"—b")^(t'—b^).(i"—b") 
*-  fû' -+-  a'  —  3' ; .  (t"—  b")  —  (a"-^-  a"—b")  . (e'  —  b')  —(^'-^-a'  —  b'  )   (t"—  f  V  ^  >  tf 
—  ra"-^  a"—b")  .(t'  —  b')  —  (a'  ^a'—h').  (t"—b")  —  (a"-^  a"—  b")  .(t'  —  b')] 
^  - 1'  -H  a'  — b'—b')  .  (t"-ir  a"—  b''—  h")  H-  fr'-H  a'—  b'—  b^).(t"  ■^rf—^,"—^'')  ^ 

(a'-i-a'- b').(t''-6")  ^(a'^^a'- b")  .  (t'  -b')  —  ( »'-+- a'-  h'-  b')  .  (r'  +  a"-b"-  b")  >  o 
(a'-^a'-  b').(^'-b")  -H(-a"-Ha"-*"  ) .  (t'  -  h')  —  (t'-i-  a'-  b'-b')  .  (t'  -ira"-  b"-  b") 


_  (  t' -ir  a'.^  b' —  y)  .  (  t" -\- a^' —  b 


"—b")j- 
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Cû^-f-  a'—  i>')    .  (t"  —f.")^  (  a"  -^  a"  —  b"  )  .  (  t'  —  h'  ) 


.(  i'^  a'  —h'  —  h'  )  .  (  c"  -\- a"  —  b-' ■ 


■\} 


>o 


(t'—a').(t"  —  a")—(  t'  —  b')  .  Ce"  —  b")  —  (t'  —  b').  (t"—  b") 


-f-  (['  ^a'—b'—b').  (  t"-i-a 


h'  ).(t"-bp  -y 

!■'•_   b"—b")     J 


>o 


(  ['  —  a' )  .  (  t"  —  a"  )  —  C  i'—  b')  .  (  t"  —  b")  —  (  t'—  b'  )  .  ( t"  —  b" )  >: 
(t'  —  fi')  .  (t"  —  a")  —  (t'—b').(i"  —  b")  —  (t'—^;)  .  (t"  —  b") 


^(t'-y-a'—b'-h').( 


(t'—b^).  ([•'  —  b" )  -T 
,"  _j-  a"  —  b"  —  b")   j  -^  °'' 


Cinquième  Forme. 
C—B>B—Ai  C'-B>B—A ;  C^E<B  —  A. 

(t  —  a).(t'—a'j.(t"—a")  —  (t  —  a).(t'—a').(i"—a") 
.(i"  —  a'')^(t  —  b).(i'  —  b').  (  t"-^b") 
.  (t"—b")  -^-([—b)  .(t'  —  b'  )  .  (t"—b") 

—  b').(t"  —  b")—(a'-^a'  —  b').(t  —  b).(t"—b") 

—  b  )  .  (  t'  —b'  )  —  (  a  -^  a  —  h)  .  (  t'—  b'  )  .(  t"  —  b"  ) 

—  b).(t"—b")—  (a"-ha"—b").  (t—b).(i'—b'  ) 

—  b'  )  .  (t"—h")  —  r  a'  H-  a'  —b'  ).(  t  —  b  ).  (t"—b") 

—  b  )  .(t'  —  b'  )-if(t-^a-b-b).  (t'-i-a'-b'-b').(t''-\-a"-b"-f'y 
.(  t'-i-a'  —  b'—b'  )  .  (t"-{-  a"  —  b"  —  b"  J. 

Conditions. 

t'i"  —  (i'  —  a')  .  (i"  —  a"')  —  (t'—  a'),  (t"  —  a")  —  ft'—  a'  )  .  (t"—a") 

~^.  (  t'  —  f  )  .  (  t"  —  b"  )  -+-  (  t'—  b'  )  .  (  t"-  b'-  )  -t-  Ct'  —^')  .  (t"—b") 

—  (a'-^a'  —  b')  .  (t"  —  b")  —  (a"-^a"—  b")  ,  (t'—b')  —  (a'-i-a'  —  b')  .  (i"—  b"; 

—  (a"-i-a"—b")  .(t'  —  b'  )  —  (a'  -^a'  —  b'  )  .  {c"—b")  —  (a"-ha"—b").(t'  —  b'  ; 
^(t'-^a'-  b'-b'}.(t"^a"-b"-h")-hCi'-ha'  —  b' —  b'].(i"  -+■  a"  —  b"  —  b") 


(12 

40^ 

Z=tt'l 

.11 

~-(f 

-'it)  ■ 

(f- 

■fv 

-^(t- 

-V- 

(c'- 

.b') 

^(a 

-Ha  - 

-b  ). 

■  (''■ 

^(a 

"-)-«"- 

-b"). 

■  (t- 

^(a 

'^a;- 

-V) 

.(t 

^(a 

-+-^;  - 

-b) 

'(f 

^(a 

"-f-a"- 

-r) 

•  (t 

H-  C  £  -+-  ?  - 

-b— 

,N 

>à 


(a'-i-a'-  b'j  .  (c"-b"j-i-(a"-i-a"-b").(t'-b')  -  {t'-hci'-  b'-b')  ■  (  t"  H- a"-b"-b")-^ 

—.(t'-i-a'  —  b'—b')  .(t"-ha—b"  —  b")J 


(a'-h  a'—  b')  .  (:'■—  b")  -f-  (d"-^-a"-  b")  .  (r- b')  —  (e'-h  a'-  b-b',  -U  -\- a"-  b'I-b^J  >o 
(a'-!^a'—b')  .  (t''—  b"j  -+-  ff"-!-,'^''-  b'')  .  (t'-  b')  —  (i'^-  a'-  h'-  b' )  .  f/'-t-f  "-  *"-,f' >>  >» 

(t'  —  a')  .(  t"  —  a")  —  (  t'—b'  )  .(t"—b")—  (t'  —  b').(i"—b") 
4-  (  i'.^a'—b'' 


b")—  (t'  —  b').(i"—b")  ■) 
b')  .  (t"^a"  —  b"—b")J 


>o 
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(t'—  a')  .  (  <"  — fl"j  —(,'  —  B').(i"  —  !>'•)  —  (i'  —  b').(t"—  b")  -ï 

_^   (  t<^  a'  —  l>'  —  b')  .(  c"  ^  a'—b"—  b")}  ' 

C  i'-  a'  )  .  (t"-.i;'  )-(  t'-b'  J.(t"-  b;')-  (c'-  b'j  .  (  c"-b"  )  >oi 

Sixième  Forme. 
C  —  B>B  —  Ai   C—B>B  —  yli  C  —  B>B—J, 

(I  2  ^).D=it'i"—(c  —  a).(t'  —  a').Ct"—a")—(t—a).  (  [•  —  a')  .  (  t"  —  a"  ) 
^(c^a).(c'—a').(c"  —  a")-i-(t  —  b).(c'  —  b').(c"—b")-i-(t—b).(t'—b'),(t"—^„^ 
^(c  —  b).(t'  —  b;).  (t"—b")  —  (a-l-a—b)  .(  t'  —  b')  .  (t"  —  b") 
^(a'^a'  —  l>').(c  —  b).(c"—b")  —  (a"-ha"—b").(i—b).(!'—b'J 
^(a  H- a  —b  ).(t'—b').(t"—b")  —  (a'-^a'  —  b'  )  .  (  t  —  b  )  .  (  i"— b") 
^(a"-i.a"—b").(c  —  b).(L'  —  b')  —  (a-\-a    —b    )  .  (  t' —  i>' )  .  (  c"— b") 
^(a'-i-a'  —  b').(c  —  b).(["—b"J  —  (a"-ha"  —  b").(t  —  b  )  .  (  t' —  b'  ) 
^(  t^a  —  b  —  b)  .  (  i'  -^.  a'  —  b'  —  b'  )  .  (  c"  -i-  a"  —  b"  —  b"  ) 
^(t-\.a  —  b  —  b)  .(t'-^a'  —  b'—b').(t"-i-a"—b"  —  b") 
^(  c^a—  h  —  b)  ,  (l'^a'  -^b'  —  b'  ).(t"-+-a"  —  b"~b"). 

Conditions. 

t<t"  —  (t'^a').(t"  —  a")—  (  t'  —  a')  .  (  i"  —a"  )—  (  t'  —  a'  )  .   (  i"  —  a"  ) 
^-,>—b').(t"  —  b")  ■+-  Ct'  —  b')  .  rt"  —  b")-i-Ct'  —  b')  .(  t"—b'') 
^(a'-^a'  —  b')  .  (t"—  b")  —  (a"-i-a"—b")  .  (t'  —  b'  )  —  (a' -^  a' —b' )  . (t"—b")  \ 
^(a"-^a"—b")  .   (t'  —  b')—(a'-}-a'  —  b').(c"—b")  —  (a"-ha"—b").(['  —  'b')^>'* 
^(i'-i-a'  —  b'—b'J.(t"  —  a"  —  è"  —  b")^-(t'-i-a'—b'—b').(t"-i-a"  —  b"—b") 

■+■   (  t>  -^  a'  —  b'  —  b' )  .  (t"  -i- a"  —  b"  —  b" ) 

Il  I  il    -^        ^  Il  *  Il     -^ 

(a'-^(f—b')J^i''—b'')^(a''-\-f—l'').U'—b')  —  (t'^a'—b'—V).(i''-^a''—b<'—h'')\ 

—    (  t'^  a'—b'  —  h'  )  .  ([■'-i.a"  —  b"—b")S 

(a'-^-a'—B').(t"—b")-i-(a"-ha"—b").(i'—b')—(r-ha'—b'—b')  .  (t"-^a'—b"—b")-) 

_    fi'  _f-  a'^—b'—  b'  )  .  (  t"  -^a"—b"  —  b"  J^ 

(a'-i-a'—b').(t"—b")-^-(a"-^a"—b").(i'—b')  —  (t'^a'—b'—b'J  .  (t"^a"— b"—b")^ 

^  (  t'  ^  a'  —  b'  —  b'  )  .   ('/"  +  a"  — 3"_  b"  )j 


>à. 


>6 


><> 


Ct'— û';.  (t"—a")  —  (t'—b')  .  (i>'  —  b")—(c'  —  b').(i"  —  b") 
^   (t'-i-a'  —  b'  —  b')  .  (t"-r^a"-+-  è" 


t"  —  b")  T 

y~b")  s 


>« 
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(t'  —  a'J  .(c"—a")  —  (t'  —  b').(t"  —  b")  —  (  t'—B'J.  (t"~B") 
H_  (t'-i-  a'—è'—b')  .(t"-^ 


a"  —b"—b')  J  ^  ^ 

-b')  .(  t"—  b")  —  (  t'  —  b')  .(  t"  —  h")  -> 

a'  —  b'  —  b'  )  .  (t"  -h  a"  —  5"  —  b")  y"" 

Septième  Forme. 


(t'^a').(t"  —  a")  —  (i'  —  b').(t"—b")  —  (  t'  —  b')  .(  c"  —  b") 

-^  (l'  -^ 


(l  26.)  D-tii'  —  (t  —  a).(i'—a').ri<'—d!')  —  (t  —  a)  .  (r  —  a  )  .  (t"—a") 
.^(t  —  a).(i'  —  a').(t"  —  a")  ^  (  t  —  b  )  .  (  i' -  b'  )  .  (  t"  —  b"  ) 
•^(t— b).(  t'-b').(t"  — b") -y- (t-b).(  t'  —  !>').(  t'<—b"  ) 
^(a-\-a-b  ).(c'—b').(c"  —  b")  —  (a'-i-a'— b')  .(t  —  b  ).(:•'— b"  ) 
t^(a"-i-a"-b").(c  —  b).(t'  —  b')  —  (a -ha  —b  )  .  (t'—V  )  .  (i''-^'  ) 
^(a'-^-a;  —b'  ).(t-b).(t"—b")  —  (a"-i-a"—b").(t—b).(c'  —  b') 
^(a-\-a  —b  ).(i'—b').(t"—bl')  —  (a'-¥-a'—b;).(c  —  b)  .(c<'—b") 
^(a".ha"—b").(t  —  b).(t'—b')  -t-  (t  +  a-b-b).(t'-k-a'-b'-b').(t"-\-a:'-b"-b"). 


Conditions, 

th'<^(t'  —  a')  .  (t"—a")—(t'—a')  .  (t"—a")  —  (t' —  a)  .  (c"  —  a") 

^(t'—B').    (t"—b")-lr(t'—h')    .    (t"—b")-i-(t'  —  b^).(t"—y) 

^(a'-i-a^—b').(t"  —  b")   —    (a"-ha"  —  b").(t'—b'  j 

^(a'.i-a'—b').(t"—b")    -    (a"-ha"—b")  .(t'  —  b'  ) 

^(ai  ^a'—b'  ).(t"—b"  )    —    (a"-i-a"—b'').(t'—b') 

"  ^  (l'^a'  —  b'—b'  )  .  (  i"  -f-  a"  —  b"  —  b"  ) 


><» 


l^a'+a'-b').(t"  —  b<')  +  (a"-ha"-b").(i'-b'  )   -» 
' ^  (t-  ^a'  —  b'—bl)  .  (i"-h  a;'—  b"  —  b;')  S 

■(a'-ha'  —  b').(i"  —  b")  -t-  (a"-t-a"  —  b").(t'  —  b')  >o 

(a'^a'—b').(c"  —  b")  ■+-  (a"-ha"-b").(t'  —  b'  )  "i 
^(  t'^a'  —  b'  —  b'  )  .    (  i"   -h    a"  —  b"  —  b")   J 
■(t'-a').(t"-a")-  (t'-b').(t"-b")  -  (i'-b').(t"-b"):><i 

Çt'-a').(i'<-a")  -  (i'-b').(t"-b"  )  -  (t'-hl)-(t"-b")^^ 
^(t'-^-a'—b'-b').(t"-i-a"-b"-b")J 

(^t'-a'),(r-a")  -  (t'—b').(t'-b")-  (i'~b').(t"-b^')>o. 
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Huitième  Forme. 
C—B<B  —  A;   C—B>B  —  y4;    C  —  B>B  —  A, 

(l  2  'J.)D  =  tt'("—  (i—a)  .  (l'—a!)  .  <t"—a'j  —(t—a).  rt'—  a')  .  (t''-^a"} 

^(t  —  a)  ,  (  i'—  a^ )  .  (  t"  —  a''  )  ->t-  ( t  —  b  j  ,  (  t'  —  b' )  .  (  i''  —  h"  ) 

^(  t  —  b)  .(t'—b').(t"—b")  ^(i—b,.  (t'  —  b')  .(i"  —  b") 

^(a-i-d—b  ).(t'—b').(t"—b")  —  (a'-^a'  —  b'  ).  (i  —  b)  .(i"—b") 

-^(a"-i-a"—b").(c  —  b).(t'  —  b')  —  (  a  -{- a  —  b    )  .  (l'—b')  .  (r'—b") 

.-(a'-i.a'  —  b').(e  —  b).(t"—b")  —  (  a"-i- a"— b''  )  .  (i  —  b  )  .  (i' —  b' ) 

^(a  -t-a  —b  j  .  (t'—b'J  .  (e"—b")  —  (a' -ha'  —  b'  )  .  (i  —  b)  .  (i"—b'  ) 

—  (d"^a"—  b")  .(t  —  b).  (t'—  h')->r(t-k-a—b  —  b).  (l'-ha'—  b<  —  b' ) .  (c"-j-  a"-  b"-  b) 

■»i-(t-i-a  —  b~b).(t'-ha'—b'—b').(t"-i-a"—b"~.b"). 


Conditions, 

il"  -(  t'^  a'  )  .  (  t"-  a"  )  -(t'-a'  )  .(t"  -  a")  —  (t'-a')  .  (  t"   -  f  ) 
^(t'  —  b'J.  (t"—b")-h(t'—b').(i"—b")  -h  (t'  —  b')    .  (t"  —  b"  ) 
.(a'-ha'  —  b').Cc"—i")—(a"-^-a"—b'').(t'—b')  —  (a'-^a'  —  b').(t"~"b")  xv^y 
.(a"-ha"—b")  .  (t'  —  b')  —  fa'-ha'~b^).(t"—b^')—(a"-i-a"—  b")  .  ( t'  —b'  ) 
.(i'^a'—b'—b'.ri"-ha"  —  b'—b")-hCt'-ha'—b'—b')  .  (  i" -^-a" —b" —b"  ) 

(a'+a'—F)  .  (t"—b''j  H-  (  a" -h- a"  —  b"  )  .  (  t' —  b'  ) 


b-  )  .  {t"—  b'  )  H-  {  a" -\- a"  —  b"  )  .  (  i' —  b'  )   T 
—  C/'  -t-  a'  —  b'—b'.rt<'^a"  —  b"  —  b",  J 


>o 


>o 


(a'-^a'—b').(i"~b").^(a''-^a;'  —  b").(t'—V)   "l 
—   ',  [•^a'  —  b'  —  b')  .(t"-ha''—b"  —  b")   f 

(a'-i-  a^  —  b')  .  (  t"—F')  H-  (  a" -h  a"  —  b'' )  .  (  t'  —  i')! 
.(t'-ha—h'—h;^  .  ■'t"-ha''—b"—b')—(t'-j-a'—b'—b';.(c"-ha'—b"—b"jj 

(  t'  —  a').(i"—a")  —  (t'—B').(t"—b")  —  (t'  —  b').  (r'—Y')  >o 

(i'  —  a').(i"  —  a")—  (['—b').rt"—b")  —  (i'  —  b').  rt"—b'\    1 
^(t'^-a'—b'—y).(t"-r-a"~b'—b")J 

(i-  —  a').(  t"-~a")  —  (t'—b'j  .  (  i"  —  b")  -(t'  —  b')  .(t"—  b") 


(t'—b'j  .  (^t"  —  b")-(t'  —  b;)  -(f—  b")   T 
([■^a'—b—h')  .  (t"  ~^a"  —  b"-~b"  )  J  * 
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Remarque  générale. 

(128.)  La  méthode  que  nous  employons  pour  arriver  a 
l'exprefTion  du  degré  de  l'équation  finale  ,  confifte  donc  ,  comme 
on  le  voit ,  dans  l'énumération  du  nombre  des  termes  de  l'é- 
quation-produit ,  &  du  plus  grand  nombre  de  termes  qu'on  peut 
faire  difparoître  dans  cette  équation ,  à  l'aide  des  n  —  i  autres 
équations  ;  enforte  que  la  valeur  de  D  augmentée  de  l'unité  eft 
l'expreflion  du  plus  petit  nombre  de  termes  auquel  l'équation- 
produit  puifle  être  réduite.  Rien  n'y  exprime  fi  tous  ces  termes 
reftans  doivent  être  en  x  pur ,  ou  en  y  pur ,  ou  en  ^  pur  ,  ôcc. 
ou  en  X  &CJ  ,  ou  en  jc  ôc  ^ ,  &c.  ou  tn.  x  ,  y  ,  :j^ ,  &c. 

Nous  pouvons  donc  delà  tirer  cette  conclufion  générale ,  que 
le  degré  de  l'équation  finale  re'fultante  d'un  nombre  quelconque 
d' équations  à  pareil  nombre  d'inconnues  ,  eji  le  même  pour  cha- 
cune de  ces  inconnues.  Nous  fuppofons  toujours  ici  la  plus  grande 
généralité  ;  c'eft-à-dire  ,  que  nous  faifons  abftradion  de  toute  re- 
lation particulière  entre  les  coëfficiens  des  équations  propofées. 
Nous  verrons  dans  le  fécond  Livre  quelles  peuvent  être  les  rela- 
tions entre  ces  coëfficiens  ,  qui  donneroient  lieu  à  l'abaifTement 
de  l'équation  finale  de  quelques-unes  des  inconnues ,  fans  donnes 
lieu  à  l'abaiiTement  de  quelques  autres, 

Appilcatlons  a  divers  exemples, 

(129.)  Suppofons  d'abord  que ,  des  trois  équations  propofées, 
l'une  foit  feulement  du  premier  degré  ;  fuppofons ,  par  exemple, 

a"  =  a!'  =  a!'  =  b"  =  b"  =  b^'  =  t"  =  u 

Alors  toutes  les  différentes  formes  calculées  (  120  6c  fuiv.  )  s'ac- 
corderont à  donner 

D  =ti'-.(t  —  b)  .  (t'-b')  —  (t-l)  .  (t'—y)  -  (t-h)  .  (t'  —  h')} 

6c  les  conditions  relatives  à  chaque  forme  fe  réduifent  toutes  à  la 
feule  condition  b'  -^  b' -'rb'^zt' ,  laquelle  (83  )  a  nécelTaire- 

ment  lieu. 

Comparons  préfentement  ce  réfultat  avec  celui  qu'on  pourroic 
attendre  de  la  méthode  d'élimination  fucceffive. 

LçS 
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Les  trois  équations  propofées  font 

Lf^',y'j', r^%  i'')'^  f7'>  i-';-]'  =  o, 

Si  on  conçoit  que  dans  les  deux  premières  on  fubftitue  la 
valeur  de  :^  donnée  par  la  troifième  ,  avec  un  peu  d'attention 
on  verra  qu'elles  deviendront  de  cette  forme 

(x^,  yt)'  =  o, 
(  x^,  yï,y  =  o. 

Or  le   degré    de  l'équation  finale    de   ces  deux  équations  doit 

{62)  être  tt'—(t  —  h).(tl—h')  —  (t—h).(t'-V);    i! 

excède  donc  le  véritable  degré,  de  la  quantité  (t  —  h)  .  (t' —  b'). 

Si  au  Heu  de  fuppofer  û"=  û"=û"  =  ^"=  b"=  b"=  r"=  i  , 

nous  avions  fuppofé  a!  :=  a'  =  a'  =  b'=  b'  =b'  =^  t'  =  i ,  nous 

aurions  été  conduits  aux  mêmes  conclufions  que  nous  venons 
de  trouver  fur  les  valeurs  de  -D ,  6c  fur  les  conditions. 

Mais  fi  nous  avions  fuppofé  a  =  a=^a  =  b  =  b  =  b  =r=i, 

nous  aurions  trouvé  toutes  les  formes  s'accorder  à  donner  encore 
la  même  valeur  pour  D  ,  mais  les  conditions  ne  feroient  pas 
généralement  les  mêmes  ;  ce  qui  fait  voir  qu'alors  le  polynôme- 
multiplicateur  ne  peut  pas  avoir  indifféremment  chacune  des  huit 
formes  i  mais  (117)  il  y  en  aura  toujours  au  moins  une  qui  lui 
conviendra. 

<I30.)    Suppofons    b  =  b  =  b  =  t  i    b'=b'^b'  =  t'  ; 

h"=b"=b"  =  ^';  nous  tomberons    dans  les  équations    de  la 

forme  (yf. . .  3^'=  o  ,  avec  les  conditions  mentionnées  (  ;8  )  ; 
c'efl-à-dire,  que  les  inconnues  jc , __y ,  ■^  dans  leurs  combinaifons 
deux  à  deux  ôc  trois  à  trois ,  montent  à  toutes  les  dimenfions 
pofTibles  ,  jufqu'à  la  dimenfion  t  de  l'équation  ;  mais  feule  à 
feule  ;  elles  ne  peuvent  paffer  les  degrés  a ,  a ,  a, 

N 
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Dans  le  cas  aéluel ,  on  trouvera  que  des  huit  formes  expofôes 
(120  &  fuiv.),  il  n'y  a  que  la  première  qui  puifle  avoir  lieu  ;  &  que 
dans  chacune  des  fept  autres,  il  y  a  quelques  conditions  qui  ne 
peuvent  être  fatisfaites.  Cette  première  forme  donnera 

D  =  tt't"   —    f  t  —  aj.f  t'  —  a'J.ft"  —  a"J 

^ft-aj.  ft'-  a'J.ft"-a"J  -  (t-a).(t!-d)  .  ft"~  a'% 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  (  62  ).  Et  les 
conditions  pour  l'exiftence  de  cette  valeur  de  D ,  fe  réduifent  à 
la  feule  condition  fuivante 

i'  t"  —  (t'—  a')  .  (c"—a")  —  (t—a')  .  (i"  —  a")  —  (t'  —a')  .  fi"— rt"j>  o,^ 

condition  qui  ne  peut  manquer  d'avoir  lieu  dans  le  cas  a£luel ,  ou 
l'on  fuppofe  a'  -^  a'  :>  t' j  a"  -+•  a"  >  i"  ,  d  -^  d  ">  t!  , 
d'-\'d'->t\  &c. 

En  effet  le  cas  ou   la  valeur  de 

tU"  —  (i'  —  a').(t"  -^a")  —  (t'—a')  .(t"-~a")  —  (t'—a')  .  (i"  —  a") 

eft  la  plus  petite  qu'il  eft  pofllble ,  eft  celui  où  t'  —  d  f  t"  —  d\ 
/  —  dj  &c.   ont  les  plus  grandes  valeurs  pofTibles  ;  c'eft-à-dire  ,   le 

cas  où  Ton  a  t'—d^d,  t"—d'=d',  t' —  d  ^  d ^  &c.  Or 
dans  ce  cas  la  condition  fe  réduit  à  a'û''>>o. 

Il  n'en  feroit  pas  de  même  fi  quelqu'une  des  conditions 
d  -^  d  ':>  t'y  &c.  n'avoit  pas  lieu  ;  alors  on  trouveroit  qu'aucune 

des  huit  formes  ne  peut  avoir  lieu  :  &  cela  eft  tout  fimple  ,  puif- 
qu'alors  on  awroit  fauflement  fuppofé    b'  =  t' ,  puifque  d  -f-  d 

étant  <  t' ,  par  l'hypothèfe ,  il  ne  feroit  pas  poffible  que  b'  qui 
(  85  )  eft  plus  petit  que  d  -f-  d  fût  =  t'. 

Si  l'on  demandoit,  par  exemple,  quel  eft  le  degré  de  l'équation 
finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 

axy  +  l>  XI  -h  cy  i  -t-   dx    -h  e y   ■+•  /i  ■+■  g  z=  o  , 

c'eft-à-dire  ,    de    trois    équations    telles   que 

l(x',y')',    (x\  r  )\   (y'  ,  î'r3'=  o, 

on  auroit  D  =  8  —  i  —  i  —  i=j;  &la  condition  unique  cl- 
deffus  fe  réduiroit  à  -i—  1  —  1  —  i  >•  o  ,  ou  1  >•  o,  ce  qui  a 
lieu. 
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Mais  on  auroit  tort  de  vouloir  conclure  de  la  même  formule  , 
la  valeur  de  D  pour  trois  équations  de  cette  forme 

C  (x',y')\    (>='  ,V)\(y\V  /^'  =0. 

c'eft-à-dire,  pour  trois  équations  telles  que 

axyi-^-  b  xy  +  c  xi  -)-  dyi  H-  ex  -\-  fy  4-  ^  î  4-  .*  =  o  , 

parce  que  dans  celle-ci  les  combinaifons  des  inconnues  ,   deux  à 
deux  ,  n'atteignent  pas  la  dimenfion  même  de  l'équation. 

Pour  avoir  la  valeur  de  D  pour  ces  équations ,  il  faut  employer 
les  expreflîons  générales  des  valeurs  de  D  trouvées  (  120  &  Juiv.)i 
en  fuppofant 

B  =  a    -i-  a   ,     b   =z  a    -\-  a    y     B    =  a   -^-  a    ; 
B'  =  a'  -f-a'       B'  =  a'  -i-  a'  ,    B'  =  a'  -^-  a'  ; 

B"=a"-i-a'',     B"=a"-^a",    B"  =  a" -^  a" ,' 

on  trouvera  D  =  6. 

Si  pour  trois  équations  telles  que  celles  dont  nous  parlons 
dans  cet  exemple ,  on  vouloit  employer  le  procédé  de  la  mé- 
thode d'élimination  fuccefTive  ,  en  fubftituant  dans  deux  de  ces 
équations  la  valeur  de  ^ ,  par  exemple ,  tirée  de  la  troifième  ;  on 
auroit  d'abord  deux  équations  en  x  &  j/ ,  de  la  forme  fx\y^J  "^  =  o. 
Puis  éliminant  y  à  l'aide  de  ces  deux -ci  ,  on  feroit  conduit 
(  52  )  à  une  équation  du  degré  16 —  ^ — 4,  c'eft-à-dire,  du 
degré  8. 

(131.)  Suppofons   b==b=t;h'=b'  =  t' ;  b"  =  b"  =  t". 

On  verra  qu'il  n'y   a  que  la  forme  première  (120)    qui    puifTe 
fubfifter  ;  elle  donne 

Z)  =  ti't"  —  (t  —  a).(t'—a').(t"  —a")  —  (  e— a)  .  (  t'— a' )  .  (  i"  —  a"  ) 

_  (t-a).(t'-a').(t"-a"J  -H  (  c-B  )  ,  (  c' -  B' )  .  (  t"  -  b") 

—  (  a  -^  a  —  B  j  .(t'  —  B')  .  (c"  —  B")  —  (a'  +  a'  —  B'  )  .  (  t  —Bj.(i"-B") 

—  (  a"  -{-  a"  -  B"  )  .(  t  —  B  )  .  (  t'  —  B'  J 

êx.  pour  conditions ,  la  feule  condition  fuivante 

t't"  —(-,'_  a';  .  (t"  _  a")  -.(t<—a').(  t"  —  a")  —  (  t' —  a'  )  .  (t"  —  a^' ) 
■^(t'—B').(t''—b")-.(a'  +  a<~B').(t"—b")—(a"-^a"—b").(L'  —  B')>o 

toutes  les  autres  ayant  évidemment  lieu.  Quant  à  celle-ci ,   ell^ 

Nij 
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ne  peut  manquer  d'avoir  lieu  non  plus  par  ce  que  nous  avons 
dit   (117  )• 

Il  eft  poflîble  ,  généralement  parlant ,  que  cette  condition  ne 
foit  pas  fatisfaite  ;  mais  ce  ne  fera  que  quand  les  conditions  né- 
ceflaires  à  l'exiftence  des  équations  propofées  (  83  )  ,  n'auront 
pas  lieu  ;  par  exemple  ,  fi  l'on  avoir  a  -i-  a<^  B ,  a' -^  a'  <ib' 

&  ainfi  de  fuite  ;  mais  il  eft  vifible  qu'alors  l'expreiïion  de  la 
forme  des  équations  feroit  fauflfe ,  &  réductible  à  une  autre  : 
Voye-^  (  ICI  ).  Ainfi  la  valeur  de  î)  que  nous  venons  de  donner  , 
eft  Fexpreflion  générale  &  unique  du  degré  de  l'équation  finale 
dans  trois  équations  de  cette  forme  [  ^^ ,  (y"-'^')^'  ]  '  ===  o. 

Suppofons  ,  plus  particulièrejnent  ,  que  a  =  a-=^h-=\^ 
c'  ^  û'  =  ^'  =  I  ;    d'  =  a!'  =  b"^=.  i .  Alors  a  ne  peut  avoir  que 

t  il  II  /  it  II  ^  ■*■ 

ces  deux  valeurs  a  =  r,  ou  a=t  —  i  ;  de  même  a'=t'  ou 

û'  =  /'  —  I,  &  a"  =  t"  ou  a"  =  t"  —  I .  Dans  le  premier  cas ,  la 

valeur  de  2)  eft  V  =  t-k-  t'  '\'  t" —  29  ôc  dans  le  fécond  cas 

B  =  t  H-  t'-\-t"  —  3. 

En  effet  ,    dans   le  premier  cas,  les  trois   équations  peuvent 
être  repréfentées  par 

f  <  —  I  t   —T 

(  X.  .  .1  )      -i-  (  X  ..  .1  )         '  y  -^  (  x,..i  )         •  1=1  0 

t'  t—t  i  —  1 

(  X  .  ,.  i  )     ■+-  C  '^  •'  ■  1  )         '  y  -h  (  X  ,  . .  1  )         •1=0 

t"  t"—t  t"—i 

(  X  .  .  ,  I  )      -f-fx...ij  •  y  -i-  (  X  . .  .  i  J  •  1=  o. 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  fi  on  fubftitue,  dans  la  première,  les 
valeurs  de  j/  &  de  ^  tirées  des  deux  autres ,  on  aura  en  x  une 
équation  du  degré  t -i-  t'  -^  t"  —  2.  Mais  on  ne  verroit  pas  aufîî 
facilement  qu'il  doit  en  être  de  même  de  l'équation  enjy,  ôc  de 
l'équation  en  :^  :  au  lieu  que  l'efprit  de  la  méthode  par  laquelle 
nous  arrivons  à  la  valeur  générale  de  D  ,  fait  voir  que  le  degré 
de  l'équation  finale  eft  toujours  le  même  pour  chacune  des  trois 
inconnues ,  du  moins  abftra£lion  faite  de  toute  relation  particulière 
entre  les  coëfficieirs. 

(I  3  2  •  )    Suppofons  que  des  trois  inconnues  x  ,j  ,1,  il  n'entre 
dans  la  première  équation  que  les  deux  x  ôny. 
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Que    dans    la  féconde  ,    il    n'entre   que  les  deux  inconnues 
X  en  i: 
Et  que  dans  la  troifième ,  il  n'entre  que  les  deux  inconnues 

On  aura  ^  =  o  ,  û'  =  o  ,   a"  =  o. 

De-là  il  fuit  que  b  =  a,  h  =  a  ,  b  =  t  ,b'  =  a' ,  b'  =  ^  j, 
b'=a',  b"  =  a"  ,  "b"  =  a!' ,   b"  =  t". 

ti  II  $  t  tr  fl 

Si  on  fubftitue  ces  différentes  valeurs  dans  chacune  des  formes 
de  la  valeur  de  D  données  (i20&fuiv.  )j  on  trouvera  qu'elles 
s'accordent  toutes   à  donner 

D  =  [t't"—i.(t'—  a!)  .  (  t"—  a'')—  t'.  (t—a).  (t"  ^a")  —  t".(t  —  a).(i'^a') 
—  (a+a-t).(t'~.a').  (t"  —  a")  —  (  a' +  a' —  t' )  .(  :— a  J  .(  t"—a") 

&  les  conditions  relatives  à  chacune  de  ces  valeurs  égales  déter-« 
mineront  dans  quelle  forme  doit  être  pris  le  polynome-multipli-^ 
cateur. 

Pour  terminer  ce  qu'il  y  a  à  dire  fur  les  équations  analogues  à 
celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu'ici,  nous  allons  donner 
iine  idée  de  la  manière  de  déterminer  le  nombre  des  termes  des 
polynômes  de  cette  efpèce  ,  recherche  à  laquelle  nous  avons  ré- 
duit celle  du  degré  de  l'équation  finaler 

Confid/r allons  générales  fur  le  degré  de  V Equation  finale  y 

dans  les  autres  équations  incomplettes  analogues  a  celles 

que  nous  avons  traitées  jufquici. 

(1330  Après  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  volt, 
fans  doute ,  que  ce  que  nous  entendons  par  équations  analogues 
à  celles  dont  il  a  été  queftion  jufqu'ici ,  ce  font  celles  où  fur  un 
nombre  quelconque  n  d'inconnues  ^  il  y  en  a  un  nombre  n'  telles 
1.°  Que  chacune  de  ces  7/  inconnues  ne  palTe  pas  un  certain  degré 
donné ,  différent  ou  le  même  pour  chacune  :  2.°  Que  ces  mêmes 
inconnues  ne  peuvent  ,  dans  leurs  combinaifons  deux  à  deux  , 
s'élever  au-delà  de   certaines  dimenfions  :  5.°    Que  dans   leurs 
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eombinaifons  trois  à  trois ,  elles  ne  peuvent  s'élever  au-delà  de 
certaines  dimenfions  données  :  4-°  Que  dans  leurs  eombinaifons 
quatre  à  quatre  ,  elles  ne  peuvent  s'élever  au-delà  de  certaines 
dimenfions  données  ;  ôc  ainfi  de  fuite ,  jufqu'aux  eombinaifons 
7z'  à  /z'  :  j."  Et  qu'enfin  les  autres  inconnues  au  nombre  de  n  — ^  n'j 
peuvent  tant  entr'elles  qu'avec  les  n'  inconnues  ,fe  trouver  à  toutes 
les  dimenfions  poffibles  jufqu'à  la  plus  haute  dimenfion  de  l'é- 
quation. 

(  I  3  4')  Nous  entendrons  ,  par  polynômes  ou  équations  de 
même  forme  ,  ceux  dont  la  compofition  eft  analogue ,  comme  l'eft 
celle  des  équations  que  nous  venons  de  décrire  ;  ôc  par  polynômes 
ou  équations  de  même  nature ,  ceux  dont  l'exprelfion  du  nombre 
des  termes  eft  de  même  forme,  c'eft-à-dire  ,  eft  compofée  de  la 
même  manière. 

Par  exemple,  à  l'occafion  des  équations  traitées  (  82  ),  nous 
avons  vu  que  l'exprefTion  du  nombre  des  termes  du  polynôme- 
multiplicateur  eft  fufceptible  de  huit  formes  différentes  ,  le 
polynôme  ayant  toujours  la  forme 

Si  on  con<çoit  en  même  temps  un  autre  polynôme 

''..A-a     ^A-a)B-b     ,,,A-a    .,A-a)B-b    /y-^-a    ^,A  -  a  )B  -  bnC-c    ^A-a  n)T-t 

u       jX .    .j      ,  [U      ,y„  ,.j.    ',{x-,    ,^y,.   „j.,  >,j      ,  ^. nj 

ce  polynôme  eft  de  même  forme  que  l'autre  ;  mais  il  peut  êtrç 
de  même  nature  ,  ou  de  nature  différente  :  il  fera  de  même  na- 
ture ,  fi  les  relations  entre  fes  différens  expofans ,  étant  les  mêmes 
que  celles  des  différens  expofans  du  premier,  permettent  ,  pour 
avoir  l'exprefiion  du  nombre  de  fes  termes ,  d'employer  la  même 
formule  qui  fert  à  trouver  le  nombre  des  termes  du  premier  :  il 
fera  ,  au  contraire  ,  de  nature  différente ,  fi  pour  avoir  le  nombre 
des  termes  de  l'un  ,  on  eft  obligé  d'employer  une  formule  diffé- 
rente de  celle  qui  peut  donner  le  nombre  des  termes  de  l'autre. 

(  I  3  5  •  )  -^^  même  que  nous  avons  vu  (  84  &  fuiv.  )  que  l'ex- 
preffion  du  nombre  des   termes  du  polynôme 

étoit  fufceptible  de  huit  formes  différentes ,  &  qu'il  en  réfultoit , 
pour  la  valeur  de  D  ou  de  l'expreffion  du   degré  de  l'équation 
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finale  ,  huit  formes  différentes  ;  de  même  en  ge'ndral  ,  pouf 
toutes  les  autres  équations  dont  nous  venons  (153)  de  décrire  la 
compoiition  ,  D  aura  autant  d'expreiïions  différentes ,  que  pourra 
en  avoir  l'expreiïion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme  de 
même  forme. 

(136.)  En  général  on  concevra  toujours,  à  l'inftar  de  ce  que 
nous  avons  fait  jufqu'ici ,  l'une  des  équations  multipliée  par  un 
polynôme  de  même  forme  :  le  produit  ou  l'équation-produit  qui 
en  réfultera  ,  fera  toujours  dans  ces  fortes  d'équations  ,  de 
même  forme  ;  &  par  les  mêmes  raifonnemens  que  nous  avons 
employés  jufqu'ici  ,  &  appliqués  mot-à-mot  ,  on  verra  de 
même  que  l'expreffion  du  nombre  des  termes  reftans,  tant  dans 
le  polynôme-multiplicateur  que  dans  l'équation-produit  ,  après 
qu'on  en  aura  fait  difparoitre  le  plus  grand  nombre  de  termes  qu'il 
eft  poffible  d'en  faire  difparoitre  à  l'aide  des  n  —  i  autres  équa- 
tions ,  fans  en  introduire  de  nouveaux  ,  fera  toujours  une  diffé- 
rencielle  exacte  de  l'ordre  n  —  i  ^  &  qu'enfin  la  valeur  de  D 
qui  en  réfultera  ,  fera  une  différencielle  exaéle  de  l'ordre  n  ,' 
laquelle,  par  conféquent,  ne  renfermera  plus  aucun  des  expofans 
du  polynôme-multiplicateur  ,  mais  fera  une  fonclion  des  différens 
expofans  des  équations  données. 

(  I  3  7-  )  On  voit  donc  que  la  queftion  de  trouver  la  valeur 
de  D  dans  toutes  ces  équations  ,  eft  réduite  a£l:uellement  à 
trouver  l'exprefiTion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme  quel- 
conque de  la  forme  de  ceux  dont  il  s'agit  ici.  Il  ne  s'agira 
plus  que  de  la  différencier  de  la  manière  que  nous  avons  affez 
expofée  jufqu'ici. 

{  I  3  8-  )  Mais  comme  toutes  les  différentes  valeurs  de  D  qui 
réfulteront  des  différentes  expreffions  que  l'on  trouvera  pour  le 
nombre  des  termes  du  polynôme-multiplicateur  ,  ne  feront  pas 
toutes  également  admiffibles  dans  tous  les  cas  :  on  voit,  par  ce  qui  a 
été  dit  (  1 17  )  que  pour  avoir  les  fymptomes  qui  détermineront  la 
légitimité  de  l'admiffion  de  l'une  quelconque  de  ces  valeurs ,  il 
faudra,  dans  chaque  valeur  de  D,  prendre  la  fommedes  termes  qui 
multiplient  un  même  expofant  de  l'une  quelconque  des  équations, 
Ôc  examiner  fi  elle  eft  plus  grande  que  zéro  ,  c'eft-à-dire  ,  pofi- 
tive  :  fi  cet  examen  fait ,  par  rapport  à  chacun  des  expofans  de 
la  même  équation ,  donne  tous  réfultats  pofitifs ,  la  valeur  fera 
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admiflible,  lorfqu'elle  foutiendra  cette  même  épreuve  à  l'égard 
de  toutes  les  équations  ;  dans  le  cas  au  contraire ,  où  l'on  ren- 
contrera un  feul  réfultat  négatif,  la  valeur  de  D  ne  peut  conve- 
nir :  néanmoins  il  s'en  trouvera  toujours  au  moins  une  qui 
foutiendra  cet  examen  :  6c  dans  le  cas  où  il  s'en  trouvera  plu- 
fieurs  ,  elles  feront  égales. 

(  I  3  9  •  )  La  fimilitude  de  ce  qu'il  y  a  à  faire  a£bjellement  , 
avec  ce  que  nous  fait  jufqu'ici,  nous  difpenferoit  donc  de  pour- 
fuivre  davantage  cette  branche  d'équations  incomplettes.  Mais 
nous  ne  devons  pas  la  quitter  avant  que  d'avoir  du  moins  donné 
une  idée  des  diiférentes  formes  des  termes  que  l'on  rencontrera  à 
fommer  dans  la  recherche  du  nombre  des  termes  des  polynômes 
de  cette  clafTe ,  &  de  la  manière  de  les  fommer.  D'ailleurs  nous 
!devons  aufli  acquitter  la  promeffe  que  nous  avons  faite  (  ^y  )  de 
donner  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale  dans  toutes  les 
équations  de  la  forme  (w  . . .  n)'  =  o,  les  expofans  a, a, a,  &c. 

n'étant  affujettis  à  aucune  condition  que  celle    de  a  -+-  a  -+-  a 

H-  a  ,  &c.    >►  ;,  en  comprenant  tous  les  expofans  fl,  û,  a ,  6cc>i 

condition   fans  laquelle  l'équation  ne  peut  exifter. 

Nous  allons  commencer  par  cette  recherche. 

Problème    XXI  IL 

(  I  4  O  •  )  On  demande  la  valeur  deN  {u^,  ,  pU)"^  ^  les  expo/ans 
A ,  A ,  A ,  ôcc.   étant  quelconques. 

Cette  valeur  eft  très-facile  à  déduire  de  ce  que  nous  avons  dit 
(41  )  ;  mais  il  ne  fera  pas  inutile  de  la  rechercher  ici  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  déjà  employée ,  ôc  que  nous  emploirons 
toujours  dorénavant  pour  ces  fortes  de  recherches. 

Suppofons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'un  feul  expofant  A  ;  c'eft-. 
à-dire ,  que  toutes  les  autres  inconnues  montent  au  degré  T. 

Concevons  le  polynôme  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  à 
laquelle  cet  expofant  appartient,  par  rapport  à.  u  ,  6c  nommons  5 
l'expofant  de  w ,  dans  un  terme  quelconque.  Chaque  terme  fera 
de  la  forme  u'  fx  . .  .n —  i  J  ^~^ ,  depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à  s  •=A' 
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Il  faut  donc  fommer  N  fx . ..  n  —  ij ^~%  depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à 
s  =  y^.   Or  cette  fomme  eft  IVfu . . . nj'^  —  A'  fu  . . .  n)  t-^-\ 

(  I  4  I  •  )  Suppofons  aduellement  que  n  —  2  inconnues  feule- 
ment,  montent  au  degré  T;  6c  que  les  deux  autres  u  &  x,  ne 
paflent  pas  les  degrés  A  àc  A  refpeclivement. 

Je  conçois  le  polynôme  (u^^ ,  x^  ,y ,  t^.  .  .n)'^  ordonné  par 
rapport  à  jc;  chaque  terme  fera  de  la  forme  x^  (u'^jj,?^. . .  n — ij'^~' 
depuis  ^=0,  jufqu'à  s  =  A ,  ou  jufqu  a  ^  -f-  y^  =  T,  félon  que 

A  ■<  T —  A  jOu  A'^T —  A  ;  il  fe  préfente  donc  deux  cas,. 

Premier  Cas. 

A<T-^A,  ou  A'\-A<T. 

Dans  ce  cas ,  la  forme  x^  (ii"^  ^  y  ,7^. .  .n  —  \)  "^"^  aura  lieu 
dans  toute  l'étendue  du  polynôme  :  il  n'eft  donc  queftion  que  de 
fommer  A"  (a^  ,y,:^...n  —  ij'^-'  depuis  ^  =  o  ,  jufqu  a  i-  =  A, 

Or  nous  venons  de  voir  que  Nfu^,  y ,  ^.  .  .n  —  \  )'^~' 
=  N(u  ...n  —  I  j^-'  —  N(u  .  ..n  —  \)  t-a-s-i^  Sommant 
donc   cette  quantité  ,  on  aura,  pour  le   cas  de  A  <i  T — A, 

A        A  T  T  T-A~i 

lf(u    ,  X  '  y  y,  -[,,,71  )      z=.N(u.,.n)       —N(u...n) 

T-A-i  T-A-A-t 

.—  N(u..,n)         '  +N(u...n) 

Second  Cas. 
A  >  T—  A  ,  ou  A-h  A>T, 

Dans  ce  cas,  la  forme  x^(^u^,jy,  :^. .  ./z — i)'^~'  n'aura  lieu 
que  depuis  5=0,  jufqu'à  s  =  T —  A  ;  pafTé  s  =  T —  A  , 
elle  ferax'  f^ty)  ^-"n —  iy'-^~''ou  x'fu...n — ij'^~'  jufqu  a  s  =  A. 
Nûus  avons  donc  à  fommer  1."  Nfw^^y,  ^...n — ij'^~' 
depuis  s  =  o  ,  jufqu'à  s=  T —  A  ;    2.°  N  fu  .  .  .  n  — 1 J'^-' 

depuis  5=  r  — -4  exclufivemew  ,    jufqu'à    s  =  A.     DonCj 

G 
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on  trouvera  pour  le  cas  de  yî-h  A  ^  T", 

N(u     ,x'...n)       =N(u...n)     —  N  (u .  .  .  n)  —N(u...n)        •       ' 

(  I  4  ^  •  )  Suppofons  que  n  —  3  inconnues  feulement ,  montent 
au  degré  T\  ôc  que  les  trois  autres  ne  paffent  pas  les  degrés 
^ ,  Â ,   •/  refpedivement. 

Je  conçois  le  polynôme  f  u-^,  x^ ,  y '!f,^. ..  nj'^  ordonné  par 
rapport  àj/  ;  chaque  terme  fera  de  la  forme_jy'  fu^,  x^,  :^. .  .n — 1^-^~* 
depuis  s  =  0  ,  jufqu'à  s  =  yf  ^  ou  jufqu'à  s  -\-  A  =^T  ,  ou  juf- 

qu'à  s  -[-  A  =  T  ;  c'eft-à-dire  ,  jufqu'à  s  égale  à  la  plus  petite  des 
trois  quantités  A\  T — ■  A  ;  T — A. 

Il  fe  préfente  donc  les  fix  cas  fuivans 


A  <   T—  A  <  T—A 
r—  A  <  A  <.  T  —  A 


T—  A  <  T—A  <  A 
T  —  A  <:  A  <,  T  —  A 
T  —  A  <,r  —  A  <,A. 


Premier  Cas. 
A<T— A<T^A, 

Dans  ce  cas  la  forme  jk^  (u"^  ,  x^.  . .  n  —  ij  ^"^  aura  lieu 
dans  toute  l'étendue  du  polynôme  :  on  a  donc  à  fommer 
N  fu^  ,  x^. .  .  n  —  1 J  ^"" *  depuis  s  =  0,  jufqu'à  s  =  A. 

Or  (  141  )N(u^,  x^...n—  i)^-'  =  N  (u  . .  .n— i  J"^-' 
^N(u...n  —  i)'^-^-'-'  —  N(u..,n  —  iJ^A-'-^  N(iu..n  —  ij^'^-^''-^ 

fi  A-^A^T—s  ; 
&    N  (u^,  x4...n—  i  J"^-'  =  N  (  u.  .  .  n  —  ij^-' 

Ç\  A  -^  A  •>  T—  s. 
Or  comme  la  valeur  finale  de  5  eft  ^ ,  le  cas  a£luel  fe  fub- 
divife  donc  en  deux  autres ,  favoir 

A'hA<T— A;A~hA>T  —  A. 
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Et  comme  la  première  valeur  de  ^  cft  o ,  il  peut  arriver  aufTi 
deux  autres  cas  ;  favoir  A-^-  A  <.  T  ;   6c  A  -^  A^  T,  dont  le 

fécond  ne  pouvant  avoir  lieu  avec  le  premier  des  deux  autres ,  il 
il  en  réfulte  feulement  les  trois  cas  fuivans 

yi  -h  yf  <T;    ^-H^>    T  —    A  ; 
A  -^  yl  >  T  ;    A  +  A  >    J  —  A. 

/  tu 

Dans  le  premier  cas ,  on  aura  à  fommer  feulement  la  première 
exprefllon  depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à  s  =  A. 

Dans  le  fécond  cas,  on  aura  à  fommer  i.*"  la  première  exprefllort 
depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à  s  =  T —  A  —  A  ;  2.°  la  féconde,  depuis 

^  =  T —  A  —  A  y  exclu  fivement  jufqu'à  s  =  A. 

Dans  le  troifième  cas ,  on  aura  à  fommer  la  féconde  expreflloii 
feule  ,   depuis  s  =  o  ,  jufqu'à  s  =  A. 

Donc  Çi  A  -h  A  <:  T;    A  -\-  A  <i  T—  A  y  on  aura 

^  ,  A       A      A  T  T  ^  T—A—i  T—A—T 

I/(u    ,x  '  ,y"  yi.  .,n)    z=  N(u  ...n)     —  N(u  ...n)  —  N(u  ...n)         < 

T—A  —  i  ,  T—A  —  A  —  i  T—A  —  A  —  t, 

^N(u...n)  "         -^N(u...n)  '  ■+-N(u...n) 

T—A  —  A—t  x—A—A  —  A^-i 

■+-JV(u...n)  ■       "        —N(u,..n)  <        "         • 


Si  A-\-  A<^Ti  A->rA^T—Ay 


on  aura 


A       A       A  T  ,  T  T—A—\  T—A^t 

N(u    yX',y     ,i...n)    z=.N[u...n)    — N(u.,.n)  —N(u...n) 

.    ^  T—A^l         ^    ^  T—A  —  A  —  i  T—A  —  A  —  i 

sm.  l/(u...n)         "  -i-  N(u...n)  •         +N(u...n)  " 

T-A-A-i 

-+-  A'^r  u.,.n)  '       '•       • 


Si  ^  +  ^>r;  A-\-A>T-^A, 


on  aura 


„  ,  ^      ^      ^  T         ^  T  T-A~i  ,  r~A~t 

AT  (M     ,K  '  ,  J"' ,  î...n;    =N(u:.,.n)     —N(u..^n)  —N(u...n) 

,,,  T  —  A^l  T—A—A—i  T—A  —  A—l.      . 

O  ij 
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Second  Cas. 

A  <   T  —  A  <T  —  A. 

Comme  ce  fécond  cas  ne  diffère  du  premier  que  par  le  change- 
ment de  ^  en  ^  ôc  réciproquement ,  ôc  que  ce  changement  n'en 

apporte  aucun  à  î'exprefïïon  du  nombre  des  termes ,  ce  cas  ne" 
fournit  rien  de  nouveau. 

Tro'ijième  Cas, 
T  ^  A<:  A<T  —A. 

Dans  ce  cas  ,  la  forme  ^'  (u^  ^x"^  f-:^.,  .71)"^^'  n'aura  lleû 
que  jufqu'à  5  =  T  —  A  ;    palTé  s  =  T  —  A   ,     elle    fera 

y'  fu^  .  .  .n —  ^)^~'  i  jufqu'à  s  =  A.   On  aura  donc  àfomnier 

I .°  N (u ^,  x"^ ,7^...n  —  \)  ^~ '  depuis  s  =  o,  jufqu'à  j=  T — A; 

a.°  N  (u^^ .. .  n  —  1}  ^~'  )  depuis   s  =  T —  A  exclufivement  y 

jufqu'à  s  =  A.    Or  on  a 

A       A  T  —  s  T—s  t-A-s-i 

f/(u     ,x  <  ,\,  .  .n— 1  )  =zN(u,,,n — z)  — N[u..,n — ij 

T~A-s-i  T-A~A-s~z 

—  N(u,,.7i—.i)         •  -^N  (  u..,n — 1)  '  f 

fiA-i-  A<  T—s, 

A        A  T-s  T-s  T-A~s-V 

N(u     ,  X  <  y\,.  .n— i)  ^N(u,..n  —  ij         — JV(ii , ,  ,n-^J  ) 

T—A—s—i 

^  N(u...n  —  t  )         '  3 

fi  A  '\'  A>  r—  s; 

Or  comme  s  a  pour  première  valeur  zéro ,  il  peut  arriver  que 
A  -h  yf  <Z   T,    &c   que  A-^A>  T. 

Dans  le  premier  cas  ,   on  aura  à  fommer   1  °  la  première  ex-  - 
prellîon  depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à  s  =  T  —  A  —  A. 

â.°    La  féconde  depuis  s  ==  T  -—  A  -^  A  exclufivement  g 


ÉQUATIONS     ALGÉBRIQUES.       loj) 

juf^u'à  5  =  r  —  A  ;   5 .°  la  troifième  depuis  s  =  T —  A  exclufi- 

vement ,  jufqu'à  s  =  A. 

Dans  le  fécond  cas ,  on  aura  à  fommer  i.°  îa  féconde  expreHTion 
depuis  s  =  o  ,  jufqu'à  s  =^  T  —  A  ,    &   la  troifième    depuis 

s  =  T —  A  exclufivement ,  jufqu'à  s  =  A. 

Donc  fi  ^  H-  y^  <;  T,   on  aura 

A       A       A  T  T  T-A-T  T~A-1 

N(u     ,Ar',y   ,\...7i)     =N(u  .,,n)     —N(u,..n)  — N(u,.,n)         ' 

T-^A—i  T-^A—A  —  i  T—A—A*-z, 

'^N(u,..n)         "        -\>N(ui..n)  ■         -h  N(u,..n)  "vj'-t^ 

éc  Cl  A  -^  A  ">  T  f    on  aura 

A        A       A  T  T  ^  T—A—1 

N  (  u     ,  X     ,  y  •  ,1.  ,  .n)     =:   JV  (  u. .  .n)        —  N  (  u.  .  ,n  ) 

T—A-~l  T—A-^ï  T^A  —  A—% 

^^  N(u,.,n)  •         -^  N  (u,..n)  "         -i-N  (u , ,  .n)  ■>        » 

Quatrième  Cas\ 

T  —  A  <  T  ^  A  <  A. 

Dans  ce  cas  ,  la  forme  y'  (u"^ ,  x^  j^.. .  n  —  ij'^"  n'aura 
lieu  que  depuis  s=  o  ,  jufqu'à  s  =  T —  A. 

"'"Paffé  s=  T-^A,  elle  fera  y'fu^,  x,  i.,.ji—ij^-' 
jufqu'à   s  =    T  —  A. 

Palfé  s  =  T  —  A ,  elle  fera  y'  fu ,  x,  ^. . .  n -^  ij '^~'   ou 
y^(u...n —  \)'^~'    jufqu'à  .î  =  y^. 

On  aura  donc   à  fommer    i.°  N fu"^ ,  x^ff^.../!  —  ij'^~' 
depuis  5=6,  jufqu'à  s  =  T-^  A  j^  2°  JV  fu^'.  .  .  n  —  i  J  ■^~.' 

depuis  s  =   T  —  A  exclufivement  ,    jufqu'à  s  =  T  —   A  i 

^^  N  (u. .  .n—  ij^~'  depuis  s  =T—'A  exclufivement ,  juf- 
qu'à S=:  A, 

Or  on  a 

,  ,    ^        A  T-s  T~3  T-A~s-'1 

JN(u     ,  X  •  ,1.,  .Ti'-ï)  =N(u,..n-'i)  ^  N(u...tT—-i) 

T—A~s—i  T—A—A^t—z 

^  N(u,  ,.n'^l  )  '  ■+-N(u...n — 1)  '  } 


fi  ^  -t-  ^  <  r—  s  j 


/ 
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T—A  —  s—i 

-~  N  (  u...n—i  )         •  y 

l\  A  -h  J  >   T—s, 

A  T  —  s  T—s  ,  X—  A—t—i 

t/(u     ...a— i;  :=z  N(u.  ..  n— i  )  —.N(u...n-~-j)  j 

Donc  ,  comme  s  doit  avoir  zéro ,  pour  première   valeur  ,    il 
peut  arriver  deux  cas ,  fçavoir  A  -i^  A  <C.Ty  &^-t-^>>T. 

Dans  le  premier  cas ,   on  aura  a  fommer  i .°  la  première    ex- 
prefïîon  depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à  s  =  T —  A  —  A  ^   2°  la  féconde 

expreflîon  ,    depuis  s  =  T  —  A  —  A  exclufivement  ,    jufqu'à 

s  =T —  Ai  3.°  la  troifième  depuis  s  =  T —  A  exclufivement, 

jufqu'à  i-=  T —  A  ;  3.°  la  quatrième  depuis  s  =  T —  A    ex' 
clufivement ,  jufqu'à  s  =  A, 

Dans  le  fécond  cas ,  on  aura  à  fommer  i .°  la  féconde  expreflîon 
'depuis  5=0,  jufqu'à  s  =  T  —  ^  y  2.°  la  troifième  depuis 

s  =  T  —  A  exclufivement ,  jufqu'à  s  =  T —  A  j  3.^  la  quatrième 

depuis  5  =  T —  A  exclufivement ,  jufqu'à  s  =  A, 

Donc  (i  A'i'  A  <iTf  on.  aura 

A        A       A  T  2"       .  T—A—ï 

N(u     ,  X'  ,  y  "  ,1.  »  >n)     =N(u...n)     —N(u,',.n) 

T-A-i  T-A~J  T—A  —  A  —  i. 

»-N(u...n)        ■        —N(u...n)        "       -^N  (u,,.n)  •         » 

tfi  ^i   A  -^  A  '>  T j  on  aura 

A         A       A  T  T        ,    ,  T—A  —  t 

N(u     >  X  I  y  y  •  ,1..  ,n  )     =.N(u...n)     —  N(u.,.n) 

T—A—t  T—A—t 

»'N(u..,n)  '         mm.  If  (  II,,. n)         "         • 
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Cinquième  Cas. 

T—A<A<,T—A. 

Comme  ce  cas  ne  diffère  du  troificme ,  que  par  le  changement 
de  W  en  y^ ,   ôc  réciproquement ,    on  fera  ce  changement  dans 

l'exprefTion  du  nombre  des  ternies  propre  au  troifième  cas. 

Sixième  Cas. 

T—  A<T—  A<J. 

Comme  ce  cas  ne  diffère  du  quatrième,  que  par  le  changement 
de  ^  en  -^,   &  réciproquement,  ôc    que  ce  changement   n'en 

produit  aucun  dans  Texpreffion  du  nombre  des  termes  propre  au 
quatrième  cas  ,  il  s'enfuit  que  ce  fixième  cas  u'offVe  rien  de 
nouveau. 

(  1430  Raffemblons  maintenant  tous  les  différens  cas  ,  & 
les  valeurs  correfpondantes  du  nombre  des  termes ,  &  nous  ver= 
rons  que  le  tout  fe  réduit  aux  cas  ôc  aux  expreffions  fuivantes. 

i."  y^  ^- A -^  A  <,T  ;    A -irA<T;  A-hy4<T  ;  A+A<,r, 

A       A       A  T  T  T-A-i  T-A-i 

N\,u      ,x     ,y   '  ,  -^...rzj      =N(u.,.n)     — N(u..,r.)  —A(u...n) 

T-A-i  ^  T~A-A-z  ,-V>  -  T~A-A-i 

=-  N  (u  .  .  .n  j  -h  7v  ,  u..  .n)  -t-  JV  ('u. .  .n  )  " 

T—A  —  A—z  T—A  —  A—A—x 

-h  N(u..  .71)         >        "        ^N(u,..n)  '       '■        • 

i."  A^A-irA>T  ;    A-^A<iT;    A -i- A  <.T  ;    A  ^- A  <T. 

A       A       A  T  T  T—A— r 

N  ^u     ,  X  '  ^  y     ,^  .  .  .n)     =  N(u  .  .  .n)      —  N  {u  .  ,  .n  ) 

„  ,  T—A—\  T—A—i  T—A  — A— 2 

•—  A' («..,/:  ^  '  —  N(u....n)  <  -^r  N  (  u  .  .  .  r.  ) 

T—A—A—z  T—A—A—z 

-^-N[u..,n)  ■         +  N  (  u. .  .n)  ' 

3.°  A-^A+A>T;  A  +  A>T;  A-^A<T;   A  +  A  <  T. 

*  i'  I  tt  I  If 

-,,    -4       ^       ^  T  T  r-A-\        .  ,  T~A-ï 

N{u.     ,x     ,y     ,i...n)      =.l\f(u...n)     —N(u...n)  —N^u...n) 

T—A  —  l  T—A  —  A—z  T—A  —  A  —  z, 
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4.°  A->rA^A'>T  i    4-\-A<,  T;  A  +  A<:T  ;  A -^  A^  T. 

A       A       A  T  r       .,  T-A-\  ^  T~A~t 

l^(u     ,x  <  ,y  "  ,i..,n)     ==JV(u,,.n)     — JV(u...n)  —N(u...n)        ' 

T—A  —  i  T-'A  —  A  —  z  T—AtA  —  v 

i^N  (u  ,  ..n)  >■         -i-  N(u.  .  .n)  '  -\-  N(u.  .  ,n  )  "         • 

■;°  A-irA  +  A>Ti   A-\-A<iT;   A -^  A  >  T  ;    A-\-A<,T. 

A      A      A  T  T  ^  T-A~i  ,  T~A~l 

'^(u    ,x'  ,y  "  ,x...nj     =N(u...n)    — N(u...n)  -~N{u.,..n)        ' 

T—A—i  T—A—A—i  T—A—A—z 

<^  N(ti.  ..n)  "         -i-N  (u.  ..n)  '  +N(u...n)  <       "         « 

6.°    A-¥A-^A>Ti    A-{-A-:>T;    A-JrA>T;   A  +  A<.T. 

A      A       A  T  T  T-A-i  r-y4-i 

■/V'Ck     yX  <  ,y  •  ^l.  ..n)     —N(u..,n)     — N(u,..n)  —^N(u...n}         ' 

T—A—l  T—A—A—i 

<—  N(  u.  .  .V  )  -hN(u...n)  '        " 

7."  A^A-k- A::>T;    A-h  A->T  i   A-\-A<:T  i    A-^A-^^T. 

A        A      A  T  T  T-A-i  T-A-^X 

f7(u     ,  X  '  ,y  ■' ,^...nj     =:N(u...n)     — N(u...n)  — N(u..,n)         ' 

T—A—i  T—A—A—p 

f-,N(u.,  .n)         "  -h  N( u. ,  .n)  " 

8.'   A-\-A-\-  A-^T  i    A-^A<,Ti    A-i-A:>T;    A-\-A-p.T. 

A       A       A  T  T*  T*— y4— I  T—A'^Xt 

JVf"     ,  :c  '  j^y  "  ,  ^ . . .  rtj     =  N(u  ...n)     —  N(u  ,..n)  —  N(u  ,..n) 

T—A—i  T—A—A—i 

—  JVCu...n)  "  +JV(u..,n) 

p."    A-hA -h  A:>T;   A-i-A^T;    A-i-A-^T;   A-\-A>T. 

A        A        A  T  l'  T^  A"^  1 

JStÇit.     ,  X     ,  y  ■•  ,1  .  .  .  nj      =.  N  (  u  .  .  .  n  )     —N(u...n) 

T—A  —  i  T—A  —  i 

•^NÇu..  .n)  ■  -r^NÇ  a.,  .n) 

(  I  44-)  D'après  ces  exemples  il  eft  trop  facile  de  voir  com-  jj 

ment  .  par  la  niême  méthode  ,  on  peut  dédyire  la  valeur  de 
Nfu-^ . ..  nj'^,  pour  quatre  ,  cinq  ,  &c.  expofans  différens ,  & 
pour  tous  les  différens  cas  qui  peuvent  fe  préfenter,  pour  que  nous 
croyions  devoir  pouffer  plus  loin  ces  calculs  ,  dans  lefquels 
on  n'aura  jamais  à  fommer  d'autres  quantités  que  de  la  forme 
JVfu...n  —  ij^~\  Mais  nous  pouvons  faire  remarquer  com- 
ment on  peut  facilement  ,  de  ce  qui  précède  ,  conclure  pour 
quelque  cas  que  ce  fpit,  la  valeur  de  Nfu^  . . .  nj-'-.    Voici  la 

règle 
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règle  que  l'inCpection  des  exprefTions  précédentes  fournit ,  &  que 
fon  peut  d'ailleurs  confirmer  par  plufieurs  raifonnemens  aduel- 
Jement  très  -  faciles. 

(  r  4  5"  •  )    ^"    combinera  par   addition  ,    tous    les    expofans 
A  A  A  A  i  ôcc.  deux  à  deux  ,  trois  à  trois ,  quatre  à   quatre  , 

&c.  ôc  on  en  comparera  les  réfultats  avec  T ,  par  les  fignes  > 
&  <.  Toute  combinaifon  avec  le  figne  >  devant  T ,  n'entrera 
point  dans  l'exprefiTion  de  la  valeur  du  nombre  de  termes  cherché: 
ce  fera  le  contraire  pour  toute  combinaifon  avec  le  figne  <C  de- 
vant T  ;  &c  alors  cette  combinaifon  augmentée  d'autant  d'u- 
nités  qu  ii   y   entre    de   quantités  A  A  A  ,  &c.   &  retranchée 

de  7",  donnera  l'expofant  de  iV|^i/ ...  72^  dans  le  terme  qu'elle 
doit  fournir  à  l'exprefiion  générale.  Le  figne  de  ce  terme  fera  -f- 
ou  —  félon  que  le  nombre  des  quantités  A ,  A  j  ôcc.  qui  entrent 

dans  fon  expofant ,  fera  pair  ou  impair. 

Par  exemple  ,  fuppofons  qu'on  demande   la  valeur  de 

Nfu^,  x<^  yj<i ,  i<f.,  u!  . .  .n)'^  j  dans  le  cas  de  A-hA<T; 

A-\-A<T  i    A-\-A<T  i    A-^A<Ti    A  ^  A  <T  ; 

A-i-A<Tj    A  -^  A  -\-  A  <T  i    A-\-A-^A<T; 

^ê  III  I  II  I  1,1 

A-^A-\-A>Ti  A-hA-^A>T;  A-hA'i-A-hA>T, 

Il  m  §  If  lit  ■  f  '*  il» 

on  trouvera 


A         A        A       A 

T 

u' .  .  ,  k) 

=  N  (u 

n)"^—  N  (u 

T  - 

A- 

•t 

T—A- 

~rN(u...n) 

"'_  N(u. 

T- 

...n) 

A- 

II 

'^  —  N(u... 

r—A- 

n)         >>■ 

■l 

T—A  —  A. 
•4-  N( u...n  j 

~''+N(u. 

T- 

■  A- 

-A  —  t 

T-A 

'i...n) 

-A- 

S 

T—A—A  — 

^  +N(u... 

T-A. 

n)          ' 

~A 

''"-i-NOc.. 

T~A- 

,nj 

■A— 

t:' 

T—A  —  A  —  A—X  T-'A—A~.A  —  3 

—  N(u,,.n)  '       ••         —N(u.,.n)  •       '"       • 
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JDetermination  générale  de  la  valeur  du  degré  de  l'équation 

finale  dans  quelque  cas  que  ce  foit  des  équations 

de  la  forme  (  u  ^  _,  . .  .  n  )  ^  =.  o.- 

(  14^0  Puifque  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici ,  il  n'eft 
plus  queftioii  que  de  différencier  Nfa^"^".  .  .  nj'^-^',  ou 
îimplement  N  fu^..  .  nj'^,  en  faifant  varier  fucceflivement  T 
det,t',t"j&.c.  Aàea,  a',a'%  &c.    A  de  a,  a',  a",   &c.    & 

ainfi  de  fuite  ;  rien  n'efl  donc  plus  facile  que  de  calculer  toute3 
les  différentes  valeurs  de  D  qui  peuvent  donner  le  degré  de  l'é- 
quation finale  dans  les  équations  dont  il  s'agit ,  &  les  conditions 
■qui  rendront  admiffibles  ces  valeurs  de  D^ 

C'eft  ainfi  qu'on  trouvera  donc  facilement  que  pour  trois  équa-* 
fions  &  trois  inconnues  j  on  aura 

Première  Forme, 

*  il  I  il  t  II 

^l>  =  ti't"  —  (t—a).(i'—a')  .  (t"  —  a")  —  (  t—a)  .  (  t' —  a' ).(  t"—a"') 

—  (t  —  a  )  .  (t'—  a'  ).(['•  — a"  ) -h  (t— a  — a). (t'  — a'— a')  .  (t"—d"—  a") 

^(t—a—a)  .  (l'—a'—  a')  . (t"—a"—a")-^(t  —  a—  a)  .  (t'—a'—a' )  . (j"-  a"- a") 

—  (t—a  —  a  —  a).(i'—a'  —  a'  —  a').(t"—a"  —  a"—a"). 

Conditions. 

th"  —  (i'~a'),(t"—a")  —  (t'  —  a').(t"  —  a")-^(t'—a').(t"—a^\j 
^(t'  —  a'  —  a'  )  .(  t"  —  a"  —  a"  )  -^  (  t'  —  a' —  a'  )  .  (  t"  —  a"  —  a"  )  J>  >  o 
'i-(t'  —  a'  —  a').(t"—a"  —  a")  —  (  t' -a'  -  a'- a'  )  .  (t"  -  a"  -  a"  -  a") 

(t'—  a')  .  (t"—  a")  —  (t'—a'—  a')  .  (t"—  a"—  a")—(i'—a>—a.<) . (t"—a"—a')\ 

-^-(t'  —a'  —a!— a!)  .  (  t"—a"  —  a^'  —  û";J 

(t''-a').(i"  —  a")  —  (t'—a'—a').(c"—a"—a"j—(t'—a'—a').(t"—a"—a") 

^( t'  —  a'  —  a'  —  a' )  .(  t"  —  a"  —  a"  —  a") 

it'—a;).(i"-~a")—(t'^a'^a^).(t"—a"—a")—(t'—a'—a').(i"—a"--a") 


t'  —  a'—a'—a').(t"  —  a"  —  a"  —  a")J 

I  il     -^        ^  f  II      ^ 

—  a"—a")—(t'—a'—a').(t"—a"--a")l 
't'  —  a'—a'^a').  (t"  —  a"  —  a"  —  a")} 
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Seconde  Forme. 

A-^A^A>Ti   A-hA<Ti    A-i-A<:T;   A -h  A  <_T. 

D  =  tt't"  —  (t  —  a)  .  (:•  —a')  .  (  t"  —  a"  )  —  (t—a)  .  (c' —  a' )  .  (  i"  ^  a"  ) 
—  (t—a)  .  (t'  —  a').(t"  —  a")  ^  (  t  —a  —  a  )  .  (  t'  —  a'  —  a'  )  .  (i"  —  a"  —  a") 
-+.  (-r—  a—a).(t'  —  a'—a')  .  (c"—a"—a")-^-(t  —  a  —  a)  .  Çt'—a'—a')  .  (i"—a"—a"j^ 

Conditions. 

^t"  —  (t'  —  a').  (t"—a")—(t'—a')  .  (  t"  —  a"  ) —•(  t' —  a^  )  .(c"  —  f)'^ 
-i-  (  t'  —a'  —  a')  .  (t"  —  a"  —  a"  )  -h  (  t'  —  a'  —  ci}  )  .  (  t"  —  a"  —  a")\   ^  , 

^  (  c'  —  a'—  a'  ).(i"  —  a"—a")i 

(i'^a').Ct"  —  a")  —  (c'—a'  —  a').(t"—a"—a")  —  (c'  —  a'—a').(t"—a"—a"}><i 

(t'—a!)  .  (c"—a")—(t'—a'  —  a').(t"  —  a"—  a")  —  (t' —  a'—a')  .(  t"—a''— a")  >0 

(t'—a^)  .  (t"  —  a";  _  (e'—a'  —  a'  ).(t"  —  a"  —  a")  —  (t'  —  a'—  a')  .  (  i"—éi"—  a^')  >  «i' 

Troijîème  Forme, 

A  -i-  A  +  A  >T  ;    A  ■+-  A  ■>  T  ;  A  -h  A  <T  i  A  +  A  <:T. 

J>=  tt't"  ^  (  t  —  a)  .(t'  —  a'  )  .  (t"  —  a"  )  —  (  t—a)  .(t'  —a').(t"  —  u"  ) 
m.(t—a).(t'  —  a').(t"—a")  -^-  (  c  —  a  —  a)  .  (  t'  —  a' —  a'  )  .  (  t"  —  a"  —  a"  } 
-^  (t—a—a).(t'  —  a'—a').  (  t"  -^  a"  ^  a"). 

Conditions. 

t't"  ~.(t'^a').(t''  —a"  )—  (t'  —  a'  ).(c"—a")—(  t'—  a').(  t"  —  a")  "> 

^  (t'  —  a'  —  a')(t"—a"—a;')-^(i'  —  a'—a').(t"—a"  —  a"jj'^^ 

(t'  —  a').(t"  —  a")—(t'—a'  —  a').(t"  —  a"  —  a")  >o 

(  t'  —  a'  )  .  (  t"  —a"  )  —  (  t'  —  a'  —  a'  )  .(t"  —  a"—a")  >o 

(t'^a').(t"  —  a")  —  (t'  —  a'  —  a').(t"  —  a"—a")  —  (t'-a'-a').(c"-a"-a")'><ii 


Pii 
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Quatrième  Forme. 

A  -ir-A-^A^T;   A^A<:T;   A -^  A  <T  ;  A  -ir  A>r. 

D  =  tt't"  —  (t  —  a)   .  (t'  —  a'  )  .(["  —  a"  )  —  (  t  —  a  )  .  (  t' —  a'  )  .  (  i"  —  a") 

—  (-f_  aj.(i'—a')  .  (["—a"  )  ^  (  t —  a—a  )  .  (  t' —  a'  —  a'  )  .  (  i"  —  a"  —  al' ) 

^  (  i^a—a)  .  (i'—a'  —  a').(t"—a"  —  a"J. 


Conditions, 

■t'  —  a'  —  a').  (i"—a"^a")  J 


t't"  _  (i'  ^a').(t"  —  a''  )—  (t'—a'J.(i"  —  a")—(t'  —  a>).(t"  —  a'') 
^(  t'  —  a'  —  a'  ).(t"—a"—a")-h-(i 

(i'—a'),{t"—a")  —  (i'—a'—a').(i"  —  a"—a")  —  (t'— a'—a' )  .  (t"—a" —a^' )  >* 

(l'—a').  (i"  —  a")  —  (t'  —  a'—a')  .  ( i"  —  a"  —  a" )  >o 

(l'—ap.  (,"  —  a")  —(t'  —  a'  —  a').(t"  —  a"  —  a")  >  o. 

Cinquième  Forme. 

A  -\-  A  -\-  A>T  ;    A  ^  A  <:.T  i  A  ->r  A  '>  T  ;    A  -^  A  <  T. 

D  z=tt'i''  —  (c  —  aj.Cr—  a').(t"—  a")  —  (t—  a)  .  (  t'  —  a' )  .  (  t"  —  a"; 

^(t  —  a).(t'—a').(t"  —  a")-\.(c—a—a).(t'  —  a'—a').(t"—a"—n")^ 

-H  (t—a  —  a).(i<  —  a'  —  a')  .  (  c"  —  a'  —  a"  }. 


t't"  — 


Conditions. 

5>>o 

■ti^a'—a').(l"--^i"—a")j- 


(i'  —  a')  .(i"—  a")— Cl'—  a')  .  (i"—a"f  —  {  t' —  a;)  .  (  t"  —  f  ) 
4-  (i<  —  a'—a').(i"  —  a"—d')-\-(i 

(  t'  —  a')  .■(t"—a")  —  (  l'—a'  —  n'  )  ,  (t"~~a"—  a')  >  o. 

(t'—a').(i"—a")  —  (t'-^a'—a').(l"  —  a"—a")  —  (:'-a'-a'^).(c"-a"-n.^')>  © 

(t'  —  a^).(i"—a")  —  (i'  —  a'—a'J.(t"  —  a^'—a^')  >  o. 

Sixième  Forme. 

A-^  A-\-  A>T  ;    A  -^  A  ^T  ;    A  -^  A>  T  i    A  -h  A<  T. 

£)  =  ,t'i"—  (t—a).(i'  —  a-)  .  (t"  —  a")  — (t  —  a)  .  (  t' —  a'  )  .  (  t"  —  a"  ) 
^(  t  —  a  )  .(  t'  —a'  )  .  (  ['•  —  a"  )  -^  (  t—a  —  a)  .(  i'  —  a'  —  a^  ) .(  l"  -  a"  —  a"J. 
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Conditions, 


t'i"  — 


—  a")—(t'  —  a'  ).  (t"—a")   T 
i'—a'— û'j-fi"  — a"— û";   S 


(  t'  -a'  ).(y'^a"  )-(i'  -a'  )  .(t^'-a"  )-(t'  -a;  )  .  (  t"-a'J  ) 

C<'_û';.Cf"  — a";  >  o 

fr'  — aV^T'"  — fi";— ("''  —  ?'— ^';.('f"  —  û"  —  ^";  >  o 

Sept'icme  Forme. 

A  -h  A  -^  A  >  T;    A  -i-  A  >T;    A  -\-  A  <  T  ;    A  -\-  A  •>  T. 

I  ,,  I  II  I  n 

D  =  ti'  t"  —  (  t  —  a).(t'  —  a').(c"  —  a")  —  (t— a). Cl'  —  a')  .  (  t"  —  a"  ) 
—  (t  —  a)  .  d'  —  a'  ) .  (t"~-  a")-^-(t  —  a  —  a).  (t'—  a'—  a')  .  (  i"  —  a"  —  a"  ), 

Conditions. 

t',"^(t'—a').(t"—a")  —  (t'  —  a').  (  t"  —  a"  )  —  (  i' ^  a')  .  (  t"— a"  )  "J 

^  (t'—a'  —  a' )  .(i"  —  a"—a;' )j 

(('—a\].(t"  —  a")  —  (t'  —  a'  —  a').(t"  —  a"  —  a")  >  a 

(c--a').(r-a")  >o 

(  c'^a'  ).(i"—a")  —  (  c'  —  a'  —a').  (i'~-a"  —  a")  >  Ov 

tluitieme  Formée 

A  -h  A  -+-/f>  Ti   A  -f-  A<T;    A-h  A>r  ;   A  -i-  A^T. 

D  =z  tt'i"  —  (t—a).(t'  —  d).(t"—a")—(t  —  a).  ( t'—a^ )  .  (t"  —  a^') 
^  (■  t—a)  .  (  t'  —  a;  ) .  (  t"  —  a")  -i-  (  c—  a—  a)  .  (l'  —  a'  —a^)  .(  t"—a"  —  ay 

Conditions,' 

t'c"  —  (t'—a'').(t"'~-a")—Cc'  —  al).(t"  —  a")  —  Ct'  —  ap.Ct'''~a")   n 

^((•—a'  —  a').(t"—a"  —  ^t")S 
(  t'  —  a'  )  .  ( i"  —a"  )  —  (  t'  —  a'  —  a'  )  .  (  t"  —  a"  —  a"  )  >  o 

(  t'  —  a').(t"—a")-(t'  —  a'—a'  ).Ct"-~  a"  ^  a"  ;  >  o 

C  ,--a').(i"—a")>  c. 
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Neuvième  Forme. 

A^A-^A>Ti   A-hA->T,-  A-+-A>T;  A-irA>T. 

Dz=ti'i"  —  (t  —  a).  (t'—  a'  )  .  (t"—a")  —  (c—a).(t'  —  a')  .  (c"—  a") 

—  (t  —  a).(t'  —  a').(t"~a") 

Conditions. 

i't"—Ct'—a').Ct"  —  a")  —  (t'^a').  (t' —  a"  )  —  (  t' ^a' )  .(  i" —  a")>  <i 

ft'  — û';.(fi"— û";  >  o 

(t'  —  a'),(i"  —  a>')  >  o 
(t'  —  a').(i"  —  a")  >  o. 

ÎI  eft  donc  bien  facile  a£luellement  de  déterminer  pour  un 
nombre  quelconque  d'inconnues ,  toutes  les  valeurs  de  D  pour 
les   équations  de  la  forme /^u". ..  n^'=  o  ,  a,  a,  a  y   ôcc.  étant 

quelconques ,  &  les  conditions  particulières  à  chaque  valeur  de  D. 
Ce  que  nous  avons  dit  (  145  ) ,  met  en  état  de  calculer  avec  la 
plus  grande  facilité  ,  toutes  les  différentes  formes  que  peut  avoir 
la  valeur  de  Nfu^.  .  .nj'^,  qui,  par  la  différenciation  ,  donne 
immédiatement  la  valeur  de  D ,  laquelle  donne  en  même  tems  , 
avec  facilité ,  les  conditions  qui  lui  font  propres  :  il  n'y  a  plu? 
liir  tout  cela ,  que  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  de  calcul. 


Re 


ma; 


■ques. 


(  1470  1°'  Dans  le  cas  de  trois  équations  &  de  trois  incon- 
nues feulement ,  nous  aurions  pu  déduire  les  formes  que  nous 
venons  de  donner  (i4<5)  de  celles  que  nous  avons  données  (120  6* 
fuiv.)  dans  lefquelles  (  à  l'exception  delà  premiere,dont  nous  parle- 
rons tout  à  l'heure  )  elles  font  comprifes  comme  cas  particuliers. 
Dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  d'inconnues ,  les  équations 
de  la  forme  (w^ .  .  .n)'=o,  feront  aufli  des  cas  particuliers  des 
équations  dont  (135)  nous  avons  décrit  la  compofition.  Mais 
comme  le  nombre  des  formes  de  celles-ci  s'accroît  confidéra- 
blement  avec  le  nombre  des  inconnues  ;  que  d'ailleurs  les  ex- 
preffions  deviennent  de   plus   en  plus  compofées  :  nous  avons 
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Jugé  devoir  faire  remarquer  par  l'exemple  des  équations  à  trois 
inconnues ,  comment  on  peut  plus  facilement  trouver  les  valeurs 
de  D  pour  un  nombre  quelconque  d'inconnues  6c  d'équations  de 
la  forme  fu-^ . .  .n )'  =  o  ^  qu'en  dérivant  ces  valeurs  ,  des  formes 
plus  générales  dont  nous  venons  de  parler. 

(  1480  2.°  La  première  des  neuf  formes  que  nous  venons  de 
préfenter  (  i4(î)  ne  peut  fe  déduire  d'aucune  des  huit  que  nous 
avons  expofées  [iioù  fuir.)  ;  &  la raifon  en  eft  fimple.  C'eft  qu'à  par- 
ler exactement,  il  ne  peut  y  avoir  d'équations  ou  de  polynômes  qui 
tombent  dans  cette  forme.  En  effet,  dans  le  cas  de  trois  in- 
connues ,  Cl  l'on  avoir  a-\~  a  -{-  a  <^t  ;  il  eft  clair  que  ces  trois 

încomiues  ne  monteroient  pas  enfemble  à  la  dimenfion  t,  ce  qui 
eft  contre  la  fuppofition  :  elles  ne  pourroient  monter  qu'à  la 
dimenfion  a-i-  a-+-a,   &  alors  elles   tombent  dans   les  formes 

données  (  120  ùfaiv).  Dans  ce  que  nous  avons  dit  (83  &fuiv.)  nous 
avons  expreffément  exclu  le  cas  de  y^  -i-  y^  -4-  ^  <C  2^?  il  eft  donc 

tout  fimple  qu'il  ne  fe  trouve  pas  compris  dans  les  huit  formes 
données  (  1 20  6-"  fuiv.  ). 

Pour  terminer  ce  qu'il  y  a  à  dire  flir  les  équations  analogues  à 
celles  que  nous  avons  confid^rées  jufqu'ici  ,  nous  allons  donner 
une  idée  de  la  manière  de  déterminer  le  nombre  des  termes  des 
polynômes  de  cette  efpèce  ,  recherche  à  laquelle  nous  avons 
réduit  celle  du  degré  de  l'équation  finale. 

Confidâ-ations  générales  fur  le  nombre  des  termes  des  autres 
Polynômes  analogues  a  ceux  que  nous  avons  examinés, 

(l49')  La  recherche  du  degré  de  l'équation  finale  dans  les 
équations  analogues  à  celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu'à 
préfent ,  eft  donc  réduite  à  celle  du  nombre  des  termes  des  poly- 
nômes. Ai'ant  que  de  paffer  à  des  polynômes  d'une  autre  forme, 
il  n'eft  pas  inutile  que  nous  donnions  une  idée  des  attentions 
qu'il  faut  a\oir  ,  pour  ne  laiffer  échapper  aucunes  des  formes 
différentes  que  peut  avoir  l'expreffion  du  nombre  des  termes  de 
ceux  dont  il  s'agit  ici ,  ainfi  que  pour  ne  point  en  admettre  de 
fauffes ,  ce  à  quoi  on  pourroit  être  expofé.  Nous  dirons  aufli  un 
mot  des  différentes  efpèces  de  quantités  qu'on  aura  à  fbmmer,  & 
.de  la  manière  de  les  fomnier. 
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(150.)  Suppofons  donc  un  polynôme  renfermant  un  nombre 
n  d'inconnues ,  dont  chacune  ne  peut  paffer  un  degré  donné , 
différent  ou  le  même  pour  chacune  ;  mais  dont  quatre  de  ces 
inconnues  foient  telles  que  ,  deux  à  deux ,  elles  ne  puiffent  s'éle- 
ver au-delà  de  certaines  dimenfions  données  ;  que  trois  à  trois  , 
elles  ne  paffent  pas  certaines  dimenfions  données  ;  que  quatre  à 
quatre ,  ellçs  ne  paffent  pas  une  dimenûon  donnée  ;  &  qu'enfin 
les  autres  ,  dans  leurs  combinaifons  tant  entr'elles ,  qu'avec  ces 
quatre  ,  s'élèvent  à  toutes  les  dimenfions  poffibles  jufqu'à  celle  du 
polynôme.  Nous  repréfenterons  un  pareil  polynôme  ^  par  l'expref- 
fron  fuivante 

iri     A       'A\J3     /     A       A\B     (     A       A\B-iC    ri    A       A\B    f    A       A^B    r     A      A\B-^C 
\.\.\u    }  X  '  )    f  \  u    }  y  '  )  '  )  \x  '  }  y  "  )"  J    >L\u    }  x  '  )    ){u    j  i"  j '•' y  [x  '  }  i'"  Jiy  J  '  )••• 

'       ff   A     A.B    I    A      A-.B    /    A      A^B■^C     r (    A      A-.B    1    A      A\B    /■    A      A^B-iC      A  \î 

f"L\u   iy"  )  '  i\u   i-["i<"i\y"i\<}il"iV.\x<jy'')"i\xi\",i^'>\y'')\'i'<.i"'yT\-<..,n] 

Pour  montrer  comment  on  en  déterminera  le  nombre  des  termes, 

nous  commencerons  ,  comme  nous  l'avons  fait  (  84  )  par  fuppofer 

que  les  expofans  A ,  A. ,  &c.  des  inconnues  autres  que  u,x,j,  ^, 

font  chacun   =  T^    parce  qu'il  eft  facile  (77)  quand  on  a  le 
nombre  des  termes  dans  ce  cas ,  de  l'avoir  dans  l'autre, 

•i:,r  Concevons,  préfentement ,  le  polynôme  ordonné  par  rapporta 
l'une  quelconque  des  quatre  lettres  u ,  x  ,y  ^■{i  par  rapport  k^f 
par  exemple  ;  chaque  terme  fera  de  la  forme 

depuis  s=  o ,  jufqu'à  s  égale  à  la  plus  petite  des  fept  quantités 

£  —  Ai  £  —  Ai  B  —  A;    C—B;    C  ~  B  ;    C  —  B  ;    E  —  C. 

-!  "  IV  '  '"  '"  "  "  /  ' 

De  tous  les  différens  cas  que  ceci  peut  préfenter  ,  prenons  le 
fuivant  qui  peut  nous  fournir  plulleurs  exemples  des  attentions 
dont    il   s'agit. 

B  —  A<:,B  —  A<:,  B  —  A<.  c  —  B  <i  c  —  B  <,  C  —  B  <  E  —  C. 

V  "  JV  '  '"  III  ,1  II  I  I 

Jl  s'enfuit  que  depuis  5  =  0,  la  forme  de  chaque  terme  fera 

7^^({.(u^,x^)\(u^,y^)^,(x^,y^J?iy,r.,.n--i)^", 
v'ufqu'à  s  =  B  —  A. 

Paffé 
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Paffé  s  =  B  —  A,  la  forme  fera 

jufqu'à  i  =  ^  —  -^^ 

Paffé  s  =  B  —  A  ,  elle  fera 

jufqu'à  s  =  B  —  y/, 

Pafle  5  =  J5  —  ^  ,   elle  fera 

/ufqu'à  5  =  C  —  B. 

Pafle  s  =  C  —  B,  elle  fera 

julqu'à  s  =  C —  B. 

Paffé  s  =  C  —  B  j  elle  fera 

jufqu'à  ^  =  C  —  B. 

YzRés  =  C—B,  elle  fera 

jufqu'à  s  =  E  —  C. 

Pafl"é  s  =i  E  —  C ,  elle  fera 

jufqu'à  s  =A  qui  eft  la  plus  grande  valeur  que  s  puifle  avoir. 

Il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  trouver ,  par  ce  qui  a  été 
dit  (846'yî/iv.) ,  le  nombre  des  termes  de  chacun  de  ces  huit  poly- 
nômes ,  &  de  fommer  ces  huit  exprefllons  j  chacune  dans  l'étendue 
dans  laquelle  elle  a  lieu.  - 

'  ■  '  -  * 
Mais  il  faut  bien  remarquer  que  l'étendue  dans  laquelle  chaque 

polynôme  a  lieu  ,  ne  détermine  pas  celle  dans  laquelle  l'expreffion 

du  nombre  de  fes  termes  aura  lieu.  Par  exemple  ,    le  troifième 

polynôme    aura  lieu  depuis  s  =  B  —  A ,  jufqu'à  ^  =  B  —  A  ', 

Q   '" 
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mais  l'exprelTion  du  nombre  de  fes  termes ,  appartenant  à  l'une 
quelconque  des  huit  formes  données  (  p2  &fuh'.),  aux  premiers  inG- 
tans  oii  ce  polynôme  a  lieu  ,  peut  enfuite  appartenir  à  une  autre  de 
ces  huit   formes  avant   que  s  foit  devenu  =B  —  A  :  elle  peut 

appartenir  confécutivement ,  à  plufieurs  de  ces  huit  formes  avant 
que  s=  B  —  A;  la  même  chofe  peut  avoir  lieu,  pour  les  autres 

polynômes  ;  &  même  il  peut  arriver  que  l'expreffion  du  nombre 
des  termes ,  appartienne  à  des  formes  que  l'on  déduit  des  huit  ex- 
pofées  (  92  ùjuiv.  ) ,  que  l'on  en  déduit ,  dis-je ,  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  (  ici  ). 

En  effet,  fuppofons  par  exemple ,  que  A  ,  A ,  A  ,  B ,  B  ,B;C, 

foient  tels  que  l'expreffion  du  nombre  des  termes  du  premier  & 
du  fécond  polynôme  ,  fe  trouvent  appartenir  chacune  à  la  forme 

fixième  ,    qui    fuppofe  C  —  B  >  B  —  A  j    C  —  B>  B  —  A  i^ 

C—  B>E—A. 

En  paffant  au  troifième  polynôme  ,  l'exprefTion  du  nombre  de 
fes  termes  appartiendra  encore  à  cette  même  forme  ftxième ,  tant 
qu'on  aura 

C—B>B-'A,'  C— £>5  — B-hj;  C—B>B  —  B-{'S, 

Mais  dès  que  s  qui  croît  continuellement ,  aura  changé  quelque 
chofe  à  ces  rapports  de  grandeur ,  on  tombera  dans  une  autre 
forme ,  &  l'on  conçoit  auiïi ,  que  ces  variations  de  forme  feront 
encore  plus  fréquentes  dans  les  polynômes  qui  fuivent  le  troifième  ^ 
"&  pourront  être  telles  qu'elles  donnent  lieu  à  parcourir ,  non- 
feulement  les  huit  formes  expofées  (  pa  ùfuiv.) ,  mais  encore  toutes 
celles  qu'on  peut  en  dériver  de  la  manière  enfeignée  (  10 1  y 

Pour  pouvoir  juger  quelles  font  les  différentes  formes  dans 
Jefquelles  on  paffera  fuçcefrivement ,  il  faut  obferver  que  l'état 
de  la  queftion  ^  &  le  cas  dans  lequel  on  fuppofe  être  ,  fufii- 
ront  toujours  pour  en  décider. 

Par  exemple ,  fuppofons  que  les  rapports  de  grandeur  des  quan- 
tités A ,  A ,  A-.,  B ,  B,  B  ;  ôcC,  foient  tels  que  l'expreffion 

•du  nombre  des  termes  -du  premier  de  nos  huit  polynômes  appar- 
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tienne  à  la  fixième  forme  ;  on  aura  donc 

C—B>B  —  A,'  C—B>B—A,-  C—B>B—  A: 

r  If  I  t  ,1  II 

le  premier  de  nos  huit  polynômes  ayant  d'ailleurs  les  conditions 
générales  énoncées  (  85  ). 

Le  fécond  de  ces  huit  polynômes  appartiendra  encore  à  la 
même  forme  tant  qu'on  aura  C —  B  >B  —  y^y  C  —  B  >B  —  .^; 

C  —  B>B — B -\- s  ,   parce  qu'ici,  ce  qui   étoit    A  dans   le 

premier  polynôme ,  eft  devenu  B  —  s.  Or  dès  l'inftant  qu'on  aura. 

C  —  B  <^B  —  B  -h  s ,  l'expreflion    du  nombre   des  termes  ne 

pourra  plus  être  prife  dans  la  forme  fixième,  mais  elle  appartiendra 
a  la  forme  cinquième  ;  il  refte  donc  à  fçavoir  fi  l'on  pourra  avoir 

C —  B  <z.B  —  B  -+-S  avant  que  d'avoir  s  =  B  —  A  ,    c'eft-à- 

If         ' 

dire  ,  avant  que  de  parvenir  au  troifième  polynôme.  Or  pour  que 
cela  ait  lieu,  il  faut  que  C —  B  —  5-h  B  <i  B  —  A.  Ainfi  ,  fi  l'on 
a  C — B  —  B  -h  B  >»  B  —  A  ,  l'exprefiion  du  nombre  des  termes 
du  fécond  polynôme  appartiendra  à  la  fixième  forme  depuis 
s  =:  B  —  A.  jufqu'à  s  =  B  —  A ,  c'ell-à-dire ,  dans  toute  l'éten- 

V  "  IV  ' 

due  dans  laquelle  ce  polynôme  a  lieu.  Mais  fi  au  contraire  ,  on 
a  C  —  B  —  B  -\-  B  <C  B  —  A  j    l'expreflion    du    nombre    des 

termes  du  fécond  polynôme  ,  n'appartiendra  à  la  forme   fixième 

que  depuis  s  =  B  — A ,  jufqu'à  s  =  C  —  B  —  5h-B;&  pafl"é  ce- 

terme,  jufqu'à  s  =  B — A ,  elle  appartiendra  à  la  forme  cinquième. 

IV  ' 

Mais  il  faut  déplus,  pour  que  ce  fécond  cas  ait  lieu  ,  que 
C—B~B-}-B>B  —  A,cQÛ-k-dke,queC>B-{-B—Ai 

■'  V  -,•  "  ,  ,f  ,t 

condition  qui  a  lieu  par  l'hypothèfe ,  puifqu'elle  n'eft  autre  que 
C  —  B>B~.A. 

Venons  au  troifième  polynôme  ;  6c  fuppofons  que  des  deux  cas 
que  nous  venons  de  voir ,  ce  foit  le  premier  qui  ait  eu  lieu  ,  dans 
le  fécond  polynôme.  Alors  l'expreflion  du  nombre  des  termes  du 
troifième  polvnome  continuera  d'appartenir  à  la  forme  fixième 

Qij 
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tant  qu'on  aura 

C—  B  -^B  —  A  ;    C—B->E  —  B-^%i   C^B>B  —  B  -\-sl 

"IV  '  "  V 

clone  elle  peut  cefTer  d'appartenir  à  cette  forme  ,  dans  deux  cir- 
confiances  :  la  première ,  lorfqu'on  aura  C —  E  <1  B  —  B  -{^  s  ^  la 

"  IV 

féconde ,  lorfqu'on  aura  C  —  B  <^B  —  B  -\-  s.   Mais  pour  que 

cela  empêche  l'expreffion  du  nombre  des  termes ,  d'appartenir  à^ 
la  fixième  forme  ,  il  faut  que  s  foit  plus  petit  que  B  —  yJ  ;  il  faut 

donc  que  C—£  —  5-t-B<5—y^.  &l  C—B'-B-i-B<zB-—Â ^ 

IV  '■'  '  "  » 

il  fe  préfente  donc  quatre  cas 

C—B  —  B-\-B<iB  —  Ai    C—B  —  B-hB<,B  —  A; 

C  —  B  —  B  +  B<.B  —  A;    C  —  B  —  B -\- B>  B  —  A  ; 

C~B  —  B-k-B-;;^B—A;    C  —  B  —  B  +  B  <.  B  —  A  ;. 

"         IV  "'  /  /.  ^ 

C—B—B-^B->B  —  A;     C  —  B  —  B ->r  B  >  B  —  A. 

iV  '"  '  "  V  '" 

Dans  le  dernier  cas  ,  rexpreflTion  du  nombre  des  termes  contî-- 
nuera  d'appartenir  à  la  fixième  forme  ,  dans  toute  l'étendue  du 
tr'oifième  polynôme. 

Dans  le  trbifième  cas,  elle  n'^appartiendra  à  cette  forme ,  que 

'depuis  s  =  B  —  /l ,   jufqu'à  5=C  —  B  —  B-hB  ;    après  quoi' 

IV  '  '  "  V 

eîle  appartiendra  à  la  forme  cinquième  depuis  s=^C — B — B-hB, 

jufqu'à  s  =  B  —  /^, 

Dans  le  fécond  cas ,  l'expreffion  du  nombre  des  termes  ne  conti- 
nuera d'appartenir  à  la  forme  6."^^  que  jufqu'à  s  =  C —  B —  B-{-  B,- 

"       ^v 
pafTé   ce  terme ,  elle  appartiendra  à  la  forme  quatrième  jufqu'à 

Dans  le  premier  cas ,  Fexprefiion  du  nombre  des;  termes  ne 
continuera  d'appartenir  à  la  forme  fixième ,  que  jufqu'à  j'  =  à  la 
plus  petite  des  deux  quantitésC— i^  — 5-+-J5j  ôcC—B — B-{-E; 

^  '  Il  y,  •  JV 

ce  qui  donne  ces  deux  cas 

C  —  B  —  B-t-B>C— ô  —  B+  B, 

&c    c  —  B  —  B  +  ^B  <.  c  —  B  —  B  -^  B , 

QM    B  -^  B  >  B  +  £  Sx.    B  -i-  B  <:  b'\-  B.  ^ 

V  '  n  T     '     JV 
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Si  B-hB  <B-hB  i  paffé  s  =  C—B—B-^-B,  l'expreiïion  du 
nombre  des  termes  appartiendra  à  la  forme  cinquième  jufqu'à 
j  =  C  — 5  — 5-h5,-&    pafle  5=C— 5— /?h-B  ,     elle 

"  IV  ^  "  IV  ^ 

appartiendra  à  la  forme  troifième  ,  jufqu'à  s  =  B  —  yÉ.  On  voit 
ce  qu'il  y  a  à  dire  dans  le  cas  de  B  -H  5  >>  5  -+-  5. 

V  '  IV 

(15x0  Voilà  qui  fuffit  pour  voir  comment  on  doit  fe  conduire 

four  les  polynômes  fuivans  ,  tant  qu'on  fuppofera ,  comme   nous 
avons   fait  tacitement   jufqu'ici  ,    que  ces  polynômes   ont   les 
conditions  énoncées  ^(  85  ). 

Mais  ces  conditions  n'ont  pas  toujours  néceflairement  lieu  ;  il 
eft  donc  à  propos  d'ajouter  ici  les  caraclères  auxquels  on  diftin- 
guera  les  cas  oii  ces  conditions  doivent  avoir  lieu ,  de  ceux  où: 
elles  ne  font  pas  néceflaires. 

Remarquons  d'abord  que  le  premier  de  nos  huit  polynômes 
doit  néceflairement  avoir  les  conditions  mentionnées  (83), 
fans  quoi  le  polynôme  ,  dont  nous  traitons  actuellement ,  ne  feroît 
pas  de  la  clafle  dont  nous  le  fuppofons. 

2°  Le  fécond  polynôme  doit  avoir  auflî  ces  mêmes  conditions; 
mais  on  ne  le  voit  pas  auflî  évidemment  :  voici  comment  on  peut 
s'en  convaincre.  Suppofons  qu'il  manque  à  quelqu'une  :  par 
exemple ,  fuppofons    qu'on  puifle  avoir   ^  -h  B  —  5<<5,  avant 

que  d'arriver  à  s  =  B  —  u4  ;    alors    il    eft    clair    que    pafl"é 

rv  ' 

S  =  A  -\-  B  —  Pjles  deux  inconnues  x  Sx.  y  no.  pouvant  plus 
former  enfemble  que  la  dimenfion  A  ~>^  B  —  s  ,    ^   ne  pourroit 

'  V 

plus  avec  x  &iy  monter  à  une  dimenfion  plus  élevée  que  A-^B  ; 

'  V 

or  la  fuppofition  que  A  -+-  B  —  B  <C  B  —  A  ,  &  celle  que 
B  —  A<cB-^A<  C—  B  ,  donnent  A-hB  — B<^C  — B, 
ou  A  ~i-B  <CC;  donc  ,  on  ne  peut  fuppofer  que  A  -+- B  —  s  <iB 

V  '"  '  V  "_ 

avant  que  s  =  B  —  A  ,  fans  contredire  l'état  de  la  queflion  qui 

IV  ' 

exige  que  x  ,y  ôc  ^  ,  puiflent  enfemble  atteindre  la  dimenfion  C, 
On  verra  de  même  que  toute  autre  fuppofition  que  le  fécond 
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polynôme  puifle  manquer  à  l'une  des  conditions  mentionnées 
(  83  ) ,  ne  peut  avoir  lieu. 

(  I  5  2  •  )  Mais  ce  que  nous  devons  faire  remarquer  aufli  ,  c'eil 
qu'en  même  tems  qu'on  découvrira^par  cette  méthode,  fi  le  poly- 
nôme partiel  qu'on  examine,  eft,  ou  non,  afTujetti  aux  condi- 
tions mentionnées  (83  ),  on  découvrira  auffi  les  conditions  de 
l'exiftence  du  polynôme  principal.  C'eft  ainfi  qu'ayant  vu  tout 
à  l'heure  ,  que  l'on  ne  pouvoir  fans  contrarier  l'état  de  la  queftion, 
fuppofer  A  -h-  B  <C^C  j  j'en   conclus    que  A  -\-  B  ^  C  eft  une 

des  conditions  de  l'exiftence  du  polynôme  principal ,  de  celui 
qui  fait  l'objet  de  toute  cette  difcuftion.  On  verra  de  même  que 
l'on  doit  avoir  A  -{-  B  —  5  >  5 ,  ou ,  en  mettant  pour  s  fa  plus 

V  ' 

grande   valeur  ,    dans    le  même  fécond  polynôme  , 

A  -^  B  —B'^A>B  ,  ou  A  -{-B^B>B  —  A  ,    &  par 

V  IV  '  '  V  '  IV  ' 

conféquent  (  hyp.  )  A  ■+>  B  —  B>  B  —  A,  ou  A '^A>B, 
aiitre  condition  de  l'exiftence  du  polynôme  principaL 

Dans  le  troifième  polynôme ,  on  verra  de  même  qu'il  doit  avoir 
dans  toute  fon  étendue  ,  c'eft-à-dire,  depuis  s  =  B  —  ^  jufqu'à 

s:=-B  —  A,    toutes   les    conditions   mentionnées    (85  ).     Par 

exemple  ,  on  y  aura   toujours  B  —  s  -^  B  —  s>  B  ;  car  fi  on 

•.V  V  " 

fuppofoit  B  -\-B  —  2S  <B  avant  que  s  =  B  —  A ,  x ,y  èc^ns 

IV  V  "  '*' 

pourroient  plus  former  enfemble  que  la  dimenfion  B  -^  B  — 5, 

IV  V 

B-f-  s—  B 

dès   qu'on    auroit  pafTé  s  =  — — ;    donc    lorfqu'on  arrî- 

veroit  à  s  =  B  —  A ,  ils  ne  pourroient  former  enfemble  que  la 

s  +  n—B 
dimenfion  F  +  B  —  B-^-A;  mais  puifqu'on  a  — — ^ — —  <B  —  A, 

IV  V  "'  "  '  ' 

onaS-+-5  —  B  —  B  -\-  A<B  —  A<C  —  B  ;    on   auroit 

IV  V  "  '■'  "'  '"  " 

donc  B-h  B  —  B  -{-  A  <C;  c'eft-à-dire ,   que  x  ,  jk  &  ;^  ne  for- 

meroient  pas  enfemble  la  dimenfion  C  ;  donc  ils   ne  pourroient 

jamais  y  atteindre ,  quelque  valeur  qu'on  donnât    z   s ,  puifque 
B  -\-  B  —  s  deviendra  d'autant  plus  petit  qu'on  prendra  s  plus,. 

IV  V 

grand. 
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Donc  auffi    "     "     "    >  B  —  J,ou  B  -^  B  —  B>2(B—AJ, 

eft  une  des  conditions  efTentielles  de  Texiftence  du  polynôme 
total. 

On  verra  de  même  que  le  quatrième  polynôme  partiel  eft  afTu- 
jetti  ,  dans  toute  fon  étendue  ,  aux  conditions  mentionnées  (  85  ), 
ôc  l'on  en  déduira  facilement  de  nouvelles  conditions  de  l'exif- 
tence  du  polynôme  total. 

Quant  au  cinquième ,  il  n'en  eft  pas  de  même.  On  verra 
bien  ,  en  raifonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  ,  que 
B  —  s-^  B  —  s^B  ;  B  —  s  -\-  E  —  s'^  B  ,  doivent  avoir  lieu 

dans  toute  l'étendue  de  ce  polynôme  ,  ôc  qu'il  en  eft  de  même  de 
plufieurs  autres  des  conditions  mentionnées  (  83  )  ;  mais  il  ne 
fera  pas  indifpenfable ,  par  exemple,  que  B — s-\~B  —  5>>  C — s; 

parce  que  la  condition  relative  à  C ,  c'eft-à-dire ,  la  condition  que 

jc ,  y  ôc  7  doivent  enfemble  monter  à  la  dimenf^on  C ,  étant  ac- 

tuellement  exprimée,  la  relation  entre  B  —  5  +  S— 5&  C— 5 

IV  T  "' 

n'eft  plus  afTujétie. 

Il  fe  préfente  donc  deux  cas ,  fçavoir  B —  5-+-B  —  5>  C— -  s 

IV  V  '  ■ 

jufqu'à  ce  que  s=^B  —  ^,  au  moins  ;  &  -B  —  s  -^B  —  ^<:  C — s 

•••  IV  V  '" 

avant  que  s  =  B  —'A i  dans  le  premier  cas ,   le  cinquième  po- 
lynôme fera  encore  affujéti  à  toutes  les  conditions  mentionnées 
c(8  3}.     Mais  dans  le    fécond  cas  ,    la  condition    qui  donneroit 
5-t-5-J-C— 5>  2  C  fe  changera  en5-}-j5-Hi.'-l-5— 25>  26; 

•  c'eft-à-dire ,  que  B  -h  B -i- B -\- B  —  2(5  —  A)>2C  fera  alors 

'  IV  T 

une  des  conditions  efTentielles  de  l'exiftence  du  polynôme  tot^ 
,dont  un  des  caractères  particuliers  feroit  B  —  s  -i-  B  —  s  <  C — s, 

^  IV  V  "' 

c  eft-à-dire  ,    B  -{- B  —  B-\-  A  <  C.    Ainfi  pour  le  cinquième 
polynôme  ,     Ton     aura    ou    B-^-B—  B~\'A>C,    ou 
•S-+-5  —  B  -^  A  <  C  ;    dans    le    premier    cas  , 
B  ~h  B-\-  C  —  B  -h  A  >  2.C  fera   une    condition    effentlelle 
de    l'exiftence    du  polynôme    total  ;    dans    le   fécond  cas  ^  ce 
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fera  5  -+-  B  -H  i?  -f-  5  —  2  (  B  —  ^  )  >  2  C  qui  fera  la  condîtiotV 
eflentielle  correfpondante ,  de  l'exiflence  du  polynôme  total. 

On  verra  de  même ,  que  dans  le  fixième  polynôme  partiel  ,    on 
doit  avoir  B-f-B  —  2s  >B  dans  toute  l'étendue  de  ce  polynôme; 

"'  IV 

mais  que  B-—s-{~E  —  ^>  C  —  s,  ainfi  queS  — 5-+-B — s>  C — s, 

lit  y  IJ  IV  V  '" 

ne  font  pas  eflentiellement  néceflaires  dans  toute  l'étendue  du 
polynôme  ;  en  forte  qu'on  aura  quatre  nouveaux  cas  ,  dont  il  eft 
à  préfent  facile  de  fixer  les  caraftères ,  &  les  conditions  qui  en 
réfultent  pour  l'exiftence  du  polynôme  total. 

Dans  le  feptième  polynôme  ,    aucune   des  conditions 
B  —  s  -\'  B  —s>C  —  s  j     B— s-\-B  —  s>C  —  Sf 

B  —  s  -{-  B  —  s  >  C  —  s  j    ne    fera  eflentielle   dans  toute  l'é- 

IV  V  '" 

tendue  du  polynôme  ;  on  pourra  avoir  les  huit  cas  que  la  compa- 
raifon  de  ces  trois  inégalités  peut  fournir  ;  ôc  l'on  déterminera  par 
des  raifonnemens  fembiables  aux  précédens ,  les  caractères  de  cha- 
cun de  ces  cas ,  &  les  conditions  qui  en  réfultent  pour  i'exiftençç 
du  polynôme  total. 

[j    Par  exemple^dans  le  cas  où  l'on  aura  tout  à  la  fois  B-\-B  —  s<C; 

III  jv  ' 

Jî-HB  —  s  <C  ;   B  ^  B  —  5'<C;  les  cara£lères  du  polynôme 

-*"  V  ''  IV  V  '" 

feront    B-hB  —  E'^C<CiB-i'B—'   E  -h  C  <  C  ; 

III  ,y  /  '"  y  '/ 

B  -\-    B  —  E  -\-  C  <  C  i 

"EtB-^s-^B  —  s-hB—s-i-B^s-i-B—S'hB—s>2Cj^ 

'"  IV  ■"'  V  IV  V 

ou   B  -^  B  -^  B  —  s^  >  C'  i     c'eft  -  à  -  dire   , 

'"  IV  V 

B  -hB-h  B  —  3(£  —  C)>  C,  fera  une  des  conditions  effentielles 

'"  IV  V 

de  l'exiftence  du  polynôme. 

A   l'égard  du  huitième  polynôme ,  on  pourra  faire  toutes  les 
fuppofitions  qui  pourront  fe  concilier  avec  s  <  A. 

On  voit  donc ,  que  dès  le  cinquième  polynôme ,  l'expreffion  du 
nombre  des  termes  pourra  ne  plus  appartenir  immécfiatement  à 
aucune  des  huit  formes  expofées  (  p2  &  Juiv.  )  ;  mais  on  pourra  tou- 
jours la  déduire  de  l'une  de  ces  formes ,  en  obfervant  ce  qui  a 
jété  dit  (  101  ). 

(153.) 
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■(  T  5  3  •  )  ï^  "<^  "0^5  ''^^^  donc  plus  qu'à  parler  de  la  nature  des 
termes  que  l'on  aura  à  fommer  ,  ôc  de  la  manière  de  les  fommer. 

Après  l'expofé  que  nous  venons  de  faire ,  &  en  réfléchiflant  fur 
les  différentes  combinaifons  des  expofans  A^  A,  A  ;  B^  8,  b;  C;  T, 

dans  les  huit  formes  données  {^2  &fuiv.) ,  &  fur  celles  qu'on  peut 
en  déduire  pour  les  cas  mentionnés  (  101  ) ,  on  verra  qu'outre  les 
termes  de  la  forme  Nf.u. .  .  n  — 1)^~' ,  N (u  . .  .n  —  ^  j^'^' » 
NfuJ^"^^'  y-N (u...n  —  2^^-f--f  que  nous  avons  (  59  &  fuiv.  ) 
enieignéà  fommer,  il  s'en  préfentera  des  formes  fuivantes 

&  dans  les  autres  polynômes  analogues ,  on  rencontrera  en  gé- 
néral  des  termes  de  la  forme 

A'-h£'s  P-i-Çs 

N(u.,.p)  X  Nfu.. .  qj — ~k — . 

(l54-)  Comme  notre  objet  n'eft  pas  de  donner  ici  une 
Théorie  détaillée  de  la  fommation  de  ces  fortes  de  quantités  , 
mais  feulement  de  mettre  fur  la  voie ,  nous  nous  bornerons  à  faire 

voir    comment    on   fommera    N(u.,.n — i)        ^    » 

N(u  ...n  —  \)  ,  N(u  ...n  —  \)  ~t~  ,  N  (u  ...n  —  i)  ^~, 

q  +  Rs  l'^s 

A  l'égard  de  N  (u)  x  N  (u  .  . .  n  —  2)      *     ,    ou  même 

q  +  Ri  P^s 

N  { u  .  .  .  2)  X  Nfu  .  .  .  n  —  3)      »      ,  ou       ^,^ 

Q+Rs  p^s 

Nfu  .  .  .  3J  X  Nfu  ..  .n  —  4^      i      ,  ôcc.  on  pourra  tou- 

P=f^s 

jours  ramener  leur  fommation  à  .celle  de  Nfu  .  .  .  n—-  ij  *  $ 
en  imitant  l'exemple  fuivant, 

(  I  5  5  •  )    Si  l'on  avoit ,  par  exemple  , 

P—s 

Nfu...  aylC-t-s^  X  N(u.  .  .  n  —  2)  r~;  on  fçait  (  55-)  que 
N (u.,,2)<l-^i^=.  ^g-^B^-Hi;-^Ç>+3-^-^'-;  .  ^^ fuppofera  cette 

R 
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dernière  quantité  =  ^  h-  5 .  (^)  4- C.  (-7'  -  i) .  (^)  ; 

faifant  les  multiplications  indiquées ,  &:  comparant  terme  à  terme  , 
les  termes  affecldes  de  s  dans  chaque  membre  ,  on  aura  facilement 
^I ,   B  &c  C.  Confidérant  donc  ces  quantités  comme  connues  ,  la 

P  — s 

quantité  Nfu  .  .  .  2^Q+3^  x  JVfu  . .  .  n  —  2j~T~  fera  changée 
en^xNfu.  ..n—2j~^~'\-B\—r~)  .Nfu..  .n—2)~r- 


F  —  : 


Z 

P  —  s  -P— s  P— î 


p  —  > 


Or — i —  N(u...n — 2J     ~  =fn  —  \)y.N(u...n  —  \)~^ 

F-i-s 

^=  (  n  —  i  Jy.  Nfu  .  .  .n  —  \)       I      jqui  eft  toujours  de  la  forme 

F  — s 

N  fu  .  .  .n  —  \)      z      •  c'eft-à-dire,  qui  fefomme  par  les  mêmes 
moyens. 

Pareillement  (^r*^—  ")  •  (^t"^)  -  N  fu.  .  .  n  —  2J 

F- s  P-4-» 

s=  fn  —  iJnxNfu...n)'~'z         ^=:  fn — iJnxNfu...nJ     i 

F  — s 

qui  eft  encore  de  la  forme  N  fu  . .  .n)     ^      ' 

On  voit  donc ,  en  général ,  qu'on  pourra  toujours ,  &  comment 

Qn  pourra  ramener  Nfu...pJ'^+^^xNfu.,.qJ      ï       ,  à  la 

P+  Qs 

forme  N  fu. . .  q)       a 

Il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  s'occuper  des  termes  de  la 

P-K2î 

forme  Nfu  .  .  .n  —  \)^-^^%  àc  Nfu  .  .  .n  —  \)      k~ .  Faifons 
voir   fur   N  fu  .  .  .  n  —  i)^-'%  fur  N  fu  .  . .  n-^  i)^+'^ , 

p—s  F  +  s 

fur  Nfu  .  . .  n  —  i  )     l      ,  &  fur  Nfu  .  .  .  n  —  i)     z     ^  com- 
ihent  on  aura  à  procéder  pour  toute  autre  valeur  de  Q  &  à.ç.k. 

(155.)  Pour  fommer  les  quantités  de  la  forme  *  Nfu. . .  n —  iy'^~"*> 

*  Il  n'eft  pas  néceffaire,  je  pcnfe  ,  d'in- 
lî/lçr  pour  faire  obferver  que  P — zs, 
dans  les  objets  que  nous  confidcrons  dans 
cet  Ouvrage ,  eli  eiienticllement  un  nom- 
bte  entier  pofitif  ;  il  en  eft  de  même  de 


— ; — ,  &  en  gênerai  de ^^—  dan» 

K Çu  .  .  .n —  1 ;  k        * 


ji 
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je  dlffifrencie  N fu. ..  n) ^-** -  ' ^  en  falHint  varier  5  de  —  1  ,  ôc 
j'ai  N(u  ...nJP-'^-'  —  Nfu  ...n)^ -"■'+' 

(P-îsi.:P-îi-f.i  i.iP- ti  +  i)...(P-is+n-i)  -  (P-iî4-i)  .(P-îs4-3).(P-ïs4-4l-'-<P-^»-t-''  +  ^' 

I  .  i  .  3  .  .  .  n 
(P- iî-f.l).(P- 1  j  +  ;  )  .  ..(P-Iî-f-n  -  I  )  (P-'-«l.  (P-I  s4-»  1  — (P -îs-t-   m.(P-n  +  n4-t) 


I    .   1   .    J  .  .  .  (  n  —  1  )  i  11  —   1  1  « 

(P-îj  +  î'.(P-îs-+-V...(P-ls+'i-'')  /    -  i  n  (  P  -  1  s+  I  )—  n  .  (n  -  I_»^ 


(- 


I.i.J....^K-l)  \  n.(n-I)  / 

—  i!P-ij  +  l).(P-jî~f.iKfP-is-f-î>...fP-îj-t-n-l)  (P-lj+i).(P-îj+51  ..  .(P-îi-f-n-TI 


I.i.J...(ii-l).(n-ll  I.i.3...(n-i) 

P-  îs  P  -  Ij  H-r 

=  —   lA^'^K...»  —  i  )  —  N  (u  .  .  .n  —  ^  ) 

Donc  ■" 

-,,  p_ls_I  P-îs  p— Ij  +  T. 

é  N(u  .  .  .  n)  =—  zN(u  .  .  .  n—\  )  ~N(u.  .  .  .n—z)  *. 

Donc 

fN(u...n  —  i)  =—\N(u.,.n)  —  \  .fN(  u  . .  .  n -^  i  )  5. 

Donc  ,  par  la  même  raifon  , 

y...^  P-iS-f-I  P-î»  ^.      ,  P-ii+t 

fN(u,..n  —  i;  =  —  \N(ti...n  —  \)  — \fA'(u,,.n^i)  • 

fN(u...n—i  )  ^    =-\N(a...n  —  z)  —  l/N  (  u  . .  .  n  — ^  )  'f 

ôc  ainfî  de  fuite. 

1-»  P  —  is  P-is-l  P-^» 

l>OnC/A'CK.  .  .  n— i;  =  — lA'f  li  .  ..nj  -i-  ^  N  (  u  . .  .n— i  ) 

P  -  li  +  l  P  —  i«+  1 

—  iA^('«...«— i;  -h^iVCM..  .n  — 3;  -Scc  +  C. 

Donc  (i  on  demande  cette  fomme  depuis  s  =  K  inclufive- 
ment ,  jufqu'à  s  =  L  inclufivement ,  L  étant  ^  K  ,    on  aura 

^       ^  P-is  P-iZ-i  P-iiC  +  I 

jN(u,..n — i)  =i—\N(u.,.n)  -{-\N(u...n) 

,    ,  ,,,  P-i£  P-'-K  +  i  P-îX+B 

^     .  .,^  P-iA:+5  P-2I-+-Î  P-iJC+4       '  ' 

-i-\N(u...n—z)  ^^j_A^Cu...;,_j;  __i_A,-^'„...„_5;  — 8ce. 

En  continuant  cette  férié ,  jufqu'à  ce  que  n  =  o  ,  inclufivement, 
&.  obfervant  que  dans  et  czs  N ( u . , .  n )^  =  \  ,  quelque  foit  R. 

.  (  I  5  7*  )   Pour  foramer  les  quantités  de  la  forme  N (u . . .  «  • —  ij^+*' 

Rij 
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depuis  s  =  R    inclufivement  ,    jufqu'à  s  =  L  inclufivement  l 
L  étant  >»  /? ,  on  trouvera 

F  +  is  P+îI  +  i  I>+zK-~i 

fN(u...n  —  \)  z=z  {N(u...n)  —\N(u..,n) 

p+il+i  P+iK  ^  P+iZ+1 

^\N(u...n—i)  +\N(u...n--i)  +^N(u...n  —  z)  ^* 

En  différenciant  Nfu.  .  .  nj^+'-"^' ,    opérant   &  raifonnant 
comme  ci-defl'us. 

(   I  5  g.  )    Si  par  un  procédé  fembkble  ,     on    différencie 
Nfu  . .  .  72^  ^"♦"^  s  +  ^  j  on  trouvera 

p+îs  +  r  P+3»  ^  J'-}-3»  +  i 

dN(u...n)  =iN(u...n—i)  +-^JV(u...n-,i) 

r      ■  P  +  3  J  +  î    . 

6  -i-  N  (  u  .  .  ,  n  —  ■iJ  > 

d'où   l'on  conclura 

fN(u.,.n—i)    ^^    ='^N(u...n)  —fN(u..:n^i} 

■P  +  3»  +  i  . 

-f/ivr^  .  ..  n-j;  î 

&  par  la  même  raifon  , 

.    /-A//  ,-PH-3»'+î 

—  I/A'  r«...  n  —  ^J 

P+  3  s  +  4 

&  ainfi  de  fuite  ;  d'où    il  eft  facile  de   conclure   la  valeur  de 
fNfu...n—  iJ^-*-^\ 

(  I  59')  On  voit  par-là  ce   qu'il  y  a  à  faire  pour  avoir  la 
valeur  de/Nfu  .  .  .  n  —  ij  ■f~î%  &  en  général  pour  avoir  celle 

J  I  5o.  )  Paffons  aux  quantités  de  la  forme  N  (u  . .  .n  —  i  )      ~-        . 

D'après  ce  qu'on  a  vu  {\<^6 Note)^  on  peut  remarquer  que  lorfqu'it 
fepréfentera  à  fommer  des  quantités  de  cette  forme,  dans  la  matière 
qui  fait  l'objet  de  ctt.  Ouvrage ,  P  H-  5  a  toujours  une  double 
valeur ,  repréfentée  généralement  par  P  -4-  r  -H  5  ,  /■  étant  zéro 
pu  j ,  félon  que  f  '\'  s   ^^  pair  ou  impair  ;  nous  fuppoferons 
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3onc  qu'il  s'agit  de  fommer  N  (u  . .  .n  —  \  )       1  &  comme 

s  varie  de  1 ,  pour  avoir  la  valeur  àtfN (u...n  —  \J        1        ,11 

F+r  +  s 

faut  partager  Nfu  .  .  .  n —  i)       1        ,  en  ces  deux  parties 

F+s  F-^.  r-hs 

Nfu  ...  n  —  ij  ~l       &c  N  fu.  .  .  n  —  ij       1         ,  dont  la 

première  exprimera  toutes  les  quantités  N  (u..  .n  —  \)  ^  , 
dans  lefquelles  P  -t-  y  eft  pair  \  &  la  féconde  toutes  celles  où  H 
ell  impair. 

f -4-5 

Il  s'agira  donc   de  fommer    N  (u..  .n — \)     1     ,  avariant 

F-i-r  +  s 

oe  2  ;  &  de  fommer  pareillement  N  (u  .. .  n  —  \  )  z  , 
s  variant  de  2.  RéunifTant  les  deux  fommes  ,  on  aura  la  valeur 

F-+-r-i-s 

totale  de/Nfu  .  .  .n  —  ij        ^        ,  s  variant  de  i. 

Mais  comme  il  eft  évident  que/Nfu.  .  .n —  \)         l         iè 

déduira  de  fN(u  .  .  .  n  —  i)  1  ,  en  changeant  feulemerit 
P  en  P  -+-  r  ,   nous    n'avons    donc    à   nous   occuper    que   de 

jN(u  .. .  n  —  \  )      1    . 

Pour  fommer   N  (u  .  .  .  n  — '  \)     ^      ,  s  variant   de  2  ,    je 

remarque  que  fi  je  fais      1  ^,  lorfque  s  variera  de  2  ,  ^  ne 

variera  que  de  1  ;  la  queftion  eft  donc  réduite  à  fommer 
N(u...n — iy)%  :^  variant  de  I .  Or  cette  ^ovnmtt^  N(u...n)^y 

F  +  s 

ceû-k-âirej  N  fu .  . .  nj      ^     .   On   aura  donc   de  même 

F+r  +  s  F   +r   -i-  s 

f  N(  U  ,.  ,  n—  1  )  r         =:N(u.,,n)  z 

Donc 

P-f-t  F+t  P  +  r-t-s 

fN(u...n—i)       l       =N(u,..n)        i       -hN(u...n)  z  -4-  C 

Donc  fi  on  demande  cette fomme  depuis  s=  K  inclufivement  f 
jufqu'à  s  =  L  inclufivement,  L  étant  ^K,  il  faudra  diftinguer 
d'abord  deux  cas  ;  fçavoir  P  -\-  L  pair ,  &c  P  ^  L  impair.  Dans  le 
premier  cas,  la  fomme  depuis  5  éciale  à  un  nombre  quelconque, 

P-f-£  P-J-I  +  r-I 

jufqu'à  5-=  I,  fera  JV(l/...ny' ~^^     'hNfu.,,nJ         *        -i-Q 
c  eft-à-dire ,  2N  (u,,  ,n)      T"  H-  C 
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Si  au  contraire  P  -t-  Z  eft  impair ,   la  fomme  depuis  s  égale  à 
un  nombre    quelconque  ,    jufqu" à  s  =    L  fera 

P  +  -■  + 1  P-i-L  —  i 

N  (a  ..  .n)         l        -\-  N  (u  ...n)        l        -f-  C  ; 

c'eft  -  à  -  dire  , 

p+r+i  p+L— I 

N(u...n)        1        -hNfu...nJ         2.        -+- C 

Donc  par  la  même  raifon ,  fi  P  -H  /v  — i  eft  pair,  la  fomme  depuis 
s  égale  au  même  nombre  quelconque  que  pour  P  ~\-  L  ,  jufqu'à 

p  +  a:  —  1 
s  =  K—\,  {erz2Nfu...nJ        l         -hC;   Ôcfi  P-^K—i 

P+K  p^K—i 

eft  impair  ,  elle  fera  Nfu ,.  .n)      i      -h  Nfu.. .  nj        l        • 

Donc  félon  les  quatre  cas  qui  peuvent  avoir  lieu^  on  aur% 
comme  il  fuit  : 

SiP-f-X  &  P-+-A'  —  I  font  tous  deux  pairs ,  on  aura 

<     P  +s  p  +  L  P+K— t 

fN(u...n  —  i)        I        —■LN'u....n)        l        —■LN(u...n)  i 

Si  P  -h  X  eft  pair,  &  P  -4-  iiC  —  i  impair ,  on" aura 

p  +  s  P  +  L  P+  K 

fN(u...n — ï)        i       =^iN(u...n)        ï       —N(u.,.n)        x 

P  +  K-  i 
—  N  (u  ,  .  ,  n  )  z        • 

Si  P  -i-  X  eft  impair ,  ôc  P  -}-  X  —  i  pair  ,  on  aura 

P  +  s  p  +  L  +  1  p^Z-( 

fN(u. ..  n —  ij        1        =:  N(  u  .  .  .  n)  '        l  +-  N  (  u  .  .  ,  n)  2 

P  +  K  -  I 
—  z  N  (u  ..  .  n)  ■"■        1  • 

Enfin  Ç\P  -^  L  &  P  -h  K  —  i  font  tous  deux  impairs,  on  aura 

F  +  s  P+  X+  t  P  +  L  -  1: 

fN(u...n)        2,       =iN(u...n)  1  +N(u...n)  2. 

P+K  P+K - t 

—  A'(u..,n)         2.         —  N  (  u .  ,.n  )  ï        • 

Il  eft  trop  facile  de  voir  actuellement  comment  on  doit  fom- 

p  —  s 

mer  N  (u  . .  .n  —  \)      î     ,  pour  que  nous  nous  y  arrêtions. 

p  +  ;  5 
(161.)  Si  l'on  avoit  N(u .  .  .n  —  i  )        i       à  fommer  ;  on 
auroit  ,    par   les  mêmes  raifons   que  ci-defTus   (i<îo)  , 
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P  -h   ^s 

K(u  .  .  .n  —  \  )      i       à  fommer,  s  variant  de  2,  pour  les  valeurs 

paires  de  P  -h  3  ^  y  &  N(  u  . .  .n  —  \  )  1  ,5  variant  de  2, 
pour  les  valeurs  impaires  de  P  -h-  3  j-. 

f  +  B» 

Pour  favoir  maintenant  comment  on  fommeraiV^(^zi . .  .n —  \)     1 
pour  les  valeurs   paires  de  P  -H  3  5  ^  s  variant  de  2  ;  fi  on   fait 

7-^  =  \i  il  eft  clair  que  s  variant  de  2  ,  :^  variera  de  3  y  il 

fera  donc  queftion  de  fommer  N  (u. .  ,n  —  \J^,  ;[  variant  de  3, 

Ou  bien  faifant  ^  =  Q  -H  3  ^' ,  de  fommer  N(u  .  .  .n —  \)  C+s?'^ 

\'  variant  de  1  ,  ce  qui  eft  facile  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  (  158  ). 

(162.)    A  l'égard  de  la  confiante  Q  que  nous  introduifong 
ici  j   voici  à  quoi  elle  fervira. 

Puifque  nous  avons  fait — =  ^,  ^  "{  =  Q."^  S'^'j  nous 

avons  donc —  =  Ç  -<-  3  î['j  ^'  étant  un  nombre  entier   po- 

fitif.  Or  de-là  on  tire  :('=  "^  ^6~  ^  '  ^^  ^^"*^  ^'^^^  prendre  Q 
tel  que  lorfqu'on  mettra  pour  s  les  valeurs  extrêmes  K  —  i  , 
&  L  dont  il  a  déjà  été  queftion  ci  -  deffus ,  P  -h  3  s  —  2Q  foie 
divifible  par  6  ;  ce  qui  eft  facile. 

(  1630  On  voit  donc  par  -  là  comment  on  s'y  prendra  pour 

P  +  Qs 

fommer  Nfu  . , .  n  —  i  J      i       ;  &  même  ,  en  général ,  pour 

P  -h  Qs 

fommer  Nfu  . ..  n  —  ij      k 

p+j 
En  effet ,  fi  on  avoit ,  par  exemple ,  Nfu  . ,  .n  —  \)     3     5 

comme doit  être  un  nombre  entier,  cette  expreffion  ,  lorf^ 

qu'elle  fe  préfentera  à  fommer ,  fera  toujours  telle  que ^ 

fera   réellement  de  la  forme  ''- — ^  ,   r  étant  o  ,  ou  i ,  ou  2  , 

félon  que  P  -t-  5  excédera  de  o ,  de  2  ,  ou  de  i  ,  le  plus  grand 
multiple  de  3  qu'il  puifTe  renfermer.  En  forte  qu'il  faudra  fom- 
mer — ;— ^ ,  s  variant  de  3  ,  puis — ^  »  s  variant   de  3  , 
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puis  enfin ,  s  variant  de  5  ,  &   reunir  ces  trois  fom-< 

mes  :    or  faifant  —  =  :^ ,  la  queftion  fe  réduira  à  fommçr 

N (u  . . .  n —  ly)' ,  7^  variant  de  i  ;  puis  dans  cette  fomme  ,  ou 

fubftituera  P  -i-  i  ,   6c  P  -h  2  fucceiïîvement  au  lieu  de  P. 

On  verra  auflî  que  la  fomme  totale  fera  fufeeptible  de  plufieurs 
expreiïions  différentes  ,    félon  que  les  quantités 

excéderont  de  o  ,  ou  de  1  ,  ou  de  2  ,  leur  plus  grand  multiple 
de  3  ;  mais  après  l'exemple  que  nous  avons  donné  {160) ,  nous 
pouvons  nous  difpenfer  d'entrer  dans  ce  détail. 

Condujïon  pour  les  Equations  incomplettes  du  premier 

ordre. 

(  l64')  Les  équations  incomplettes  du  premier  ordre  font 
donc  celles  qui,  fur  un  nombre /z d'inconnues  qu'elles  renferment, 
en  ont  un  nombre  p=  ou  </z ,  qui  ont  les  conditions  fuivantes. 

I .°  Que  chacune  de  ces  inconnues  qui  font  au  nombre  de  /?  , 
ne  peut  paffer  un  certain  degré  donné  ,  différent  ou  le  même 
pour  chacune. 

2."  Que  ces  mêmes  inconnues ,  dans  leurs  combinaifons  deux 
à  deux  ,  ne  peuvent  s'élever  au-delà  d'une  certaine  dimenfion 
donnée  ,  différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de  ces 
deux  inconnues. 

3.°  Que  ces  mêmes  inconnues,  dans  Jeurs  combinaifons  trois 
à  trois ,  ne  peuvent  s'élever  au-delà  d'une  certaine  dimenfion  don- 
née ,  différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de  trois 
de  ces  inconnues. 

4..°  Que  ces  mêmes  inconnues  ,  dans  leurs  combinaifons  quatre 
à  quatre ,  ne  peuvent  s'élever  au-delà  d'une  certaine  dimenfion 
donnée  ,  différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de 
quatre  de  cçs  inconnues. 

^°  Et  ainfi  de  fuite  jufqu'à  la  combinaifon  de  ces  inconnues 
prifes^à/?,  laquelle  ne  peut  s'élever  au-delà  d'une  dimenfioa 
4onnée. 

5.«   Enfia 
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'6°.  Enfin  les  autres  inconnues  qui  font  au  nombre  de  n  —  p , 
montent,  tant  clans  leurs  combinaifons  entr'elles  ,  que  dans  leurs 
combinaifons  avec  les/' précédentes  inconnues,  à  toutes  les  di- 
menfions  poiïibles ,   jufqu'à  celle  de  l'équation. 

Ces  équations  étant  en  même  nombre  que  les  inconnues  qu'elles 
r-enferment ,  il  fera  donc  toujours  poiïlble  de  déterminer  le  degré 
de  l'équation  finale  réfultante  de  l'élimination  de  /z  —  i  de  ces 
inconnues. 

En  effet ,  il  efi:  facile  de  voir ,  acluellement ,  i.°  Que  la  forme 
la  plus  générale  que  l'on  puifle  adopter  pour  le  polynôme-multi- 
plicateur ,  eft  la  forme  môme  de  ces  équations  :  2°  Que  la  forme 
de  chacun  des  polynômes  qui  ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  , 
expriment  le  nombre  de  termes  qu'il  efl  poffible  de  faire  dif- 
paroître  tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  ,  que  dans  réq_ua- 
tion-produit ,  fera  aulTi  la  même  que  celle  de  ces  équations. 

De  plus,  on  s'afTurera  par  le  même  raifonnement  que  nous  avons 
employé  (  icj)»  q"e  tous  ces  différens  polynômes  doivent  être 
de  même  nature. 

Et  puifque  nous  avons  fait  voir  la  manière  de  déterminer 
le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  quelconque  du  premier 
ordre  ;  &  que,  par  tout  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici ,  on  a  le 
moyen  de  déterminer  aufli  le  nombre  des  termes  que  l'on  peut 
faire  difparoître  tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  ,  que  dans 
l'équation-produit  ;  on  aura  donc  toujours ,  d'après  ce  que  nous 
avons  enfeigné  jufqu'ici ,  l'expreflion  du  nombre  des  termes  ref- 
tans  ;  &  par  conféquent  celle  du  degré  de  l'équation  finale ,  en 
quantités  abfolument  connues ,  &  tout-à-fait  indépendantes  du 
polynôme-multiplicateur. 

Mais  Cl  on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  obfervé  (117)  Tur  les 
équations  incomplettes  du  premier  ordre  relativement  à  trois  feu- 
lement de  leurs  inconnues ,  &  où  nous  avons  trouvé  huit  ex- 
prefTions  différentes  du  nombre  des  termes  de  ces  fortes  de  polynô- 
mes ,  .&  par  cojiféquçnt  huit  expreffions  différentes  du  degré  de 
l'équation  finnle,  on  doit  s'attendre  que  le  nombre  de  ces  diffé- 
rentes expreffions  fe  multipliera  prodigieufement  à  mefure  que 
les  polynômes  ou  les  équations  renfermeront  un  plus  grand 
p.ombvQ  de  variétés  d'expofans  dans  leur  compofition  :  on  peut  en 
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prendre  une  idée  ,  en  jettant  de  nouveau  les  yeux  fur  le  peu 
que  nous  avons  dit  à  ce  fujet  (  150  ùfuiv.  ). 

Mais  en  relifant  ce  que  nous  avons  dit  (  1 17),  on  verra  que 
dans  cette  multitude  d'exprefTions  dil^'érentes  du  degré  de  l'équa- 
tion finale  ,  il  fera  toujours  poflTible  de  déterminer  quelle  eft 
celle  qui  feule  peut  avoir  lieu  ,  ôc  les  fymptômes  qui  caractérifent 
tous  les  difFérens  cas  que  ces  équations  peuvent  comprendre. 

On  voit  j  en  même  tems ,  que  ce  feroit  un  travail  prodigieux  y 
que  d'entreprendre  de  déterminer  toutes  les  différentes  exprel- 
/ions  du  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d'un  nombre  quel- 
conque d'équations  qui  feroient  incomplettes  du  premier  ordre  ^ 
relativement  à  quatre  feulement  de  leurs  inconnues.  Mais  ce 
qu'on  peut  remarquer  en  général ,  c'eft  que  fi  toutes  les  équations 
fônt  de  même  nature  ^  on  n'aura  jamais  befoin  de  parcourir 
toutes  les  différentes  expreffîons  du  degré  de  l'équation  finale  , 
pour  avoir  celle  qui  leur  convient  :  elle  réfu Itéra  immédiate- 
ment de  la  différentiation  de  l'expreffion  du  nombre  des  termes 
d'un  polynôme  de  même  nature  que  ces  équations  :  au  lieu  que 
dans  le  cas  où  ces  équations  ne  font  pas  toutes  de  même  nature  , 
on  ne  peut  être  aflïïré  du  véritable  degré  de  l'équation  finale  , 
que  par  l'examen  de  toutes  les  formes  dont  le  polynôme-multi- 
plicateur eft  fufceptible  ,  ôc  de  toutes  les  conditions  qui  en  ré- 
fultent  ;  c'eft-à- dire  ,  que  par  un  examen  femblable  à  celui  que 
nous  avons  fait  connoître  (118  &Juiv.) ,  mais  appliqué  à  un  objet 
infiniment  plus  étendu. 

Au  refte ,  c'eft  la  nature  de  la  chofe  qui  le  veut  ainfi  :  il  n'eft 
pas  plus  pofiTible  de  réduire  à  un  plus  petit  nombre  les  diffé- 
rentes expreffions  que  notre  méthode  préfente  ,  qu'il  ne  l'eft  de 
réduire,  au-deflfous  de  24  par  exemple,  le  nombre  des  combi- 
naifons  dont  quatre  lettres  font  fufceptibles.  C'eft  avoir  fait  ,  ce 
me  femble ,  tout  ce  qu'il  eft  poffible  de  faire  fur  cet  objet ,  que 
d'avoir  donné  le  moyen  de  connoître  toutes  les  différentes  ex- 
preffions poflibles ,  ôc  parmi  toutes  ces  expreffions ,  celle  qui  eft 
uniquement  propre  à  la  queftion  ;  exiger  plus  ,  feroit  exiger  Tim' 
poffible. 


Î39 

SECTION     III. 

Des  Polynômes  incomplets  ,  8C  des  Equations  incomplettes 
des  fécond  y  troijieme ,  quatrième  ^  ^c.  ordres, 

(  l55-)  v/UELQUE  étendus  que  foient  les  polynômes  &  les 
équations  que  nous  avons  confidérés  dans  les  deux  Serions  pré- 
cédentes ,  ils  ne  comprennent  cependant  pas  encore  tous  les  po- 
lynômes ,  &  toutes  les  équations  poiïlbles  ;  ou  du  moins  leur 
forme  n'a  pas  encore  toute  la  généralité  néceflaire  ,  pour  que 
nous  puifllons  dire  dès  àpréfent  qu'il  n'eft  aucune  efpèce  d'équa- 
tions algébriques  dont  nous  ne  puiflions  déterminer  le  plus  bas 
degré  de  l'équation  finale. 

Pour  embrafler  toutes  les  variétés  qui  peuvent  avoir  influence 
fur  le  degré  de  l'équation  finale ,  il  ne  fufiit  pas  de  confidérer 
quelles  font  les  plus  hautes  dimenfions  auxquelles  les  inconnues  , 
foit  feules  ,  foit  dans  leurs  combinaifons  deux  à  deux  ,  trois  à  trois, 
quatre  à  quatre  ,  cinq  à  cinq,  &c.  peuvent  atteindre  dans  chacune 
des  équations  propofées  :  ces  variétés  ont  fans  doute  une  très- 
grande  influence  fur  le  degré  de  l'équation  finale  ;  mais  il  ell 
encore  un  très  -  grand  nombre  d'équations  ,  où  cette  confidé- 
ration  feule  ne  donneroit  que  la  limite  du  degré  de  l'équation 
finale. 

Outre  les  variétés  que  nous  avons  confidérées  jufqu'icî  ,  on 
peut  encore  en  concevoir  d'analogues ,  mais  qui  n'auroient  lieu 
que  pendant  un  certain  nombre  de  dimenfions  confécutives  de 
l'équation ,  &  auxquelles  fuccéderoient  des  variétés  analogues  , 
lefquelles  n'auroient  encore  lieu  que  pendant  un  certain  nombre 
de  dimenfions  confécutives  de  l'équation ,  6c  ainfi  à  l'infini. 

(  I  66.)  Pour  expliquer  plus  clairement  notre  idée  ,  &  faire 
connoître  ce  que  nous  entendons  par  un  polynôme  incomplet 
d'un  certain  ordre  ;  il  faut  concevoir  un  polynôme  qui  ,  étant 
d'abord  incomplet  du  premier  ordre  ,  vient  à  être  mutilé  dun 
certain  nombre  de  termes,à  compter  depuis  une  certaine  dimenfion 
quelconque  de  ce  polynôme ,  jufqu'à  la  dimenfion  la  plus  élevée  ; 

S  ij 


140        ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

de  manière  que  confidéré  depuis  cette  dimenfion  jufqu'à  la  cîî- 
menfion  la  plus  élevée  ,  il  eft  incomplet  du  premier  ordre ,  mais 
avec  des  expofans  difFérens  de  ceux  du  polynôme  formé  par  les 
dimenfions  inférieures. 

Par  exemple ,  fi  on  conçoit  que  dans  le  polynôme  fx"^ ,  y^J  '', 
on  fupprime ,  paffé  la  dimenfion   T  <C  T ,  tous   les  termes  où 

5c  pafi!eroit  le  degrés'  ^^^  &  tous  les  termes  où  _y  pafieroit 

le  degré  A'  <zA  ',  on  aura  un  polynôme  à  deux  inconnues ,  & 

du  fécond  ordre  ;   polynôme  que  nous  repréfenterons  de  cette 


manière. 

y 

Pareillement ,  fi  dans  le  polynôme 

Ifx'^.y^P,  (x^,7^^)\(y4,  :^^J?,2^ 

on  lùpprime ,  par-delà  la  dimenfion   T  <i  T,  tous  les  termes  ou 

jc  ,_y  &  ^  paflTeroient  les  degrés  A' ,A' ,  A'  refpeSivement   plu-s 

petits  que^,^,^y  &  qu'on  en  fupprime  encore,  à  compter 

de  la  dimenfion  T-+-  i  ,  tous  les  termes  où  x  ,y  èc^  combinés 

deux  à  deux  pafferoient  les  dimenfions  E' ,  B' ,  B'   refpe£tivement 

plus  petites  que  B ,  B ,B  ;  on  aura  un  polynôme  incomplet  à 

irois  inconnues,  &  du  fécond  ordre  ,  polynôme  que  iious  repré- 
fenterons par 

•    LU^y<^>,  U^^<?y^,  vy,^r^;0^ 

Si  on  conçoit  que  dans  le  polynôme  f  ^  '-^^  j  y,  on  fup- 
prime, pafi^é  la  dimenfion  T  <i  T  &c  >■  T ,  tous  les  termes  où 
X  paflTeroit  le  degré  A"  <  A',  &  tous  les  termes  où  j  pafieroit 
le  degré  A"  <C    A'  y  on  aura   un  polynôme  incomplet  du  troi- 
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fième  ordre ,  que  nous  reprdfenterons  par 


A-      A  \t 
X     j  y  ■     \ 
^      A         AT 


,  OU  bien 


T,  T     T 

de  cette  autre  manière  fx"^  ''^'' "^fy^"' "^'^^ ) 


Et  en  général,  fi  nous  repréfentons  par  A,  A^  A,  A,    &c. 
les    différens     plus      grands    expofans    d'une    même    inconnue 

dans  les  intervalles  entre  les  dimenfions  T ,  T,  T ,  T,  &c, 
nous  repréfenterons  un  polynôme  d'un    ordre   quelconque    par 

^ i^A,  A,  A,  A,&:c.  ^  ^  f^jT,T,  T,  T.scc.  ^  cn  ne  le  fuppofant  in- 
complet que  par  rapport  aux  inconnues  confidérées  feule  à  feule. 
S'il  l'eft  au/fi  ,  par  rappoBK  aux  inconnues  combinées  deux  à 
deux ,  trois  à  trois  ;  à  la  manière  employée  dans  les  deux 
Se£lions  précédentes  pour  repréfenter  ces  polynômes ,  nous  join- 
drions la  manière  acluelle.   Par  exemple ,  au  lieu  du  polynôme 


nous  écririons 


_  B  .B  —    B  ,B  .    —       .    —r  .B,  B      T,T 

l{x^'^,yf'^J        ,(x^-^,7,'^'^)'   '  ,fy^'^,l^'<^J"   "1 

On  voit  par-là  ce  que  nous  entendons  par  des  polynômes  de 
différens  ordres. 

(167.)  Il  n'en  eft  pas  ,  à  beaucoup  près ,  des  polynômes  6c 
'des  équations  d'un  ordre  fupérieur  au  premier  ,  comme  des  poly- 
nômes du  premier  ordre.  Dans  les  équations  incomplettes  du  pre- 
mier ordre ,  le  polynôme-multiplicateur  ,  6c  l'équation-produit 
font  toujours  des  polvnomes  de  même  ordre  que  ces  équations  ; 
&  il  en  eft  de  même  de  tous  les  polynômes  particuliers  qui,  par  le 
nombre  de  leurs  termes ,  concourent  à  donner  l'expreiïion  du 
degré  de  l'équation  finale. 


a 


Au  contraire , 
rieur  au  premier 


dans  les  équations  incomplettes  d'un  ordre  fupé- 
,  le  polynôme-multiplicateur ,  l'équation-produit;. 
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&  tous  les  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes ,  doi- 
vent entrer  dans  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  ,  font 
tous  des  polynômes  de  différens  ordres. 

(  l6S')  D'après  cette  obfervation ,  on  prévoit  aifément  que 
la  forme  du  polynôme-multiplicateur  n'eft  pas  à  beaucoup  près 
auffi  déterminée  que  dans  les  équations  incomplettes  du  premier 
ordre  ;  enforte  qu'il  n'arrivera  pas  toujours  que  le  polynôme  qu'on 
adoptera  pour  polynôme-multiplicateur ,  conduife  à  une  expref- 
fion  du  degré  de  l'équation  finale  ,  qui  foit  une  différentielle 
exacte  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  :  &  toutes  les  fois 
que  cela  manquera  d'arriver  ,  il  eft  indubitable  que  la  forme 
adoptée  pour  le  polynôme-multiplicateur  ,  n'eft  pas  propre  à  faire 
connoître  le  degré  de  l'équation  finale.  Ce  ne  pourroit  donc 
être  qu'en  prenant  pour  polynome-rnyltiplicateur  ,  un  polynôme 
d'un  ordre  indéfini  qu'on  pourroit  parvenir  à  trouver  la  véritable 
expreflîon  du  degré  de  l'équation  finale.  Mais  nous  devons  ob- 
ferver  qu'en  cherchant  à  déterminer  ce  polynôme  par  la  feule 
condition  qui  puifTe  le  déterminer  ,  c'eft-à-dire ,  par  la  condition 
que  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  devint  une  dif^ 
férencielle  exacte  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  ,  on 
feroit  conduit  à  un  travail  interminable,  par  le  nombre  infini 
de  cas  &  de  fubdivifions  de  cas  différens  qui  fe  préfenteroient, 
félon  les  différens  rapports  de  grandeur  entre  les  variétés  des 
expofans  des  équations. 

On  ne  doit  donc  pas  s'attendre  à  voir  ici  cette  matière  traitée 
avec  la  même  généralité  avec  laquelle  nous  avons  traité  les  équa- 
tions incomplettes  du  premier  ordre.  Quand  la  confidération  du 
travail  que  nous  venons  d'indiquer  ,  ne  nous  en  détourneroit  pas, 
le  prodigieux  nombre  de  quantités  que  nous  aurions  à  mettre 
fous  les  yeux ,  rendroit  feul  la  chofe  impraticable. 

(  1690  Nous  nous  bornerons  donc  à  faire  connoître  la  mé- 
thode ,  en  n'employant  pour  polynôme-multiplicateur  que  le 
polynôme  le  plus  fimple  que  l'on  puiffe  d'abord  fe  propofer  d'em- 
ployer :  &  nous  n'appliquerons  qu'aux  équations  à  deux  &  à  trois 
inconnues.  On  verra  que  dès  celles-ci  ce  polynôme  eft  infuffifant 
pour  donner  l'expreffion  générale  du  degré  de  l'équation  finale  , 
dans  tous  les  cas  poffibles  ;  &  que  par  conféquent  pour  l'avoir 
'dans  les  cas,  autres  que  ceux  que  nous  expoferons,  il  faudroit  em- 
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ployer  un  polynôme-multiplicateur  ayant  plus  de  variétés  d'expo- 
fans  indéterminés. 

Quant  aux  équations  à  deux  inconnnues  ,  le  polynôme  le 
plus  fimple  réuffira  toujours. 

Aurefte,  fi  pour  avoir  l'exprefTion  générale  du  degré  de  l'é- 
quation finale  ,  dans  quelque  cas  que  ce  foit  des  équations  in- 
complettes  d'un  ordre  quelconque  ,  il  eft  indifpenlable  de  fe 
livrer  à  un  travail  immenfe ,  il  ne  faut  pas  en  conclure  qu'il 
faille  néceflâirement  fe  livrer  à  ce  travail,  pour  connoître  le 
degré  de  l'équation  finale  pour  un  cas  déterminé  quelconque.  C'eft 
l'exprefTion  générale  feule  qui  exigeroit  ce  travail.  Mais  ,  par 
ce  que  nous  dirons  dans  le  fécond  Livre ,  fur  le  procédé  pour 
l'élimination  ,  on  fera  toujours  sûr  d'arriver  à  l'équation  finale  la 
plus  bafi"e  qu'il  foit  poffible. 

Du  nombre   des  termes   des  Polynômes  incomplets 
d'un  ordre  quelconque. 

(l70-)PouR  ne  point  fatiguer  l'attention  par  des  expreA 
fions  de  calcul  trop  compofées ,  nous  n'employerons  que  l'ex-» 

preflîon  (a"^'"^'^'^'  ^'^- ..  .n  )  '  '  '  ■  'pour  repréfenter  un 
polynôme  d'un  ordre  quelconque  ,  foit  que  la  nature  de  ce  poly- 
nôme foit  fixée  par  les  expofans  de  chaque  inconnue  feulement  ^ 
foit  qu'elle  foit  fixée  par  les  expofans  des  dimenfions  des  com- 
binaifons  de  ces  inconnues  comparées  deux  à  deux  y  trois  à  trois  3 
&c. 

Pro.blème    XXIV. 

On  demande  la  valeur  de  N  (u^. Â,Â,Â,  &c.  ^  ^  ^  ^  )  '^  •  "^  '  "^^  ^'  *^'' 

(171-)  Suppofons  d'abord  qu'il  ne  s'agit  que  de  (a^-  ^. .  .n)  ^-  ^' 

Si  on   compare  ce  polynôme  à  (u"^ . .  .  n)     ,   on  voit  que  de^ 

puis  T  jufqu'à  r,  il  manque ,  au  premier,  un  nombre  de  termes  = 

lN(u\..  nJ-^  —  N(u\..n)~^  —  lN(u^...n)-^—  Nfu^,..nfj 

=  ddNfu^...nJT.  ..(      ^_     :       -^,). 

'  ^  \     T—T^o       OjA  —  A    / 
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Donc 

\T—T.o      o.  A—  A  J 

Prenons  actuellement  iVi^z/-^"^'-^, ..  TZy)    '    '     :ôc  comparant 

de  même  au  polynôme  (u'^...n)'^  ^  on  verra  qu'il  manque  au 
polynôme  propofé. 

i.°  Depuis  T ,  jufqu'à  J",  un  nombre   de  termes 

=  dd  N{^...n)^ ...(     ^_     :       ^'^   \ 

'  _  \  T—  T,o        o ,  A  —  A  J 

2.°  Depuis  r,  jufqu'à  T,  un  nombre  de  termes 

\  r  —  T,  o       o,  A  —  A     J 

;    Donc  N(u^-'^'^...n)^'''''^  =N(i? ...n)'^ 

—   ddN(i^  ...nJT^..,(     T_      :       =^   ^ 

V  T—T,  o         o,'a—A/ 

^  dd  Nf^.  .  .nf  ...(  _'^=      :      ^^'_V 

'  \  T—T.  o        o,A~  A  / 

Et  continuant  de  raifonner  de  la  mêjne  manière  ,  on  trouverj^ 
^  ddNfu^...n)'r,.     f      ^L       :         =^  ) 

^  \  T  —  T,o  o,A^  A  / 

^  ddN(u^...nj'^...(:=^^      :        ^^=1» 
'  ^  \r—  r,  o       o,a—aJ 

ôc  ainfi  de  fuite. 


X?*, 
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De  la  forme  du  Polynôme  -  multiplicateur^  êC  des  Poly- 
nômes qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  y  influent  fur  le 
degré  de  l'équation  fnale  réfultante  d'un  nombre  donné 
d'équations  incomplcttes  d'un  ordre  quelconque. 

[ijl.)  Le  polynôme-multiplicateur,  l'dquation-produit,  ÔC 
les  polynômes  particuliers  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  , 
expriment  celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  tant  dans 
le  polynôme-multiplicateur,  que  dans  l'équation-produit  ;  tous 
ces  polynômes  ôc  équations ,  étant  d'ordres  différens ,  il  faudroit 
un  peu  plus  d'art  pour  déterminer  la  forme  de  chacun,  que  nous 
n'en  avons  employé  dans  la  féconde  Seclion  ,  fi  en  donnant  d'a- 
bord au  polynôme-multiplicateur  une  forme  indéterminée  quel-' 
conque  ,  nous  voulions  en  conclure  celles  des  autres  polynômes 
dont  le  nombre  des  termes  entre  dans  l'expreffion  du  degré  de 
l'équation  finale  :  d'ailleurs  les  détails  de  calcul  dans  lefquels  il 
faudroit  entrer  ,  deviendroient  trop  longs. 

Mais  en  réfléchiflant  un  peu  fur  ce  que  nous  avons  dit  dans  la 
féconde  Sedion  ,  fur  les  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs 
termes ,  expriment  celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître 
tant  dans  le  polynôme-multiplicateur  ,  que  dans  l'équation-pro- 
duit ,  pour  les  polynômes  ôc  équations  incomplettes  du  premier 
ordre ,  on  peut  en  conclure  une  manière  générale  de  trouver  les 
caraftères  principaux  de  la  forme  que  doivent  avoir  ces  polynô- 
mes, pour  les  équations  incomplettes  d'un  ordre  quelconque. 

Pour  faire  bien  entendre  ce  dont  il  s'agit ,  rappelions  les  idées 
fuivantes. 

(  1 7  3  •  )  Suppofant  un  nombre  quelconque  n  d'équations  in- 
complettes   du  premier  ordre,  repréfentées  par 

(W. .  .n)'=^  o,  (u"'  ...n)''  =0,   (W' . .  .n)'"  —  o  ,  &c.- 

&  prenant   fw^  . .  .  nj^  pour  le  polynôme-multiplicateur   de  la 
première. 

Nous  avons  vu  ,  qu'à  l'aide  de  la  féconde  équation  feule  ,  on  ne 
pouvoir  faire  difparoître  dans  le  polynôme-multiplicateur  ,  qu'un 
nombre  .de  termes  =  Nfu^-"'.. .  n)'^-'' i  &l  dans  l'équation-» 

T 
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produit,   un  nombre  de  termes  =  Nfu^'^''^'*'.  .  „  n^'^+'— ''• 

Qu'à  l'aide  de  la  féconde  &  de  la  troifième  feules ,  on  ne  pou- 
voit  faire  difparoître  dans  le  polynôme- multiplicateur ,  qu'ua 
nombre  de  termes 

A— a  T-i  A- a -a-'  T-t'-t"  A-d'  T^i' . 

=  N(u  ...n)  — ^(u,  ...n)  -f-A"a  . .  ,n)  ? 

&  dans  l'équation-produit ,  un  nombre  de  termes 

—  N(u  ...n)  —N(u  ...n)     ^ 

A+a~à'  T+t  —  t" 

~\-  IS  (  u  .  ..  n  ) 

&  ainfi  de  fuite ,  (  f^oye^  60  &  fuiv.) 

Concevons  qu'on  falTe  A  —  a'—  a"=^  A  '  &  T—  i!  —  î"=^T'î 
alors ,  le  polynôme-multiplicateur  fera  (u^-^  "'-^'^"'...nj  ^  "*"'+'"* 
l'équation-produit  fera  ^^/^^  +"+«'  +  3". .  .n^^-+- '+'  +  ''  ;  le  nombre 
de  termes  qu'on  peut  faire  difparoître,  à  l'aide  de  la  féconde 
<&c  troifième  équations  feules ,  fera 

,,,   A'-ha"  T'+t"  A'  T  A'  +  a'  T'  +  f 

JV(u  ,..n)  —N(u      ...n)      -^NÇu  .  . .  n) 

pour  le  polynôme-multiplicateur  ; 

*>-M(u  .„n)  — JV(u  „.n)  '^-N(u  „.n) 

pour  l'équation-produit. 

(  l74«)  On  voit  donc  généralement  que  fi  ayant  pris  arbi- 
trairement un  polynôme  quelconque  du  premier  ordre  (u^., .  nj^, 
on  conçoit  qu'on  vienne  à  le  multiplier  fucceffivement  par  toutes 
les  équations  du  premier  ordre,  propofées;  il  en  réfultera  un  po- 
lynôme {  i^^  +«  +  -»■+-.  H-<>'W-&c.__^^r-+-tH-^+("+^-+&c.  qyg  I'q^ 

peut  regarder  comme  le  générateur  de  tous  les  autres  polynômes 
qui  peuvent  avoir  lieu  dans  la  queftion  aduelle. 

En  effet  1.°  la  forme  de  ce  polynôme  fera  celle  de  l'équation- 
produit. 

2.°  Lepolynome(^^^-*-'''^-'''+'''+^^..7^^^+''  +  ''  +  '■'^-*',fer3 
la  forme  du  polynôme-multiplicateur. 

3.°  iV(^u^+-'+'''  +  *^'-...;zy'^+'  +'"'  +  «^^-  fera  le  nombre  de 
termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynome-multiplica- 
leur  ,    à  l'aide    de   la  féconde  équation    feule  ;   pareillemeac 
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J\^Cu'*'*"'''^''  '^^''  .  .  rzy  ^■*"' "^'  ''^''- fera  le  nombre  des  termes 
qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynôme- multiplicateur  à 
l'aide  de  la  troifième  équation  feule  ;  6c 

le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  à  l'aide  de 
la  féconde  ôc  de   la  troifième  équations. 

4.^  Et  l'on  verra  de  même  que  le  nombre  des  termes  qu'on 
peut  faire  difparoître  dans  l'équation-produit ,  par  la  féconde  ûc 
la  troifième  équations ,   eft 

Et  l'on  voit ,  en  général ,  qu'il  fera  toujours  facile  de  trouver 
l'expreffion  du  nombre  de  termes  que  l'on  peut  faire  difparoître  f 
à  l'aide  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

C'eft  en  envifageant  les  chofes  de  cette  manière,  que  nous 
allons  acluellement  traiter  les  équations  incomplettes  de  différens 
ordres.  Mais  pour  ne  point  interrompre  le  fil  de  ce  que  nous 
dirons  fur  cette  matière  ,  nous  placerons  ici  quelques  notions 
utiles  pour  la  réduction  des  différencielles  que  nous  rencon'^ 
trerons. 

Notions  utiles  pour  la  rcduclion  des  diffc'rencielles   qui 

entrent  dans  [exprejjion  du  nombre  des  termes  d'un. 

polynôme  d'un  ordre  quelconque. 

{17  ')  ■)  L'expression  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme, 
incomplet  d'un  ordre  lùpérieur  au  premier  ,  renferme  ,  comme 
on  l'a  vu  (  171  ),  des  différences  fécondes.  Les  variations  de 
ces  différences ,  lorfqu'il  s'agit  d'appliquer  à  la  recherche  du 
degré  de  l'équation  finale  ,  font  des  compofés  des  variétés  des 
expofàns  des  équations  données  ;  mais  pour  pouvoir  démêler  parmi 
ces  différences  fécondes,  quelles  font  celles  dont  la  réunion,  par 
les  fignes  -h  ou  — ,  peuvent  former  des  différencielles  exades 
d'un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  ,  il  efl  néceffaire  de 
décompofer    ces  différences   fécondes  ,    en  d'autres    différei-kces» 

'  Tij 
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fécondes ,  dont  la  variation  foit  la  même  autant  qu'il  fera  pof- 
fible  :  c'efl  dans  la  vue  d'en  donner  les  moyens  que  nous  plaçons 
ici  les  notions  fuivantes. 

(176.)    Si  l'on  a  une  quantité  telle  que  ^/[^^(^i/^].. .(    "    ) 

dans  laquelle  par  F  (u)  nous  entendons  une  fonftion  quel- 
conque de  u  ;  &  qu'on  demande  de  la  décompofer  en  diffé- 
rencielles  dont  l'une  ait  a  pour  variation ,  ôcl'autre,  b  pour 
variation ,  on  aura 

diF(u)-\...Ç^"_^^^  =  d\_F(iO-\.  .  .C")-f-^[Fr«-Ha;]...^"'^''^^ 

En  effet,  il  eft  facile  de  voir  que  l'accroiffement  que  prend 
F  fuj ,  lorfque  u  devient  u  -h  a  -+-  b ,  eft  compofé  de  l'accroif- 
fement que  prend  FfuJ ,  lorfque  u  devient  u  -+•  ^  j  ôc  de  l'ac- 
croiffement que  prend  F (u-^-  a) ^  lorfque  u  -^  a  devient 
ïi  -^  a  -\-  b. 

(177.)  Donc  par  lamêmeraifon  ddlF(u) .  •  .(^^j,  ,^j) 

s=.    d  d  iF(u)]  '  '  'C    ,)  -*■  '^'^  iF(u-^c)-\.  •  .   (  "^    j') 

\  -^  ddlF(u-^a-+-c)],..i^       ^^^       J, 

'  (  I  7  g .)  Si  au  contraire  on  avoit  d  [ FfuJ  ]  . . .  (  ^  _  ^ ) ,  on  auroit 

diF(u)2...Q_^^='nF(u)2..-Ç^'^-hdlF(u-i-a)]...Ç_ly 

(179.)    Et  fi  on  avoit  d  [  FfuJ  3  -..(_"_  j)  >  on  auroit 

à[F(u)]...(^_"^_^^=diF(u)]...(^_"^^  -i~d[F(ii-a)]...  ÇZl)' 

(  180.)  Les  quantités  auxquelles  nous  aurons  à  appliquer  ces 
principes ,  font  des  quantités   de   cette  forme 

yl+"7+"7'  r+<4-r'        r-T  +  t  +  f,        A  +  'Z+  a'      -.    \ 

ddN(u  ...n)  ...  ,    —        •  —      ,— ,      ,     1 5 

dans  laquelle  les  deux  variations  de  T-\- 1~\~  t' font  —  f^'—ij  &  o; 
,ôc  celles  de  ^-h  a -4-  a'  font  o  j  &:  —  (a  —  a -h  d  —  a')  \ 
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I5r  l'objet  fera  de  réduire  ces  différencielles  à  d'autres  où  il  n'y 

ait  d'autres  variations  que  —  ( t' — t' )  ,  o  ,    — (a' — a'J  Qc 
f^  (  a  —  a).    On  aura  donc 

A  +  I-fl-  T+t  +  t'  .   T+t+t'  A+T-h~         . 

adN(u  ...n)  ...(  _        .  _  __) 

\-lt'  -  i  }  .0     O.— [il— a+>!  — a]/. 

^ddNfu  ...«)  ...(  _        .  —  1 

\-{t'~t),0      o,—  [<2—  a]/ 

,..,,     A  +  a+1'  r+f  +  t'         ,  T+t  +  t'   ^     y4  +  fl4-'^v 

•^ddN(u  ...n)  ...f  _        :  —  J. 

\~(t'-t),0      o,-[a'  — a]/ 

Au  refte  ,  quoique  toutes  les  variations  qui  fe  rencontreront 
dans  les  différencielles  qui  vont  fe  préfenter,  foient  négatives  , 
nous  les  préfenterons  fous  une  forme  pofitive ,  pour  plus  de  fim- 
plicité  :  comme  leur  réfultat  doit  être  une  différencielle  d'un  ordre 
égal  à  la  dimenfion  de  là-quantité  différenciée ,  cela  eft  indifférent 
(  1 5  )  pour  la  valeur  finale. 

ProblèmeXXV. 

5o/i:jV7'(u='~...n)'''  =  o,(u=''~...n)'''  =  o,(u=''-~...n)'"''— Ojôcc, 

un  nombre  n  d'équations  incomplettes  du  fécond  ordre ,  renfermant 
chacune  les  mêmes  inconnues  au  nombre  de  n.  On  demande  le  degré 
de  l'équation  finale. 

(  T  8  !•)  Concevons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  deux  équations: 
&  feignant  que  nous  avons  multiplié  la  féconde  par  le  polynôme 
(w^ .  .  .  n)'^ f  CQ  qui  donnera  le  polynôme  du  fécond  ordre 
^  ^A  +  a',A  +  a  ...Tz^T'+f.  r  +  t^  imaginons  que  nous  multiplions 
celui-ci  par  la  première  équation ,  ce  qui  donnera  le  polynôme 
du  quatrième  ordre 

/'l^A  +  a-i-a',A  +  a+a,  A  +  a+â^A+l'  +  â^  ^    ^  ]  T+t  +  t',  T+7+ t,T+ i +T,  T+7  +T 

dans  lequel  l'ordre  des  quantités 

^  +  a  +  a' ,    A  +  a'  +■   a,  A  +  a'  +  a,   A  +  a'  +  a  , 

&  des  quantités 

T+t+t' ,  T+7  +  t  ,  T+  t'  +7,  T  +7  +7. 

N'eft  affujéti  qu'à  l'égard  de  la  première  &  de  la  dernière  qui 
font  telles  que  la  première  eft  la  plus  petite ,  &  la  dernière  la 
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plus  grande  dans  la  première  fuite  :  c'eft  le  contraire  dans  la 
féconde  fuite. 

Quant  aux  deux  quantités  intermédiaires  ,  la  première  peut 
être  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  féconde. 

Gela  pofé  ,  il  eft  facile  de  voir  ,  i.°  Qu'on  peut  toujours Jaire 

difparoître,  dans  le  polynôme  (^u^+'^'^-^^. ..  "^  ^■+-''' ^^''.,  à 
l'aide  de  la  féconde  équation ,  un  nombre  de  termes  exprimé 
par  Nfu^  ...n)^. 

a.""  Qu'on  peut ,  pareillement ,  à  l'aide  de  la  même  féconde 
équation  ,  faire  difparoître  dans  le  polynôme 

un  nombre  de  termes  =  iV^u'^  ■+-''' ^^-^  . .  «j^-+-''  ^+  '. 

Donc  fi  on  conçoit  qu'ayant  pris  arbitrairement  un  polynôme 
de  la  forme  fa'^-^''''^-^''...n)'^-^''''^-^'',  on  multiplie  la 
première  équation  ,  par  ce  polynôme  ,  on  pourra  toujours  réduire 
l'équation  -  produit  qui  en  réfultera ,  à  un  nombre  de  termes 
exprinré  par 

A+a-Y-i.A-^'+a,  A+a  +T,A+T  +  1^  ^  T+t+t,  T-j-T+t.  T+t-i-~T+T+l 

N(u  •••n) 

A  +  a,A+~I  T+t.T-JfT  A-Jra\A+1'  T+t.T-hT       ^^A  T- 

(  I  §  2 .  )  Suppofons  à  préfent  qu'il  y  ait  trois  équations  ;  & 
prenons  un  polynôme  de  la  forme 

forme  dans  laquelle  les  variétés  des  expofans  de  u  ,  ainfi  que  celles 
des  expofans  du  polynôme  peuvent  fe  fuccéder  dans  plufieurs 
ordres  difîerens. 

Concevons  qu'on  multiplie  la  première  équation  par  ce  poly- 
nôme ;  on  aura  une  équation-produit  dans  laquelle  la  fuite  des  ex- 
pofans de  ^  ^  ôc  celle  des  variétés  de  T,  feront 

^^  a-i-a'  -j-  a",  A-^-a-\-  a[-i- a",^ -h  a-i- a'  -\r  a",  ^ -h  a-h-a'-i- a",  A -^  a  -i-a'-ha", 
A  ■+-  ÎT-i-  a'  -+-  a",   A  -f- a"-)-  a'  -H  a",  A -ir  a -\-'â^  -\-  a". 

7  -+-7  -4-7  ■+-[",  T  +7-H  «'-+-«",  T  -t-T-h  7-1-  7'. 
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Et  fi  ,  pour  abréger ,  on  repréfente  le  nombre  des  termes  de  ce 
polynôme  ou  de  cette  dquation- produit ,  par  iV,  on  verra; 
1.°  qu'on  peut  toujours  réduire  le  nombre  des  termes  du  poly- 
nôme-multiplicateur,  à  un   nombre  exprimé   par 

N(u  ,..n) 

A+a.A-Çk'  T+t,T+7  A+a:A+^  T-^rt'\T+~-        ^^A  T- 

&  cela,  à  l'aide  des  deux  dernières  équations. 

2.°  Et  que  par  conféquent  à  l'aide  de  ces  deux  mêmes  équations^ 
&  des  cocfficiens  du  polynôme-multiplicateur  ,  on  pourra  réduire 
l'équation  -  produit  à  un   nombre  de  termes    exprimé   par 

JV  —  ^(u  ) 

,   ,    A+a+a  ,  A  +  a+T ,  A-fZ  +  a' ,  A'+J+â''    T+t+t',  T+  t+P,  T+T+t\  T-i-t  +  t" 

.,    ,,,   ^-*-û.  >4  +  r  T-t-',   T+T 
i^NÇu  ) 

A-^a+a'.A  +  I^a',A+a  +T\A+~+T'T  +  t+t',T+~-^t\r+t.^~,T-^t^7^ 
'~N(u  ) 

•\-N(u  )  -i-N(u  )  —N(u    )    » 

Il  eft  facile  de  voir  maintenant ,  comment,  pour  un  nombre 
quelconque  d'équations  ,  on  trouvera  le  nombre  des  termes  reftans 
dans  l'équation  -  produit. 

(  I  8  3  •  )  Donc  s'il  eft  poiïïble  d'avoir ,  par  ce  moyen ,  une  ex- 
preffion  générale  du  degré  de  l'équation  finale  de  ces  fortes  d'é- 
quations ,  il  faut  que  l'expreflion  du  nombre  des  termes  reftans ,  fe 
trouve  être  une  différencielle  exafte  de  l'ordre  n. 

Si  la  chofe  n'a  pas  lieu ,  c'eft  une  preuve  que  la  forme  que  nous 
venons  de  prendre  pour  le  polynôme-multiplicateur,  n'eft  pas  celle 
qui  convient  généralement ,  ôc  que  ce  polynôme  eft  d'un  autre 
ordre. 

(  I  840  La  forme  que  nous  venons  de  prendre  pour  le  poly- 
îiome-multiplicateur,  eft  bonne  généralement  pour  les  équations 
à  deux  inconnues  ,  incomplettes  d'un  ordre  Quelconque.  Il  n'en 
eft  pas  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ;  elle  ne 
peut  avoir  lieu  que  dans  certains  cas. 
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Voyons  d'abord  comment  elle  a  généralement  lieu  pour  îe^ 
équations  à  deux  inconnues ,  incomplettes  d'un  ordre  quelconque. 
Nous  verrons  enfuite  quelque  cas  où  elle  a  lieu  pour  les  équations 
incomplettes  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues ,  &  nous  ter- 
minerons en  faifant  voir  comment  on  arrivera  à  déterminer  cette 
forme  dans  les  autres  cas. 

.(  ^  8 ')  •)  Suppofons  donc  deux  équations  ,  ôc  deux  inconnues. 

Je  prends  donc,  pour  polynôme-multiplicateur,  un  polynôme 
de  cette  forme 

L'équation  -  produit  qui  eft  alors 

(^  ...t) 

préfente   les  deux  cas  fuivans  relatifs  aux  expofans  dei/,  &  les 
deux    cas    fuivans    relatifs    aux   variétés   dans    lès  expofans  des" 
dimenfions  de  cette  équation 

r-f-  tH-7>r-+-7-+-f',    &  T  -h  t  -h?  <;  r  -h  T  -^  «', 
qui  font  la  même  chofe  que 

a  —  £Z  >  â'  —  a'  ,    Se  il  —  a  <   a'  —  a'  ' ,  , 

£  —  7  >  r'  —7  ,    6c  t  —7  <   t'  —7. 

Et  comme  chacun  de  ces  deux  derniers  cas  peut  avoir  lieu 
avec  chacun  des  deux  premiers ,  il  s'enfuit  qu'on  a  les  quatre 
cas  fuivans. 

t  —  t  l>  t'  —  i'  ;  a  —  a  >  a'  —  a' 

t  —  7  >  £'  —  7  ;  a  —  û  <  a'  —  a' 

f  _7  <  t'  —T'  ;  7—  a  >  t' —  a' 

t  —  t  <C  t'  —  I-'  i  ti  —  a  <i  u'  —  a'. 

Dans  le  premier  cas ,  i'équation-produit  fera  telle  que  noua 
venons  de  la  repréfenter. 

Dans  le  fécond  cas,  fa  forme  fera 

'A-\-  a  +  a  ,  A  -![.  a  +  â~,  A  +'â  +7^  T+.'-f-r',  r+«+~r+'+« 

(_U  ,  ,   ,   1  }  ♦ 

c'eft-à-dircj 
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C'eft-à-dire ,  qu'elle  fera  un  polynôme  du  troifième  ordre ,  parce 
que  dès  la  dimenfion  T'-f-r-t-f',  le  plus  grand  expofant  de  a 
^tant  plus  grand  que  la  troifième  variété  A  -t-  a-^  a' ,  celle-ci 
n'eft  plus  une  variété. 

Dans  le  troifième  cas ,  la  forme  fera 

(U  ...T.)  , 

puifque  l'expofant  A  -\-  a  -+-  û'  ,  plus  grand  que  /^  -4-  a  -f-  Z , 
entrant  dès  la  dimenfion  T-t-  t-\-t^,  plus  grande  que  T  -f-  r  -+-  f', 
couvrira  la  variété  A  -+-  a  -t-û',  laquelle  ne  fera  par  conféquenc 
plus  une  variété. 

Dans  le  quatrième  cas ,  la  forme  fera 

A-+.a^a,A-i-T+a',A  +  a-i-'a,A+T+7'  T+ t+ t.  T-fT+t,T-i- t+T,  T-ft +"7' 

(U  ...i)  . 

Donc  ,  dans  le  premier  cas  ,  fi  on  nomme  D  le  nombre  des 
termes  reftans  dans  l'équation  finale ,  on  aura 

A  +  a  +  a',A  +  c+'â.A  +  J-t-a;A+J+'7  T+ t +t,  T+ t +~.  T+T+t',  T-i-T-f? 

Z>  =  N(u  4.,r) 

A  +  a.A-t-T  T+t,T  +  7  A^d,A+V  T+t.T+T       .^^    A  T 

Or  (  171  )   on  a 

A  +  a-i-a,A+a+T',A  +  7+a\,A-fJ-i-~'  T+ t +t',T+t +~,  T+T+t',  T+T+V 

t.N(u  ...1) 

A+I-i-l'  l+t-i-t'  A+'^+7  T+t  +  t'      ^T+t  +  t\     A+'^+Zy. 

jJi^T^     y^+r+Z  T+f+7  /         T+t+7      ^A+T+T\ 

^t  —  C—t+t,0  0,a  — a      / 

JJAT^     -4+7+7  T+T+t  /  T+T+t\A-i.1+~\ 

mmddN(u  ,.,i)  ...  l  _         :        _  1, 

V     t'  —  t' ,  O  o ,  a   —  a     f 

„     ...    A  +  a.A+7  T  +  t.T+r  A+7  T+t 

~-ddN(u         ...ij    ^  ,..(        _   :     _       }. 

\  t  —  t ,  o      o ,  a  —  a  1 

6   »7/    ^■¥<^'.^+^  T+t.  T+T        ,_   ^+7  T+t' 

i."  N(u  ..,t)  =  N(u  .,.z) 

'^ddNÇii         ...î)         ..f  l   ,   —     •    —     ,  ;• 

^  \  t  ^  t  j  o       o,  a  —a'  I 

V 
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D'ailleurs   (  i8o)  on  a 

A+'â+'7  T  +  t  +  t'  /T  +  t+i'  A  +  T+T'         ^ 

:i.°  ddN(u  ...i)  .,.(_:-  _      ,} 

\r    —  t  ,  o        o  ,   a  —  a  +  a  —  a    f 

A-h~â+~â'  T-^t+i'  /   T -h  t  -\- t\  A+~+  ^     \ 

=  dJN(u  ...z)  •••(  —         •        —  I 

Vf'  —  t' ,  o  o  ,  c  —  a      ' 

■<JrddN(il.  ...z)  ...(  _  :  _         ,       l" 

\     t' —  t'  ,  o  o  ,  a'  —  a        ' 

^4.74.  :r.  .  .  2  ;r  +  n-7      /     T+t-\-T     ^A  +  '^+T\ 

z.°  dd  N(u  ..  .1        _  _      .         _  J 

\  t  —  t  —  ï+î,o  o  ,  a  —  a     '  ■ 

A+~-h'^  T+t-JfT       I   T-+-t-^V     A  +  T-^7^  \ 

=  dd  N(u  ...z)  ...I  _         :  _  I 

N      t —  t  ,  O  O  ^  a  —    a      ' 

^+T+a'  T  +  r+T'        /  T+T+T' ,  ^  s-Th-'^  \ 

m—   d  d  N  (  u  .  .  .  z  )  ...I  _  .  _  /• 

^      t'  —  t  \,  o  o  ,  a  —   a     ' 

Faifant  donc  toutes  les  fubftitutions  ,    on  aura 

A-\^-\^  T-f-r  +  t'  A-ÇI  T+t  A+1^  T+t'  A  3! 

Z>  =  N(u  ...z)  —N(u  ...z)  —N(u  „.z)  -i-N(u     .,z) 

,,       ^    ^H-r+7  T+t  +  f  1   T -\- t  +  t    ^  A -^~Z -^~I\ 

—  dd  N  (il  .  .    ,    z  )  ,..l  _  .  _  J 

Vt'—  r,o  o  ,  a  —  a      I 

A-ha+'^'  T  +  f  +  f'  /   T-i-c  -i-t'     A  -^-a-i-Y\ 

—  ddN(ii.  ...z)  '•■V  —         •        —  J 

^    t    —  t  ,0  o,  a  —  a'    ^ 

yj-f-T+T'  T+i  +  7'  /'  T-ht+T      A  +  T+J^\ 

^~  dd N(u  ...  .z)  •  •  \       _      :      _         ) 

^dd  n(h  ..  .z)  ...(       _      :     _        j 

A+~+T'  T+~+t'  /   TH-T+ t'  ,  y4+T+7  V 

•-•—  d  d  N  (u  m  ,  .  z  )  ...[  —         «         —  J 

\    t   —  t  ,  o  o ,  a    —  c      ' 

-i-d  d  jv(u        . . .  z  )        ...(      _:_       ) 

A  -i-7^  T-J-«'  /     T  +  t'  A  -h7      \ 

<^ddN(u  ...z)  ...l  _       :       _  /. 

\   t  —  t   ,0       o,  a  —  a'  ' 

Préfentement ,  fi  on  fait  attention  que 
i."  —ddNiu  ...z)  ...(       _      :       _        J 

\    t    —t  ,  o  o ,   a—  a      f 

^Jj^rr     ^+'7+7'  T4-7"+7  f   T +T+T  ,  A^l+T"  \ 

'^  aa  Jv(  Il  ,  '  t  1  )  •••l  —        •        —  J 

\     t—  t  ,  o  Ojd  —  a' 


EQUATIONS    ALGÉBRIQUES.       i^f 

5  A-h~+T  T-i-t  +  t'         f  T  +  t  +  t'  A+~+'7\ 

!=:  ^  d    N(u  .  .  .  i)  .  •  .  l         _  _  —  :      _  1  =:  o, 

^  t  ~t,o  ,t  —  t  -i-t—t'      0,a  —  a,0' 

2.°  Que  pareillement —iiiV^rM  ...t)  ...{        _      :      _         1 

M-  dd  N(u  ...zj  ...(  _:_  1 

^  t  —  t ,  o      o ,  a  —  a  ' 

=  —  </  AY«  .  .  ..1  ;  •  •  •  l      —     _:    -       _,  )  =  0.' 

5,°Que— «fiJVfM  ...o...!        _      :      -        ) 

^^  '  "^  Vr'—  t,oo,a— a''' 

-j-  dd N(u         ..  .1)        ...(,_    :     _     ,  j 

1         A  +  V+7         r+T+t'        /"  ^-+-~+ '■  . -^+'^+^>  _  «. 

=:  —  rf    A^(K  ...îj  ...l  —       _.       —        ,  _  J  =ï  6, 

'  Vt'_r,o,t      o,tf— fl,a' 

4.°  Et  qu'enfin 

,,,   A+7-h7  T+t+t'  ,  A+7  T+t        .,,   y4+a'  T+/'  :/4  T. 

^ftf         ...1;         — A^fM      ,..'.;      -jvr"      ...*;      +A^f"  ."ij 

^+T4-7  ^  T-t-  t  +  «'  /  T  +  r  H-  t  ,  A+1+'7  \ 

=  ddN(u  .  .  .  1  )  •  •  •  V  .      —   — ,        /• 

On  verra  que  la  valeur  de  D  fe  réduit  à 

j  j,    KT,    A+T+^     T+t+f  ^T+t  +  t'      A  +  T+~\ 

Jj  =:  dd  N(u  )  •  •   •  V  *       —    —         I 

'^  ^  t ,  t'  a .   a'         f 

—    ddN(u  ..ti)  •••V     ,     —  î       —  /• 

Ceft-à-dire  ,    D  =  tt'—  ft^âJ.ft'—a'J^ft'—Tj.fà'^a'Ja 

(  I  8  5.  )  Après  le  détail  que  nous  venons  de  donner  au  calcul 
du  premier  cas ,  il  eft  fans  doute  fuperflu  de  nous  arrêter  de  même 
fur  chacun  des  trois  autres  :  nous  nous  contenterons  donc  de  don- 
ner les  réfultats.  Mais  auparavant  ,  nous  ferons  obferver  que  fi 
^  ^  f  repréfentent  les  deux  variétés  des  expofans  de  la  féconde 
inconnue  dans  la  première  équation  ;  ôc   que  a',  a'  repréfentent 

les  quantités  analogues  pour  la  féconde  équation  ,  on  aura  relatif» 

Vij 
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vement  à  cette  féconde  inconnue  les  deux  cas  fuivans 

iz  —  ^>.a'  —  a'    8c    a    —  a  <^  a'  —  a' , 

lit  I  i  t  I  t 

lefquels  pouvant  avoir  lieu  avec  chacun  des  quatre  précëdena  ,  il 
en  réfulte  que  la  valeur  du  degré  D  de  l'équation  finale  dans  les 
équations  incomplettes  du  fécond  ordre  ,  à  deux  inconnues  ,  eft 
fufceptible  de  huit  valeurs  relatives  aux  huit  difFérens  rapports  de 
grandeur  entre  les  expofans  des  équations  ôc  des  inconnues. 

On  trouvera  ces  huit  valeurs  telles  qu'on  les  voit  dans  la  table 
fuivante ,  où  pour  abréger^^  nous  avons  fait 

z>'=  tt'  —  (  t  —  7i).(t'—â'  )  —  (  t  —  l)  .(t' —7^  ), 

Table   des  àïfférentes  valeurs    du  degré'  de  l' équation  finale  dans 
tous  les  cas  pojjibles  des  équations  incomplettes  du  fécond 
ordre ,  à  deux  inconnues. 

Cas  Valeurs  correfpondantes  de  D, 

— T<f'— 7;  ô— a<â'— a',-  ir—a<:'p—a'...  .  D  =  £>'— (t —T)  .  (a—  a  +  a—a) 

— 7<r'— 7y  TT—a  >7— û';  'd  —  a<ia'—a'  .  . .  .  I>z=£>' —  (  i—Tj.(i'—a'-i-'â—a) 

-rT<t'—~î';  1—a<.'â'—a'^  'a  —  a->2—a' ..  ..  D —  D' —  (  t  —  7)  .(a  — at-'â'—a') 

—l-^t'—V,-  1—  a > 'a'—  a'i  à'—  a-;>a' —  a' . . . ,  D  z=D' —  ( t —T)  .  (a'—  a'-h-^—a') 

— 7>/'— 7'-  7— û<7'— a',-  7— a<7  — û' Z)=Z)'  — ri'— 7).  '^  — a-(-7— a  1 

~7>r'— 7y  7— a>7— a'y  'â—a<.a'—a' D  z=  D'  —  (t'  —T' )  .(a'—a'-^-'^—a ) 

-ST-^t'—t'i  7— û<7— û';  7— a>7— a'...  .Z)=i5'— fi'— ?;.  l'a— fl  +  7— û'j 

«  — 7>/'  — 7;  7— <j>7— a',-  7— <2>7— a'....Z)=Z)'— f^'— 7;.  (â'—a'-^'â'—a'), 

(l870  Suppofons  a£tuellement  que  les  deux  équations  pro- 
pofées   foient  du  troifième  ordre  ,  &  repréfentées  par 

(U''^'^.,.2)'^'~^=0,    (U'''^''^...2)''~''  =  o. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (  i8i  &fiiiv.  ),  on  doit  prendre poni" 
polynôme-multiplicateur  un  polynôme  de  cette  forme 

/^A  +  a,  A-i-~â,  A  +  ^i'  ^  _  ^  2  j  T  +  t,  T  +  T,  T+T 

alors  l'équation-produit  aura  pour  variétés  dans  les  expofans  de  z^^ 
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iôc  pour  variétés  dans  les  expofans  de  fes  dimenfions ,  les  deux 
fuites  ci-delTous 

A-i-a  +  s\  A-i-j-^s',  A+ù.-^  a',  A  +  a  +  a^  y4  +  a  +  ii'  A-^-  i  +  a'  A  -f- a -f-T', 

A  •+■  a  -i-  a\  A  +  a  +0^, 

T+i+i;  r+T+«',  T-fT+t'.  T+t+T,  r-t-T+T,  T-hT+7,  r+t+V. 

T  4-T+T,  T  +  7-t-  r. 

Suites  dans  lefquelles  l'ordre  de  fuccefîîon  des  différens  termes  j 
peut  être  différent  de  celui  qu'on  voit  ici  ,  ièlon  les  différens 
rapports  de  grandeur  des  quantités 

a,    a'  ;   a,  a'  ;  a  ,  a'  ;  t,  t' ,    t,  t'  ;  t ,  t'  ; 

il  n'y  a  que  les  deux  extrêmes  dont  la  pofition  dans  chaque 
fuite  foit  invariable. 

Alais  pour  nous  borner  au  calcul  d'un  feul  cas  ,  fuppofons  que 
l'ordre    actuel  de  ces   quantités  foit  celui  qui  convient  à  leurs 

rapports  de  grandeur  ;   c'eft-à-dire  ,    fuppofons  y^  -t-  a  -i-  a'   le 

plus  grand  de  tous  ;  A-^  a  -^  a!  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le 

précédent,  mais  plus  petit  que  celui  qui  le  fliit  tA-\-  a  ■+-  a'  plus 
grand  que  chacun  de  ceux  qui  le  précédent ,  mais  plus  petit  que 
tous  ceux  qui  le  fuivent,  &  ainfi  de  fuite  ;  fuppofons  le  contraire 

pour  les  quantités  T-^t-\-t',  T-t-r-f-f',  TH-f-t-r',  prifes 
dans  le  même  ordre.  Toutes  ces  conditions  fe  réduifent  aux 
fui  vantes 

a'  —  û'>»a  —   a  ;  a'  —  a'>a  —  a 
t'  —   »'>•«    —    lit'  —  t'  ">  t  —   t. 

L'équation-produit  fera  donc  alors  un  polynôme  incomplet 
du  neuvième  ordre  ;  le  nombre  des  termes  qu'on  pourra  y  faire 
difparoitre ,  à  l'aide  de  la  féconde  équation,  fera  celui  des  termes 

du  polynôme  (^//^■+-'''^+'^^  +  ^,  .  .  2)  ^^'^  '^■^~'  ^■+-^. 

Et  le  nombre  des  termes  qu'on  pourra  faire  difparoitre  dans 
le  polynôme-multiplicateur,  à  l'aide  de  la  même  féconde  équa- 
tion ,  fera  celui  des  termes  du  polynôme  (u^^  .  .  .  2J  ^. 

Donc ,  fi  on  repréfente  par  N'  le  nombre  des  termes  de 
réquation-produit  j  par  A'"  celui  des  termes  qu'on  peut  y  fairô 
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difparoître  à  l'aide  de  la  féconde  équation  ;  par  N'"  le  nombre 
des  termes  du  polynôme-multiplicateur  ;  &  par  N'"  le  nombre 
des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  ce  dernier ,  à  l'aide 
de  la  féconde  équation  ,  on  a  actuellement  les  valeurs  de 
N',  N\   N'\  N'\ 

Si  on  traite  ces  valeurs  comme  nous  avons  fait  (  1 8  j  ) ,  &  qu'on 
fubftitue  les  réfjltats  dans  l'équation  D  =  A^'—  N"—  N'"-^  N" , 
D  repréfentant  le  degré  de  l'équation  finale ,  on  trouvera 

D  —ddN[u  )  ...  (  ;    =    =       1 

V         t,  t'  a  ,    a'        ' 

"-  d  d  N  (u  )  ,.,f  ~        ;=  =  I 

V  t  —  t ,  O       '  o ,  a—  a  +  a  —  a'    ' 

^ddjvcu''-^^^^/-^"^~...(  ^-^'  +  ^:    ^  +  ^^"^J  _) 

\      t  —   t ,  o     '  o ,  a  —  a+a  —  a'    ' 

j  j  A7^    ^+^"'"^\^+"^+^        f   T  +  T-fl'  A+'^+-'^         \ 

—  d  d  N(u  )  ...(__=:         :=_     =     _! 

V  t  —  t ,  o         o  ,  a  —  û  +  a' —  a    / 

'>t-  d  d  N [u.  )  ,.,(  =         î=  Jt 

\      t  —  t,  o  o ,  a   —  a      ' 

c'eft- à-dire  ,  z>  =  ti'  —(t~^).(t'—  ^)  —  (t  —T)  .  (T—  a'-i-^'  —  a') 

—  (  t  —  t  )  .  ('a—-'a-\~  a'  —  a'  )  —  (t  —  t).  C'a —  a  +  ô^ —  'a'  )  — 

—  (t—T).  fTT— "^-t-l?— Z;-t-  (t—T).  ('a'  —  a' )  ; 

qui  en  faifant  attention  que  t —  r=  t  —  t  -\-t —  r,fe  réduit  a 

D  =  tt'—Ct—'aJ  .  (t'—~â')—  z(t—T).(7—a)  —  i(t^^).(a'—~â)  ] 

^  (zt  —  7"— T;. (-.?"— ^;. 

On  trouvera  de  même  la  valeur  de  D  qui  convient  à  chacun 
des  autres  cas  auxquels  peuvent  donner  lieu  les  rapports  de  gran» 
deurs  des  quantités 

a  —  a  ,  a  —  a ,   a  —  a ,  a'  —  a'  ^  a'  —  u' ,  W  ~—  a'  ; 
t  —  r  ,  t  —  t ,   t  —  t,   t'  —  i' ,   t'  —  t' ,  t'  —  t'  > 

&  cela,  foit  que  l'équation-produit  foit  ,    comme  dans    le  czi 


lÉQUATIONS     ALGÉBRIQUES.        if^ 

que  nous  venons  d'examiner ,  un  polynôme  incomplet  du  neu- 
vième ordre  ,  foit  que  ,  comme  il  arrivera  fouvent  aufll  par  les 
rapports  des  quantités  t  aux  quantités  a ,  elle  foit  un  polynôme 
de  tout  autre  ordre  inférieur. 

Et  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (i8<$'),  on  n'aura  plus  de 
peine  à  trouver  la  valeur  de  P  ,  ayant  égard  aux  quantités  ana- 
logues   à  a  ,  a  f  a  f  a',  a',  a',  pour  la  féconde  inconnue* 

(  I  8  8'  )  En  général ,  fi  l'on  fait  attention  que  pour  les  équa- 
tions incomplettes  de  quelque  ordre  que  ce  foit ,  à  deux  inconnues, 
îe  degré  de  l'équation  finale  eft  toujours  exprimé  par  une  fondion 
qui  n'eft  compofée  d'aucune  différencielle  d'un  ordre  moindre  que 
le  fécond  :  on  voit  que  dans  quelque  cas  que  ce  foit ,  on  pourra 
toujours  afligner  la  fonftion  des  expofans  des  deux  équations 
données ,  qui  eft  l'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale. 

(189.)  Il  n'en  eft  pas  de  même  dans  les  équations  à  un 
plus  grand  nombre  d'inconnues.  La  forme  que  nous  avons  indiquée 
(iSiè'/uiv. ) ,  ne  fera  pas  toujours  propre  à  réduire  l'expreftîon  du 
degré  de  l'équation  finale  à  être  une  fonction  de  différencielles 
dont  aucune  ne  foit  d'un  ordre  moindre  que  le  nombre  des 
inconnues.  Par  exemple,  pour  les  équations  à  trois  inconnues, 

de  la  forme  (u"-  "^ .  .  .■^  )'-'  =  o  •,  le  polynôme  -  multiplicateur 
ne  peut  pas ,  généralement  parlant ,  être  un  polynôme  incomplet 
d'un  ordre  moindre  que  le  polynôme 


—  .  -rï 


qui  eft  celui  (181  &  fuiv.)  qu'on  doit  en  effet  prendre  pour  poly- 
nôme-multiplicateur de  l'équation  ^z/'' '**...  5^'''=  o  ;mais  il  fe 
peut,  &  il  arrivera  dans  plufieurs  cas ,  que  ce  polynôme -multi- 
plicateur devra  être  incomplet  d'un  ordre  fupérieur.  Il  n'eft  pas 
néanmoins  impoffible  de  déterminer  d'une  manière  directe  quelle 
doit  être  cette  forme  dans  chaque  cas ,  &  par  conféquent  le  degré 
de  l'équation  finale  en  fonction  des  expofans  des  équations  & 
des  inconnues  ;  mais  c'eft  un  travail  extrêmement  compliqué. 
Nous  allons  faire  voir  quelques-uns  des  cas ,  où  la  forme  indiquée 
(181  &  fuiv.  )  eft  fuffifante  :  nous  donnerons  enfuite  une  idée  de 
la  marche  qu'on  doit  tenir  pour  déterminer  le  degré  de  l'équation 
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finale ,  dans  tous  les  cas  ;  &  nous  verrons  dans  le  fécond  Livre 
que  le  procédé  que  nous  enfeignerons  pour  rélimination  ^ 
conduira  toujours  à  l'équation  du  degré  le  plus  bas  poffible  f 
quand  même  on  n'auroit  pas  de  moyens  pour  s'afTurer  antérieu- 
rement de  ce  degré. 

(  190.)  Propofons  -  nous  donc  de  déterminer  le  degré  de 
l'équation  finale  pour  trois  équations  à  trois  inconnues  de  la 
forme 

fu''''^...Sj''~=  o  ,  (u^''^' . . .  sj'''~=  o,  fu"'-'^ .. .  sJ'"-~'=  o. 

Prenons  pour  polynôme  -  multiplicateur  de  la  première ,  le 
polynôme 

dans  lequel  l'ordre  des  quantités  peut  être  différent  de  ce- 
lui qu'on  voit  ici  ,  félon  les  rapports  de  grandeur  de  ces 
quantités. 

L'équation  -  produit  fera  un  polynôme  du  huitième  ordre  > 
dans  lequel  les  variétés  des  expofans  de  l'inconnue  i/  ,  ôc  des 
expofans  du  polynôme  feront  telles  qu'il  fuit 

ifi-f-a  4-a' 4-  a",  A-^  a -h- a' -^a'' ,  A -h  a -h  a' -h  a",  J -h  a  +"0^  -f- ô^',  yf  +  0+  a' ■+■  a"g 
u4  -h  a-h  a'-j~a",  ^ -+-17-+- ô^-t-  a",  A -^  -i-'â^-^  a"  ; 

TH-t-i-t'-ht",  T-h  r-f-t'-t-T"',  r-+-ï-+-7'-t-r",  r-f-/-f-7'+7^,  r+T-M'-f-i", 

Si  on  nomme  N'  le  nombre  des  termes  de  cette  équation  ; 

N"  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  danS 
cette  équation ,  à  l'aide  de  la  féconde  ; 

N'"  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  y  faire  difparoître ,  U 
Faide  de  la  troifième  équation  ; 

N'"  le  nombre  de  termes  qu'à  l'aide  de  la  troifième  équation^ 
on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynôme  ,  à  l'aide  duquel  on 
peut  faire  difparoître  Iç  nombre  N"  de  termes  dans  l'équation- 
produit. 

Si  an  nomme  pareillement  N',  N",  N'"^  N",  les  quantités  qui, 

pour 
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pour  le  polynôme  -  multiplicateur  ,  font  analogues  à  ce  que 
font  N',  N",  N"\  iV"'"  pour  l'dquation-produit  ,  on  aura  pour 
l'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale 

t  I  I  I 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  171  ) ,  il  eft  facile  d'avoir  N* 
pour  un  cas  quelconque  des  différens  rapports  de  grandeur  des 
expofans.  Quanta  N" ^  N'" ,  N" j  N'y  &c.  il  eft  facile  de  voir 

que  N"  eil  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet  du 
quatrième   ordre  dont   les  variétés  font  telles  qu'il  fuit 

^  -h  a  -h  a'\   A  -\-  a  -ir  J",    A  -+-  T ->r  a" ,    A  -t-  T-h  a!' 

r  H-  r  -)-  t" ,  r  -t-  t  -h  f^,   r  -+-  7  -+-£",  r  -i-7  -h  V'. 

Que  N'"  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 
du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  font 

A  ->r  a  -^  a'  ,    A  -h  a-h  7F,    A  -\-~a  -^  a' ,    A  -i-~a-^  a' 

r  -H  :  -+-  f',  r  -t-  r  -f-7',  T  -f-T-t-  /',  r  -+-T  -t-  ?". 
Que  N"  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 
du  fécond  ordre  dont  les  variétés  font 

A   -i-  a  ,      A   -^  'a 

T  -h  t ,     r  -f-  77 
Que  N'  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 

du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  font 

A-^a'-+-a",    A -i- a' -hlï' ,   A  -+-1' -h a" ,    A -h'^ -h'7' 

r-t-  t'-t-  r",  r  -+-  t'  +  ï^,  T  -h~-h  t" ,  r  -H  7-+-  7^. 
Que  N"  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 

du  fécond  ordre  dont  les  variétés  font 

A  -i-  a",    A  -^  ^ 
T  ^  t",     T  -h  V'. 

Que  iV""  eft  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  incomplet 
du  fécond  ordre  dont  les  variétés  font 

A  -\-  a'  ,    A   -i-  ^ 
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Et  qu'enfin  N"  eft  le  nombre  des  termes  du  polynôme  Incom'» 
plet   du  premier  ordre  fu^ .  .  .  ^J'^. 

On  aura  donc  facilement ,  pour  chaque  cas  des  différens 
rapports  de  grandeur  des  expofans ,  rexpreflTion  de  chacune  des 
quantités  qui  entrent  dans  la  valeur  de  D. 

Mais  puifque  le  réfultat  de  leur  fubftitution  dans  l'expreflion 
de  D ,  n'eft  pas  généralement  un  compofé  de  difFérencielles  dont 
aucune  ne  foit  d'un  ordre  inférieur  à  trois ,  bornons-nous  à  ua 
des  cas  où  le  réfultat  de  cette  fubftitution  peut  être  tel. 

Suppofons ,  par  exemple  j  que  les  trois  équations  données 
font  telles  que  t  —  t  =  t' —  t!  =  t!' —  f. 

Alors  plufieurs  des  variétés  des  expofans  de  w,  dans  l'équation-* 
produit  5  répondront  à  une  même  dimenfion ,  &  la  fuite  de  ce? 
variétés  pourra  être  écrite  ainfi 

rftf  4-a-i-a'H-a",  ^-<-a-f- a'-t-a",  A -^  a -ir~â' -\- a'\  A -\-  a -^ a' -^^  a" ^ 
A-i-a-i-a'-ha",  A -^- a-ha' -i-a", 
A-i-u-\-  a'  -ha",  A -h<î -\-~âJ -h  a" , 

T -H  r-t-r' ■+■:",    T-ht-ht'+7',    T  ■+■  t  ^T' -i-7' ,  r-f-7+ 7-f-/~. 

C'eft-à-dire ,  que  réquation-prodult  ne  fera  alors  qu'un  polynôme 
du  quatrième  ordre ,  dont  la  forme  fera  abfolument  déterminée 
par  le  plus  grand  des  trois  expofans 

^-t-a+û'-t-ô^',  A  -t- <7 -f-â^H- a"  ,  A-it-T-h  a'  -ha", 

&  le   plus  grand  des  trois  expofans 

A -h  a -i-'a' -h  a'' ,    A -h  a -h  a   -h~â'' ,  ^ -t-~-t- a' -4- a". 

Ainfi  le  cas  de  t—l^t'  —  7=î"—î"  préfente  les  fix  casi 
fuivans 


I 


■^  —  a  >  Z  —  a'  ':>a"—a" 
"â—  a  >  17'—  a">  a' —  a' 
T'— a'>"â— a    >Z'  — a" 


U'  —  a'  >  a"—  a'  >'3'  —  a 
â^'— a">'â'— a  >â^— a' 
Z'  —  a"  >  Z—  a'  >'^  —  a. 


Prenons  le  preinier  de  ces  fix  cas  :  l'équation  -  produit  fera 
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3onc  un  polynôme  du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  feront 

^ -H  a -f- a' -H  a"  ,  A  +~â -i-  a' -\- a  ' ,    A -^- u -h  a'  -^- a"  ,   ^  4- ^ -+- a'-f-ô", 
T-i-  c-i-  l'-i-  t",    T -^  c  -h  i' -hV' ,    T-hc+T'+T^,    T  -j-T-i-  t'  +V'. 

Le  polynôme  dont  A''"  exprime  le  nombre  des  termes ,  fera 
du  troificme  ordre,  &  aura  pour  variétés 

A  -^-  a  -h  il",  A  -+-  ~ -t-  a"  ,   A  -^  a  -\-  a". 

r  -f-  £  -t-  «" ,  r  H-  £  -+-  ^,  T  H-T  -f-  ?^. 

Le  polynôme  dont  N'"  exprime  le  nombre  des  termes ,  fera 
du  troifième  ordre ,  &  aura  pour  variétés 

A  -i-  a  -¥-  a'  ,    A  -i-  a  -h-  a'  y    A  -i-  c2  -h  a'. 
r-f-r    •+•£',     T  +  [   -^Ty    T    •+-T  -hV. 

Le  polynôme  dont  A''"  exprime  le  nombre  des  termes ,  fera 
du  fécond  ordre ,  ôc  aura  pour  variétés 

A   -^   a.  ,    A    -h   a. 
r  -+-    r  ,     T   -h  T. 

Le  polynôme  dont  N'  exprime   le  nombre  des  termes,  fera 
du  troifième  ordre ,  &  aura  pour  variétés 

A  -i-  a'  -^-  a"  ,  A  -t-ô^-H  a"  ,  A  -<-â^+  Ô^'. 

r  _f_  t'  -f-  ," ,  r -f-  j'  -t-  7^,  T  -+-"?  -t-  T'. 
Le  polynôme  dont  N"  exprime  le  nombre  des  termes  ,  aura 
pour  variétés  _ 

r  +  r",    r  4-  T"'. 
Le  polynôme  dont  N'"  exprime  le  nombre  des  termes ,  aura 
pour  variétés  __ 

A  -^  a!  ,  A  -\-  a'. 
X  -f-  /' ,    T  -^V. 

Préfentement ,  fi  à  l'aide  de  ce  qui  a  été  dit  (  171  &  180  )j 

on    détermine    les   valeurs    de  A",  A"',    &c.    &:     fi  on    les 

X    ij 
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fubftitue  dans  l'expreffion  de  D ,   on  trouvera 

\        t,  t',t''  a.  a  ,   a"         f 

^  ^,  _^,    ^-f'^+^-f-T'    T+  «  + «"  +  "        /     T+t  +  t'+7'      ^A  +  Z+T'Jr'7'  \ 

\  t" — t\o  ,t'  —  t' -\-t''         o,a'—a',a"       ' 

—  d^Niu  )  ...f       _  _  :      _      ,,  _  I 

V  <  '  —  t  ,0,  «-r +£         o,a'  — a,»    ' 

qui  fe  réduit  à 
D  =itt'i"^  (t~~'^).(t'  —~>  )  .  (t"  —  '7')—(t"—V')  .  (7-'  a').(t'  —  7+  i~—  â^) 
—  (  t"  -T')  .  (7<'  —  a"  )  .  (  t—T-k-T—  a'). 

(191.)  On  trouvera  de  la  même  manière  la  valeur  de  D , 
qui  répond  à  chacun  des  cinq  autres  cas. 

(192.)  La  valeur  de  D  peut  encore  être  exprimée  eri 
fonction  des  expofans  des  équations  &  des  inconnues ,  en  em- 
ployant un  polynôme  -  multiplicateur  tel  qu'il  a  été  dit  (  ipo  ). 

.1.°  Lorfque  ô" —  a  ■='0! —  d  =  'à'  — û"  i  2,°  lorfque  l'une 
quelconque  des  trois  équations  n'eft  incomplette  que  du  premier 
ordre  \  5.°  &  enfin  dans  quelques  autres  cas  dont  nous  ne  pour- 
fuivrons  pas  l'examen. 

Conclujion  pour  les  équations  incomplettes  d'un  ordre 

quelconque. 

(193.)  De  tout  ce  qui  précède  ,  on  peut  conclure  1.°  pour 
îes  équations  complettes  de  quelque  degré  que  ce  foit ,  en 
quelque  nombre  qu'elles  foient ,  &  renfermant  un  pareil  nombre 
d'inconnues  ;  2.°  pour  les  équations  incomplettes  du  premier 
ordre,  foit  qu'elles  foient  incomplettes  feulement  relativement 
à  chaque  inconnue  confidcrée  feule  à  feule ,  comme  le  font  Its 
équations  traitées  (  1 40  fi'yi/iv.  ),  foit  qu'elles  foient  incomplettes 
relativement  aux  inconnues  confidérées  deux  à  deux  ,  trois  à  trois, 
quatre  à  quatre,  &c.  on  peut,  dis-;e,  conclure  qu'en  prenant 
^n  polynôme  incomplet  du  premier  ordre  ,  ôc  d'une  forme  aufli 
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générale  feulement  que  les  équations  propofées,  polynôme  que 
pour  plus  de  fmiplicité  je  reprcfente  par  fu^...nj'^,  &  fei- 
gnant qu'on  le  imultiplie  fuccefTivement  par  toutes  les  équations 
propofées  ,  il  en  réfultera  toujours  un  polynôme  du  premier  ordre 
qui  fera  la  forme  de  l'équation  que  jufqu'ici  nous  avons  nommé 
l'équation  -produit. 

Que  fi  on  feint  également  que  l'on  forme  tous  les  produits 
pofnbles  du  polynôme  fu^...nj  "^par  les  produits  des  équations 
propofées  ,  multipliées  deux  à  deux  ,  trois  à  trois  ,  quatre  à 
quatre,  &c.  tous  les  différens  produits  qui  en  réfulteront,  feront 
également  des  polynômes  du  premier  ordre  ,  6c  repréfenteront  les 
différens  polynômes  qui,  par  le  nombre  de  leurs  termes,  concour- 
rent  à  l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale. 

Qu'il  fera  toujours  poiïible  de  prendre  le  polynôme  fu^  ...nj'^^ 
tel  que  l'expreliion  du  degré  de  l'équation  finale  compofée  des 
nombres  de  termes  de  tous  ces  différens  polynômes,  devienne  une 
différencielle  exade  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  inconnues  ou  des 
équations ,  6c  par  conféquent  une  fonction  des  quantités  connues 
ou  expofans  qui  déterminent  la  nature  de  ces  équations  ;  c'eft-à- 
dire  ,  que  pour  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale  ,  foit 
dans  les  équations  complettes ,  foit  dans  les  équations  incom- 
plettes  du  premier  ordre  ,  la  confidération  des  polynômes  in- 
complets du  premier  ordre  fuffît. 

A  l'égard  des  équations  incomplettes  d'ordres  fupérieurs  au 
premier  ;  fi  on  prend  de  même  un  polynôme  fu^...nj'^  du 
premier  ordre  ,  ôc  qu'on  le  conçoive  multiplié  fucceffivement , 
comme  ci-defîus ,  par  toutes  les  équations  propofées  :  en  fup- 
pofant  cette  forme  propre  à  la  détermination  du  degré  de  l'é- 
quation finale  ,  le  produit  total  ,  6c  les  produits  partiels  de  ce 
polynôme  par  les  produits  des  équations  propofées  multipliées 
deux  à  deux  ,  trois  a  trois ,  quatre  à  quatre  ,  ècc.  feront  propres 
à  repréfenter  tous  les  différens  polynômes  qui ,  par  le  nombre 
de  leurs  termes ,  concourrent  à  TexprefiTion  du  degré  de  l'équation 
finale. 

Mais  il  n'y  a  que  pour  les  équations  à  deux  inconnues  où  cette 
forme  fimple  fuffîfe  pour  trouver  l'exprefiion  générale  du  degr^ 
de  l'équation  finale  :  ôc  dans  les  équations  à  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues ,  elle  ne  peut  faire  trouver  le  degré  de  i'éq^uatîoii 
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finale ,  que  pour  certains  rapports  de  grandeur  entre  les  variâtes 
des  expofans  des  équations  &  des  inconnues  ;  parce  que  les 
nombres  de  termes  des  differens  polynômes  qui  concourrent  à 
l'exprefTion  du  degré  de  l'équation  finale ,  ne  pouvant  plus  for- 
mer généralement  des  quantités  femblables  ,  parce  qu'ils  appar- 
tiennent à  des  polynômes  de  difFé"ens  ordres,  la  totalité  de  ces 
expreflTions  ne  peut  pas ,  d'après  cette  feule  forme  ,  donner  gêné-  1 

ralement  une  différencielle  exaûe  d'un  ordre  égal  au  nombre  des  '  I 

inconnues. 

On  voit  donc  qu'au  lieu  du  polynôme  fu'^...nj ^,  il  faudrolt 
en  général ,  prendre  un  polynôme  (^//  yi.A.A.À.scc.^^fj^jT,  t,  t.  t.  &c. 
&  feignant  les  mêmes  multiplications  que  ci-devant ,  en  conclure 
les  différentes  expreflions  tant  de  l'équation-produit  ôc  du  poly- 
nôme-multiplicateur,  que  des  autres  polynômes  que  nous  fçavons 
a£tuellement  devoir  entrer  dans  l'expreffion  du  degré  de  l'équa- 
tion finale.  Alors  dans  cette  expreffion  générale  &  indéterminée 
du  degré  de  l'équation  finale ,  on  détermineroit    les  valeurs  des 

quantités  I—A,  Ï—A,  A— A,  &c.  T—f,T—f,T—T,  &c. 
par  la  condition  que  la  totalité  des  termes  qui  compofent  cette 
expreffion  générale  ,  devient  une  diflférencielle  exade  d'un  ordrç 
^gal  au  nombre  des  inconnues. 

Mais  fi  on  fait  attention  qu'en  prenant  fu"^ . , .  nj"^ ,  on  efl 
conduit  pour  le  cas  feulement  de  troiséquatious  6c  trois  inconnues, 
à  une  équation-produit  du  huitième  ordre  ;  &  au  nombre  prodi^ 
gieux  de  cas  que  cette  équation  préfente ,  on  verra  qu'en  prenant 
la  forme  immédiatement  moins  fimple  fu^'^...nj^''^,  on 
feroit  conduit  aune  équation-produit  du  feizième  ordre  ,  laquelle 
préfenteroit  encore  un  plus  grand  nombre  de  cas  à  difcuter  tant 
entre  les  variétés   des    expofans  connus ,   qu'entre  les  variétés 

indéterminées  A  ,Â;  T,  T, 

Il  n'eft  donc  pas  étonnant  que  nous  ne  pourfuivions  pas  plus 
loin  ces  recherches. 

Quoiqu'il  en  folt ,  on  voit  qu'on  parviendra  toujours  ,  par 
cette  méthode  ,  à  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale ,  dans 
quelque  équation  que  ce  foit  ,  puifqu'il  n'y  a  point  d'équation 
c[ui  ne  foit  comprife  dans  la  forme  des  éfjuations  incomplettes- 
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3*un' ordre  quelconque ,  &  point  de  polynôme-multiplicateur  quî 
ne  foit  compris  dans  la  forme  d'un  polynôme-multiplicateur  d'un 
ordre  quelconque. 

Il  arrivera  à  la  vérité  fans  doute  bien  fouvent ,  qu'il  faudra 
bien  du  travail  avant  que  de  s'être  affuré   de  la  vraie  forme  du 

polynôme  ^u^-^'^--^-  ■^'^•. .  .n)'^'  ^>  ^'  ^-  ^''-  c'eft-à-dire ,  avanr 
d'avoir  conftaté  fi  pour  un  cas  général  propofé  quelconque  ,    il 

peut  être  fu'^..,nj^f  oufa^'"^,  ..nJ'^-^jOu  fu'^'^'-^...nj'^'^''^g 
ou  ,  &c. 

Mais  nous  reviendrons  fur  cet  objet  dans  la  fuite  de  cet  Ou- 
vrage ,  &  nous  donnerons  une  idée  de  la  manière  de  trouvée 
l'expreHion  du  degré  de  l'équation  finale ,  en  employant  feule** 
ment  le  polynôme  (u^...n)^  conçu  multiplié  comme  ci-deffus. 
Nous  aurons  donc  donné  des  moyens  affurés  de  déterminer  , 
dans  quelque  cas  que  ce  foit,  le  plus  bas  degré  où  puifie  monter 
l'équation  finale  réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations 
algébriques  quelconques  ,  renfermant  un  pareil  nombre  d'in- 
connues ,  lorfque  ces  équations  ont  toute  la  généralité  pofFible 
entre  leurs  coëfiîciens.  Nous  ferons  plus  ,  nous  donnerons  même 
les  moyens  de  déterminer  le  plus  bas  degré  pofllble ,  lorfque 
des  relations  quelconques  entre  les  coëfficiens  des  équations 
donnent  lieu  à  l'abaifTement  de  l'équation  finale. 


i6i 
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THÉORIE     GÉ  N  É  RA  LE 
DES     É  Q  U  A  T  1  O  N  S 

A  UN  Nombre  quelconque  d'Inconnues^ 

ET  D  E   D  E  G  RÉ  s    QUELCONQUES. 


LIVRE     SECOND. 

Dans  lequel  on  donne  le  procédé  pour  arriver  a  l'équation, 
finale  réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations  à 
pareil  nombre  d'inconnues  y  &  ou  l'on  expofe  plufieurs 
propriétés  générales  des  Quantités  &  des  Equations 
algébriques. 

Observations     générales. 

i(l94-)l-<A  méthode  par  laquelle  ,  dans  le  Livre  premier; 
nous  fommes  parvenus  à  déterminer  le  degré  de  l'équation  finale, 
indique  aflez  que  l'art  d'éliminer  ,  à  la  fois  ,  toutes  les  inconnues 
moins  une  j  fe  réduit  à  la  méthode  d'élimination  dans  les  équations 
'du  premier  degré ,  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  Il  pa- 
roîtroit  donc  qu'il  refte  peu  de  chofes  à  dire  fur  c&ttQ  matière , 
puifqu'on  a  des  méthodes  pour  avoir  rapidement  l'exprefllon  de 
chacune  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré. 
Mais  quand  même  la  méthode ,  pour  déterminer  les  valeurs  des 
inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré ,  auroit  toute  la 
perfe£lion  que  nous  nous  propofons  de  lui  donner ,  nous  bifferions 
en  terminant  ici  nos  recherches,  plus  d'un  objet  qu'il  importe  de 
développer ,  ôc  nous  abandonnerions  plufieurs  points  importans  de 
la  Théorie  générale  des  équations. 

En  effet  i  .**  nous  avons  vu  dans  le  Livre  précédent  qu'on  ne 
'devoir  pas  regarder  tous  les  coëfficiens  du  polynôme-multiplica- 
teur comme  pouvant  être  employés  iudiftindement  à  l'élimination  : 
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ïï  eft  donc  indifpenfable  de  faire  connoître  quels  font  ceux 
qui  y  font  véritablement  utiles ,  6c  ce  qu'on  doit ,  ou  ce  qu'on 
peut  faire  des  autres. 

2.°  Ce  n'eft  que  pour  plus  de  facilité  à  préfenter  nos  idées  fur  le 
degré  de  l'équation  finale ,  que  nous  avons  réduit  la  queftion  à 
concevoir  que  l'on  multiplie  l'une  feulement  des  équations  pro- 
pofées ,  par  un  polynôme  indéterminé  ,  &  qu'à  l'aide  des  autres 
équations  on  fafle  difparoître,  tant  dans  ce  polynôme,  que  dans 
l'équation-produit ,  tous  les  termes  qu'il  eft  poffible  d'en  faire 
difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux.  L'opération  néceflaire 
pour  faire  difparoître  ces  termes ,  ou  pour  en  difpofer  d'une  ma- 
nière quelconque,  autorifée  par  l'état  de  la  queftion  ,  ramène  vé- 
ritablement la  queftion  de  l'élimination  ,  à  multiplier  chaque  équa- 
tion par  un  polynôme-multiplicateur  particulier  ,  ôc  à  faire  de 
tous  ces  produits  une  fomme  dans  laquelle  ,  après  la  deftru£lion 
des  termes  que  l'état  de  la  queftion  anéantit,  il  ne  doit  refter 
d'autres  termes  que  ceux  qui  doivent  compofer  l'équation  finale. 

Il  eft  donc  indifpenfable  de  faire  connoître  ces  différens  poly- 
nômes-multiplicateurs. 

3."  Il  ne  fuffit  pas  d'avoir,  par  ce  moyen  ,  réduit  l'élimination 
dans  les  équations  de  degrés  quelconques  ,  à  l'élimination  dans  les 
équations  du  premier  degré  :  il  importe  que  ces  dernières  foient 
au  plus  petit  nombre  poffible  ,  avec  la  condition  de  ne  rien  dif- 
fimuler  des  connoifTances  relatives  au  problème  qu'expriment  les 
équations  propofées.  Car  il  faut  bien  remarquer  ,  Ôc  nous  en 
verrons  des  exemples  par  la  fuite,  que  fi  un  plus  petit  nombre  de 
coëfficiens  indéterminés,  employés  pour  la  folution  d'une  quef' 
tien  ,  conduit  à  une  folution  plus  fimple  ,  ce  n'eft  quelquefois 
qu'en  ne  donnant  qu'une  partie  des  connoifTances  qu'on  peut 
avoir  fur  cette  queftion,  ôc  en  difiimulant  les  autres. 

Lorfqu'une  queftion ,  traitée  analytiquement  ,  admet  plus  de 
coëfficiens  indéterminés  qu'elle  n'en  a  befoin  relativement  à  un 
certain  point  de  vue  ,  on  eft  fans  doute  le  maître  ,  généralement 
parlant,  de  déterminer  les  coëfficiens  furnuméraires  par  telles 
conditions  que  l'on  juge  à  propos.  Mais  fi  dans  la  vue  de  fimplifier 
les  calculs ,  on  les  fuppofe  égaux  à  zéro, cette  fuppofition  peut  dé- 
tacher,de  l'expreffion  générale  des  coëfficiens,  certains  fadeurs  qui 
expriment  des  propriétés  de  la  queftion  :  c'eft  ce  que  la  fuite 
^claircira,  Y. 
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4.°  Il  ne  fuffit  pas  de  s'être  afluré ,  par  les  moyens  donnes  dangî 
le  premier  Livre  ,  du  plus  bas  degré  auquel  l'équation  finale  peutr 
monter,  lorfqu'aucune  relation  particulière  entre  les  coëfficienS'' 
des  équations  données  ne  peut  donner  lieu  à  aucun  abaiflement 
ultérieur  de  ce  degré.  Il  importe  de  connoître  quelles  font  le&' 
relations  qui  pourroient  donner  lieu  à  cet  abaiflement  ultérieur.^ 
Cette  dernière  connoifiance  eft  d'autant  plus  néceffaire  ,  que  fans' 
elle  on  feroit  expofé  à  admettre  des  foliitions  qui  ne  peuvent  avoir" 
lieu. 

La  feule  méthode  d'élimination  qu'on  connoîfle  jufqu'a  préfent 
pour  ne  pas  donner  de  racines  inutiles ,  la  méthode  d'élimination 
fucceflive  ;  cette  méthode,  dis-je ,  qui  n'a  d'ailleurs  cette  pro- 
priété de  ne  point  donner  de  racines  inutiles  ,  que  lorfqu'il  n'y  a; 
que  deux  équations  &  deux  inconnues ,  n'a  pas  même  cette  pro- 
priété fans  exceptions.  C'eft  une  remarque  qui,  ce  me  femble  ,  ne 
s'eft  préfentée  pfqu'ici  à  aucun  Analyfte.  Cette  méthode  évite  ,, 
à  la  vérité  ,  de  donner  à  l'équation  finale  un  degré  plus  élevé  que, 
ne  le  comportent  généralement  les  degrés  particuliers  des  deux 
équations  données  ;  mais  elle  ne  donne  aucune  connoiiTance  des, 
fymptômes  auxquels  on  peut  reconnoître  fi  quelques  relations  par-' 
dculières  entre  les  coëfficiens  de  ces  deux  équations  ne  permettent 
pas  un  abaifiement  du  degré  de  l'équation  finale  :  en  forte  que 
le  réfultat  qu'elle  donne  ,  refte  du  même  degré  foit  que  cette 
relation  ait  lieu ,  foit  qu'elle  n'ait  pas  lieu. 

Il  s'agit  donc  de  faire  voir  comment ,  dans  quelques  cas  que  ce 
foit  ,  on  arrivera  à  l'équation  finale  du  plus  bas  degré  poffible  , 
à  celle  qui  ne  donnera  pour  la  queftion  aucune  folution  qui  ne 
fatisfafle  à  toutes  les  équations  à  la  fois. 

Enfin,  après  avoir  expofé  quelle  eft  la  manière  la  plus  générale 
de  réfoudre  le  problème  de  l'élimination  ,  fans  introduire  rien  qui 
n'ait  rapport  à  la  queftion  ,  ôc  fans  en  rien  écarter  qui  y  aif 
rapport  ;  nous  ferons  voir  comment  on  peut  le  réfoudre  de  la 
manière  la  plus  fimple ,  c'eft-à-dire,  avec  le  plus  petit  nombre  de^ 
coëfficiens,  lorfqu'on  ne  veut  pas  fe  mettre  en  peine  des  rela- 
tions particulières  qui  donneroient  lieu  à  l'abaiffement.  Alais  ces 
eonnoifi'ances  ,  ôc  plufieurs  autres  dont  nous  nous  occuperons 
fuccefiivement ,  ayant  pour  bafe  la  Théorie  de  l'élimination  dans 
les  équations  du  premier  degré  ,  nous  commencerons  par  nous 
attacher  à  donner  à  celle-ci ,  toute  la  perfection  qui  nous  a  paru 
être  encore  à  defirer. 
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I^ûuvelle  méthode  pour  V élimination  dans  les  Equations  du 
premier  degré  a  un  nombre  quelconque  d'inconnues» 

(  1 9  5  •  )  -^  mefure  que  Tanalyfe  a  fait  des  progrès ,  on  s'elt 
exerce  fur  des  queftions  plus  compofées  ,  6c  l'on  s'eft  bientôt 
apperçu  que  le  choix  des  méthodes  pour  traiter  les  équations  , 
n'étoit  point  du  tout  indifférent,  lorfque  ces  équations  étoient  un 
peu  nombreufes.  On  a  remarqué  que  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré  ,  les  plus  faciles  à  traiter ,  on  arrivoit  par  certaines 
méthodes  ,  à  des  réfultats  plus  compliqués  que  par  d'autres  , 
quoique  de  même  valeur.  On  a  cherché  à  éviter  ces  caufes  de 
complication  ,  &  M.  Cramer  a  donné  le  premier  ,  dans  fon  ana- 
lyfe  des  lignes  courbes ,  une  règle  pour  obtenir  la  valeur  de 
chaque  inconnue ,  dans  ces  fortes  d'équations ,  dégagée  de  toute 
quantité  fuperflue* 

J'ai  donné  enlùite  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences ,  pour  l'année  ij6^  y  une  règle  qui  m'a  paru  d'une  pra- 
tique beaucoup  plus  facile  ,  puifqu'à  proprement  parler  ,  elle 
n'exige  d'autre  attention  que  celle  qu'il  faut  pour  écrire  des  lettres. 

M."  Vandermonde  &  de  la  Place  ont  donné  depuis  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  ,  pour  l'année  2772  ,  fécond  Volume,  de 
nouveaux  moyens  ,  pour  conftruire  avec  facilité  les  formules 
d'élimination  propres  à  ces  fortes  d'équations. 

Mais  lorfqu'il  a  été  queftion  d'appliquer  ces  différentes  mé- 
thodes au  problème  de  l'élimination ,  envifagé  dans  toute  fon 
étendue ,  je  me  fuis  bientôt  apperçu  qu'ils  laiflbient  tous  encore 
beaucoup  à  defirer  du  côté  de  la  pratique. 

(196.)  Tant  que  les  équations  propofées  renferment  tous  les 
termes  dont  elles  font  fufceptibles ,  aucune  de  ces  méthodes  ne 
éixx.  calculer  aucun  terme  fuperHu.  Mais  auffi ,  lorfqu'il  manque 
quelques  termes  à  ces  équations ,  on  ne  profite  point  de  ces  fim- 
plifications.  Les  formules  admettent  toujours  les  mêmes  quantités, 
&  ce  n'eft  qu'après  avoir  conftruit  ces  formules ,  qu'une  compa* 
raifon  longue  &  fucceffive  des  équations  données  ,  avec  ces 
formules ,  met  à  même  d'exclure  les  termes  que  l'état  des  équa^ 
tions  propofées  anéantit.  Il  faut  conftruire  ces  formules  dans 
"Coûte  la  généralité  dont  les  équations  font  fufceptibles ,  ô^  faire 

Y  ij 
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par  conféquent  le  même  travail  que  fi  les  équations  avoient  toutô- 
cette  généralité. 

Or  telle  eft  la  nature  du  problème  général  de  l'élimination  y 
ramené  à  l'élimination  dans  les  équations  du  premier  degré ,  que 
jamais  toutes  les  inconnues  de  celles-ci  ne  fe  trouvent  toutes  à 
la  fois  dans  toutes  ces  équations  :  &  comme  le  nombre  de  ces'  J 

inconnues  eft  très-confidérable  ^  on  voit  que  les  formules  gêné-  I 

raies  d'élimination  pourroient  aller  jufqu'à  donner  beaucoup  plus  1 

en  travail  fuperflu  qu'en  travail  utile  :  &  nous  ne  craignons  pas 
d'ajouter ,   que  ce  travail  deviendroit  bientôt  impraticable. 

(  1970  Au  lieu  donc  de  nous  propofer  pour  but  feulement,  de 
donner  de^  formules  générales  d'élimination  dans  les  équations, 
du  premier  degré ,  nous  nous  propofons  de  donner  une-  règle  qui 
foit  indifféremment  ôc  également  applicable  aux  équations  prifes 
dans  toute  leur  généralité,  &  aux  équations  confidérées  avec  les 
fimplifications  qu'elles  pourront  offrir  :  une  règle  dont  la  marche 
foit  la  même  pour  les  unes  que  pour  les  autres,  mais  qui  ne  faffe 
calculer  que  ce  qui  eft  abfolument  indifpenfable  pour  avoir  la 
valeur  des  inconnues  que  Ton  cherche  :  une  règle  qui  s'applique 
indifféremment  aux  équations  numériques  &  aux  équations  litté- 
rales ,  fans  obliger  de  recourir  à  aucune  formule.  Telle  eft  ,.  fi  je 
ne  me  trompe ,  la  règle  fuivante. 

Règle  générale  pour  calculer  y  toutes  a  la  fois,  ou  féparé- 
ment ,  les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du 
premier  degré ,  foit  littérales  y  foit  numériques, 

(198.)  Soient  u,  ^jJVj  ^)  &c-  <^6s  inconnues  dont  le 
nombre  foit  n ,  ainfi  que  celui  des  équations. 

Soient  a ,  b  ^  c ,  d,  &c.  les  coëfficiens  refpedifs  de  ces  incon^ 
Hues  dans  la  première  équation. 

a',  h',  c\  à\  &c.  les  coëfficiens  At^  mêmes  inconnues  dans  la 
ièconde  équation. 

d',  h'\  c",  d",  &c.  les  coëfficiens  des  mêmes  inconnues  dans 
îa  troifième  équation  ;  &  ainfi  de  fuite. 

Suppofez  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque  équa-» 
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tîon  foit  affecte  aufli  d'une  inconnue  que  je  repréfente  par  t. 

Formez  le  produit  u  x  y  ■:^  t  de  toutes  ces  inconnues  écrites 
dans  tel  ordre  que  vous  voudrez  d'abord  ;  mais  cet  ordre  une 
fois  admis  ,  confervez-le  jufqu'à  la  fin  de  l'opération. 

Echangez  fucceflTivement ,  chaque  inconnue ,  contre  fon  coef- 
ficient dans  la  première  équation  ,  en  obfervant  de  changer  le 
ligne  à  chaque  échange  pair  *  :  ce  réfultat  fera ,  ce  que  j'appelle  , 
une  première  ligne. 

Echangez  dans  cette /rew/Vr^j  //o-;z^,  chaque  inconnue,  contre 
fon  coefficient  dans  la  féconde  équation ,  en  obfervant ,  comme 
ci-devant,  de  changer  le  figne  à  chaque  échange  pairj  ôc  vous 
aurez  une  féconde  ligne. 

Echangez  dans  cette  féconde  ligne  ,  chaque  inconnue  ,  contre 
fon  coefficient  dans  la  troifième  équation  ,  en  obfervant  de  changer 
le  figne  à  chaque  échange  pair;  6c  vous  aurez;  une  troifième  ligne; 

Continuez  de  la  même  manière  jufqu'à  la  dernière  équation 
înclufivement  ;  ôc  la  dernière  ligne  que  vous  obtiendrez  ,  vous 
donnera  les  valeurs  des  inconnues  de  la  manière  fuivante. 

Chaque  inconnue  aura  pour  valeur  une  fraction  dont  le  numé- 
rateur fera  le  coefficient  de  cette  même  inconnue  dans  la  dernière 
ou  n.^  ligne  ,  ôc  qui  aura  conftamment  pour  dénominateur 
le  coefficient  que  l'inconnue  introduite  t  fe  trouvera  avoir  dans 
cette  même  n.^  ligne. 

(  199')  P^''  exemple  ,  foientles  deux  équations 

a  X  -{~  by  -î-  f  =  o, 

a'x  -f-  b'y  H-  c'=  o. 

On  demande  la  valeur  àt  x ,  ôc  celle  dejy. 

J'introduis  dans  ces  deux  équations ,  l'inconnue  t  ^  comme  ii 
fuit 

a  X  "^  b  y  -+-   c  t  =  o  ^ 
a!  X  -^  b'y  -+•  d  t  ^=-  Q, 

Et  je  forme  le  produit  x  y  t. 

*  Nous  fuppofons  tous  les  coëfficiens  avec  le  fîgne  -t-.  Si  le  contraire  avoît 
lieu  ,  il  eft  clair  qu'on  y  auroit  égard  en  donnant  un  figne  contraire  à  celui 
que  la  règle  prefait, 
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Je  change  dans  ce  produit  x  en  a  ,  puis  ^  en  Z» ,  puis  t  enc  ^ 
&  obfervant  de  changer  le  figne,  au  changement  pour^,  j'aî 
cette  première  ligne 

ay  t  —  h  X  t  -h  ç  xy. 

Je  change  dans  cette  première  ligne  x  en  û',jy  en  ^',  r  en  c', 
&  obfervant  le  changement  prefcrit  pour  les  lignes ,  j'ai  çett^ 
féconde  ligne 

a  b'  t  —  a  c' y  —  a'  b  t  -\-  b  c'  x   -h  a'  c  y   —  b'  c  x 

ou     (  a  b' — a' b  )  t — (ac'  —  a'c)y-^(bc'  —  b' c  )  x. 

T\»    -    /        o\    •  1  bc'  —  b'c  —(ac'^a'e)    . 

D  ou  (  ip8  )  je  conclus  x  =  ■.^^,_^,^  ,  y  =  — âb'-^^a'r'* 

\100.)  Soient  les  trois  équations  fuivantes 

ax-^by-^-cT^^-^d^^o^ 
a'  X  -h  b'  y  -h  c'  ^  ■+•  d'  =  o  ^ 
n"x  -^  b"y  -h    c"7^    -+-    d"=  Oo 

Je  les  écris  ainfi 

a  X    H-    b  y   -^    c  i^    -4-    d  t  ==  o 
a' X    -h    b' y   H-    c' ^  -h   d' t   = 
a"x    -^    h"y  -H    c'\  H-    d" t   =  o. 

Je  forme  le  produit  x  y  -{^  t. 

Je  change  fuccefTivement  x  en  a ,  j'  en  ^  ,  ^  en  c,  r  en  i ,  6C 
obfervant  la  règle  des  fignes ,  j'ai  pour  première  ligne 

a  y  \t  —  b  x  7^t  'k-  c  X  y  t  —  d  x  y  -^ 

r   Je  change  fuccefïivement  x  en  a',  y  en  b' ,  y^  en  c',  t  en  d' ^  ôc 

obfervant  la  règle  des  fignes ,  j'ai  pour  féconde  ligne 

{^<ib'^q:b)-^t  —  (ac'—a'c]yt-^(acî'—a'djy^-^  (hc'—1>'c)xt  —  (bd'—b'd)xi  +  (cd'—c'd)xy. 

Je  change  fuccefTivement  x  en  à!' ^y  en  b'\  ^  en  c",  f  en  d"i  6C 
obfervant  la  règle  des  lignes,  j'ai  po\ir  troifième  ligne 

\.{ab'-  ài^c"—  {ac  —  d  cYh'  +  {hc'—  b  c)a"\t  —  HaV-  ab)d"~  [ad-  di)h"  •^(bd'-.b'd)  à"\\ 
^  Hac-ac)d   -  iud-  a.'d)c"  -i-  (cd'-  c'  d)a'''iy  —   [Ib  c' ~  b'c)d''  -  ib  ^'- f  d)e' +  ^(4'-<'<i)  b"  ]  n. 


S 


i 


y 
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I>où  (  ipS }  je  tire 

-~\_^bc<  —  b'c)d"—(hd'—h'i)c"  -Jr-  (  ccî'—  c-'J)^"3 
J^b'   —   a'b  jo'-'  —   (ac'  —  a'c  J  h"  -+■  ^  bc'  —  b'c  J  a"  s 

-+-  [  'a  c'  —  a'c)  (l"  —  {ad'—  o\l)c"-h(çd'—  c'dj  a"  ] 

,ab'—a'b)c"—(a('  —  a'c)b"-i-(bc'  —  l>'c)a"  ' 

—[rah'—a'b]d"—  (ad'  —  a'd)b"  -J-  (b  d' —  b'd^  a"-\  _ 

^ab'  —  a:t>jc"  —  {ac'  —  a!c)b"-^(bc'—b\-)a" 


(  2  O  I .  )  Que  fi  l'on  ne  vouloit  avoir  qu'une  feule  des  incon- 
nues ,  X  par  exemple  ;  alors  on  omettroit  dans  le  calcul  de 
chaque  ligne  ,  les  termes  dans  lefquels  on  verroit  que  ni  jc ,  ni  t^ 
ne  doivent  fe  trouver. 

Si  on  vouloit  avoir  les  valeurs  de  deux  des  inconnues  ,  feule-» 
ment  ;  de  ac  &  ;^  par  exemple  \  on  n'omettroit  dans  le  calcul  de 
chaque  ligne  ^  que  les  termes  oii  l'on  verroit  que  ni  x,  ni^^j, 
«i  f ,  ne  doivent  fe  trouver. 

Cette  obfervation  nous  fera  très-utile  par  la  fuite  ;  car  dans 
le  grand  nombre  de  coëtïiciens  indéterminés  que  nous  aurons  à 
employer  ,  il  n'y  en  aura  qu'un  certain  nombre  dont  nous  aurons 
beloin  d'avoir  la  valeur. 

(202.)  Au  relie  ,  s'il  s'agiiïbit  de  conftruire  des  formules 
générales  d'élimination  ,  il  fuffiroit  non  feulement  de  calculer  la 
valeur  d'une  feule  inconnue ,  mais  feulement  le  coefficient  que 
cette  inconnue  doit  avoir  dans  la  dernière  ligne  ;  car  on  fçait  que 
le  dénominateur  fe  conclud  facilement  du  numérateur,  &  que  le 
numérateur  delà  valeur  de  chaque  inconnue,  fe  conclud  auffi  très- 
facilement  du  numérateur  de  la  valeur  de  l'une  d'entr'elles. 

Ainfi  dans  l'exemple  précédent,  pour  avoir  la  valeur  de  x, 
j'aurois  à  calculer  la  valeur  de  xyi^t ,  en  omettant  tous  les 
termes  où  x  ne  fe  trouveroit  pas.  Or  avec  une  légère  attention;, 
on  voit  que  cela  revient  à  calculer  la  valeur  àt  y  T^^t, 

On  auroit  donc  comme  il  fuit. 

Première  ligne bit  —  c  y  t  -\-  dy  \. 

Second  ligne (bc'—b'c)t—  (bd'  —  b'd)^-^  (cd'  —  c'd ) y. 

Troilème  ligne (bc'—b'c)  d"  —  (  bd' —b'd  )c-" -i-  (cd'—c'd)b". 

C'eft  le  nx'mérateur  de  la  valeur  de  x,  en  obfervant  de  changer 
tous  les  lignes ,  parce  qu'en  ne  calculant  que  y  \t  ^  on  ne  doit 
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pas  perdre  de  vue  que  y  étoit  originairement  à  une  place  de  n.** 
pair  dans  xy  t^  t. 

(2030  Pourfuivons ,  en  faifant  voir  l'application  uniforme  de 
notre  règle  aux  équations  où  toutes  les  inconnues  n'entrent 
point  j  &  aux  équations  numériques. 

Suppofons  qu'on  <iit  les  trois  équations  fuivantes 


a  u  -+- 

p  X  Hr  e   —  0  , 

a'u  -+- 

c'y  '\-  e'  —  0  , 

h"x  -h 

c"y  -i-  c"-  0. 

Je  calcule  donc  la  valeur  de  u  xy  ^  en  introduifant  (  ip8  )  la 
nouvelle  inconnue  ^,  ôc  j'ai  comme  il  fuit. 

Première  ligne a  x  yi  —  ^«>'î  —  e  u  xa/. 

Seconde  lig. .  .  —  ac'x  1  +  n  e'xy  —  a'hy  ^i-h  ii  c'u\ —  be'uy  —  a'exy  —  ei'uXf 

ou    — ac'x\  +  (ae'  —  a'e)xy —  a'hy  i  -i-  l>  c'u^  —  l>  e'uy  —  ec'ux. 

Troilîème  ligne.  .  .  —  ac'l>"i  -i- ac'e"x-i-  (ae'  —  a'e)b"y  —  (ae'—a'e)c"x 
—  a'l>c"j^  +  a'he"  y  —  hc'e"u  -f-  b  e' c"u  ■+■  b"€c'Ut 

lf)U  —  (ac'b"->t-a'bc")i^l(ae'—a'e)b"->ra'be<'-]y  —  l(ae'—a'e)c"  —  ac'e"-\:t 

ou  1  on  tire 

u    —{(e'c"—e''c')b  -4-  V cU^ 

ac'b"  -t-  a'bc" 

(  ae'-^a'e)c"—  a  c' e" 
^  ~  ac'b"  ■+■  a'bc" 

—[(ae'—  a'e)b"  -Jt-a'be'''\  ^ 


ac'b"^  a'bc" 

%  (2040  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  aux  équa- 
tions numériques ,   prenons  les  quatre  équations  fuivantes 

2.U  -\-  ^  X  —  8  =  0 
3«  -1-  2y  —  5)  =  o 
43c  -+-  3  ^  —  20  =  o 
zy  4-     7^   —  10  =  0, 

Ayant 
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Ayant  formé  (ip8)  le    produit    uxj-^t, 

3'ai  pour  première  ligne  ....  z  xy  ^c  —  l  '^y  l'  —  S  ux  yi. 

Seconde  ligne —  tixit  ■+•  iSxy  ^   —  ^  y^^c  -^-    6uit   —    i7«yç 

—   z:^xy-[   —    i6ux\, 

OU —  4,x\t —  6  xy  \  —  9yit-\-6u\t  —  ly  u  y  t^  —  l6  ux\i 

Troifième  ligne —  i6^r-+-  l'.x  t  +  Soxj  —  '4^ï  —  \%  xy  -+- 17  ye 

■+■   iScy  i  —  iS  u  t  —  MO  ui —  Si  uy  -h   6/^111  —  48  u:c, 

ou —  l6ii-+-iixc-hioxi-i-i^6yi —  18  xy  -i-  zjy  t —  iS  ut  —  ';6  ui  —  8iH_y—  48 «.V^ 

..Quatrième  ligne 38;  4-  151Î  -*-  i'4y  ■+■  i6x  4-  581^. 

^D'où  (ip8)  l'on  mtu  =  ^,x^^,y  =  ^-^,  I=-¥rî 
c'eft-à-dire  ji/=i,;c=2,j'  =  5,^  =  4. 

(205.)  Si  dans  le  cours  du  calcul  l'une  des  lignes  devient  o  ^ 
c'eft  une  preuve  que  l'équation  que  l'on  employé  actuellement , 
efl.  comprife  dans  quelques-unes  de  celles  qu'on  a  employées 
avant  elles  ,  ôc  n'exprime  rien  de  plus  pour  la  queftion  ;  en  forte 
que  le  nombre  des  équations  n'eft  pas  véritablement  égal  au 
nombre  des  inconnues  j  alors  cette  équation  eft  à  rejetter. 

Par  exemple,  fi  l'on  avoir  ces  trois  équations 
2.x  -\-   -^y  -^    ÎI"+"    <?  =  o, 

vQx  -*-  %y  -Hi45[  -+-22  =  o. 

On  auroit  pour  première  ligne. .  .   ly^r —  ix\t  -^   <,xy  t  ^-  6xy  ■{. 

Pour  féconde  ligne —  l\t  -k-  11  y  t  —  %  y\-\- x  t  —  9  x  \-\-  'i^xy. 

Et  pour  troifième  ligne  ....  —  ^8f-l-i54^-i-88t  —  i4:_y  —  6i,\-\-\\zy  -\-  lof 

—  21 X  —  50^4-  116x4-  ijOy—  io4''^» 
c'eft -à-dire  ,  zéro. 

Donc  la  troifième  équation  ne  fignifie  rien  de  plus  que  les 
'deux  autres  :  donc  le  problème  eft  indéterminé  ,  &  exprimé 
par  les  deux  premières  équations  feulement. 

(206.)  Si  dans  le  cours  des  opérations  ou  à  la  fin ,  l'une  ou 
<jueiques'unes  des  inconnues  difparoiflent ,  en  forte  qu'elles  ne 
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fe  trouvent  point  dans  la  dernière  ligne  ;  alors  on  doit  en  concluréj 
que  cette  inconnue  ou  ces  inconnues  qui  manquent  à  la  derniers 
ligne  ,  ont  chacune  pour  valeur  zéro. 

Par  exemple  ,  fi  on  avoit  les  trois  équations 

2X  ~h   4J/   -4-     5^   22=    G, 

3  X  -H  5jv  •+•  2 ^  —  50  =  0, 
5  :x:  -4-  «fj-  -i-i  4:<[  —  4.3  =  o. 

On  auroit  pour  première  lig.  ,.iy  :[  t  —  /^x  1  i  •+■  ^  x  y  t  -i-  ii  x  y  X' 

Pour  féconde  ligne  ....  — i^r  •+■  iijr  +  éyi  —  ly  x  t-\-  jox  \  —  loSxyi 

Et  pour  troifième  ligne. .  .  —  17'  —  Si^  —  13  î^"- 

OU  (  îp8)  Ion  tire  x  = -^^,y  =-~^,x  —  -:i^', 
c'eft-à-dire ,  x  ="  S  ,  y=  3  )  ^=0, 

{10J .)  On  peuc  encore  tirer  de  la  règle  que  nous  venons  de 
donner  (  15)8  ),  une  conféquence  utile  ,  que  nous  ne  devons  pas 
omettre. 

S'il  s'agiflbit,  après  avoir  calculé  les  valeurs  des  Inconnues  ,  de 
les  fubftituer  dans  une  quantité  quelconque  où  ces  inconnues  en- 
trent ^  ôc  ne  pafTent  pas  le  premier  degré  ;  on  aura  l'équivalent  de 
cette  fubftitution  ,  en  procédant  au  calcul  d'une  nouvelle  ligne  , 
comme  fi  la  quantité  dans  laquelle  il  s'agit  de  fijbftituer  ,  étoit 
une  équation ,  &  divifant  cette  nouvelle  ligne  par  le  coefficient 
que  l'inconnue  introduite  t ,  aura  dans  la  ligne  précédente. 

Par  exemple  5  fi  on  demande  quelle  eft  la  valeur  de  la  quantité^ 
a"x  -+-  b"y  -h  c"y  dans  la  fuppofition  qu'on  ait  les  deux  équations 

fuivantes 

a'  X  -^  b'y  -t-  c'  =  o. 
Je  forme  le  produit    xy  t, 

3'aipour  première  ligne. ..  a^/ 1  —'  b  x  t  -|-  ex  y. 

Pour  féconde  ligne {aV  —  a!h)t   —  (  a  c'  —  a'  c  )y  -^r  (  l  c^  —  i'  c  )x. 

Pour  troifième  ligne C  a  3'  —  a'^  je"  — / a  c'  ~  «i'<r  ;  b"  -^(bc'  ^h'e)a"l 
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donc    le   rdfultat    de    la  fubftitution    eft 

'ah'—  a' !>)€"— (ac'—  a' c  )  h"  ^  (  b  c' —  b'c)a" 
'  a  b'  —  a'b  '  ' 

Nous  verrons  par  la  fuite  comment  on  doit  s'y  prendre  pour 
calculer  le  réfultat  de  la  même  fubftitution  dans  une  quantité 
où  les  inconnues  pafferoient  le  premier  degré. 

(208.)  Comme  les  équations  du  premier  degré  dont  nous 
ferons  ufage  par  la  fuite ,  font  toutes  tellement  conditionnées 
qu'elles  ne  renferment  aucun  terme  abfolument  connu,  ôc qu'elles 
ont  autant  d'inconnues  plus  une  qu'il  y  a  d'équations ,  nous  fe- 
rons à  leur  fujet  quelques  remarques  qui  leur  font  particulières. 

(215).)  Si  l'on  a  un  nombre  quelconque  d'équations  du 
premier  degré,  dont  aucune  ne  renferme  aucun  terme  abfolument 
.comiu  ,  &  dont  le  nombre  foit  moindre  d'une  unité  que  le  nombre 
des  inconnues  ,  alors  la  valeur  d'une  de  ces  inconnues  eft  arbitraire  ; 
&  celles  de  toutes  les  autres  font  proportionnelles  à  cette  valeur 
arbitraire. 

Aiiiii  ii  Ton  a ,  par  exemple ,  les  deux  équations 

û'  X  H-  b'  y  -^  c\  =    o  , 

tx.  que  l'on  conçoive  qu'ayant  donné  à  :^  une  valeur  quel-- 
conque ,  l'unité  par  exemple ,  on  calcule  enfuite  la  valeur  cor- 
refpondante  de  x ,  &  celle  de^;  pour  avoir  les  autres  valeurs 
de  X  à. y ,  correfpondantes  à  toute  autre  valeur  de  :(,  il  n'y  aura 
qu'à  multiplier  la  valeur  de  3c  &  celle  dej',  correfpondantes  à 
^  =  I  ,  par  la  nouvelle  valeur  qu'on  veut  donner  à  7^. 

A-    r  ■  hc' —  b'c  —(ac'—a'c) 

Ainfi  pour  7  =  i ,  on  trouveroit  x  =  — r, rr  j  y  =  — —r, i-r-  » 

r  *-  ^  iib' — ab     -^  ctb  — ab     ' 

•j„  (b  c'  —  b'c)  —(ac'—  a'c) 

donc  pour  ^=  m ,  on  aura  ^  =  ^j;^i^,/  .m,y=.    ;,,_^,/'  .  m. 


(210.)  Delà  il  eft  facile  de  conclure  que  pour  calculer  les 
valeurs  des  inconnues  dans  ces  fortes  d'équations ,  on  pourra  s'y 
prendre  de  la  manière  fuivantç, 

2ii 
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Faire  le  calcul  qui  a  été  prefcrit  (  198  )  en  regardant  l'une  deô 
inconnues  comme  ayant  été  introduite  en  exécution  de  ce  qui 
eft  dit  (  198).  Et  alors  on  prendra  pour  valeur  de  chaque  in- 
connue ,  fon  coefficient  dans  la  dernière  des  lignes  qu'on  aura  à 
calculer.  Ce  fera  une  des  valeurs  de  chacune  de  ces  inconnues.  Si 
on  veut  en  avoir  d'autres ,  on  multipliera  la  valeur  de  chaque 
inconnue  ,  qu'on  vient  de  trouver ,  par  un  même  nombre  quel- 
conque. 

Ainfi  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  :v  ,  ^ ,  :^  dans  les  deux 
'équations 

a  X    -^  h  y  -t-c^=   o, 

û'  X    -4-   h' y  -^  c'  \-=  o. 
Je  forme  le  produit    x  y  7^ 

J'ai  pour  première  ligne  , ,  ,  a  y  ■{  —  h  x  \  -^-  c  xy. 

Et  pour  féconde  ligne (  ab'  —  a'  b  )  \—  (  ac'  —  a'c)y-^'(bc'  —  i'<;)Xi 

D'où  je  conclus 

^=  ab' —  (l'b ,y  =  —  fae^ —  ^'^J s  x  =  b c'  —  B'c. 

Et  pour  avoir  toutes  les  autres  valeurs  correrpondantes  âe 
^  }  y  }  I  j  j'écris  :^=  fab'  —  a'bj  .m,yz=  —  fa  c'  —  a'cj .  m  , 
X  =  (b  c'  —  b'  C )  .  m  y  m  étant  un  nombre  quelconque  entier 
pu  fractionnaire  ,  pofitif  ou  négatif. 

(211.)  Mais  comme  nous  n'aurons  befoin  ,  par  la  fuite,  que 
d'une  feule  valeur  quelconque  ,  de  chacune  des  inconnues  ,  nous 
nous  arrêterons  à  celle  qui  réfulte  immédiatement  du  calcul  de  ce 
flue  nous  appelions  la  dernière  ligne. 

(212.)  De-là  &  de  ce  qui  a  été  dit  (  207  ) ,  on  peut  conclure 
l^ue  fi  on  a  autant  d'équations  ,  fans  aucun  terme  abfolument 
connu  ,  qu'on  a  d'inconnues  ;  on  aura  le  réfultat  de  la  fubfti- 
tution  des  valeurs  de  ces  inconnues ,  dans  la  dernière  équation  , 
c'eft-à-dire ,  qu'on  aura  l'équation  de  condition  néceffaire  pour 
que  toutes  ces  équations  puiffent  avoir  lieu  à  la  fois  ,  en  pro- 
cédant au  calcul  d'une  nouvelle  ligne.  Cette  nouvelle  ligne  égalée 
a  zéro  ,  fera  l'équation  de  condition. 
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par  exemple ,  fi  on   a  les  trois  équations 

a'  X    •■\-    b'y  -^  c\  =    o  , 
a"x    H-    b"y  -+-  c'\  =    o. 

J'aurai  pour  première  ligne.  .  .  ay:[  —  ix\-^  ex  y. 

Pour  féconde  ligne (  ab'  —  a'h)^  —  (  ac'  —  a'c)y-\-(hc'  —h'c)x. 

Pourtroifîème  ligne (ab'  —  a'h)c"~(ae' —  a'c)b" -f-Çbc' ~^h'c)a"i 

L'équation  de  condition  eft  donc 

(a b'  —  a'b) c"—  fac'  —  a'c) b" -^(bc'--  b'c)  a"  =  o. 

Terminons  par  une  remarque  qui  toute  fimple  qu'elle  eft ,  nou$ 
fera  néanmoins  fort  utile  par  la  fuite. 

(213.)  Les  trois  équations  précédentes  auront  lieu  à  la  fois  ,- 
fi  l'équation  de  condition  a  lieu  ;  mais  elles  peuvent  avoir  lieu 
encore  dans  un  autre  cas  ;  c'eft  celui  où  l'on  auroit  tout  à  la  fois 

jc~o,jK==o,^=o. 

Cette  folution  qui  eft  évidente ,  réfulte  aufTi  de  ce  que  nous 
avons  dit  (  206). 

(2l4-)  Au  refte ,  la  règle  générale  que  nous  venons  de 
'donner  pour  calculer  les  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré ,  eft  encore  fufceptible  de  quelques  degrés  de  perfedtion  î 
mais  nous  ne  les  ferons  connoître  que  lorfqu'arrivés  à  traiter 
les  équations  qui  les  rendent  néceffaires ,  on  pourra  plus  facile-, 
ment  en  failîr  le  rapport  avec  ce  que  nous  venons  d'expofer. 

M.éthode  pour   trouver  des  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  quantités  ,  qui  Jo'ient  -^éro par  elles-mêmes. 

(  2  I  5»)  Lorfque  le  nombre  des  quantités  qui  entrent  dans  un 
calcul ,  eft  un  peu  confidérable  ,  on  fçait  qu'on  ne  donne  point 
ordinairement  aux  différens  produits  qui  compofent  le  réfultat  , 
tout  le  développement  dont  ils  font  fufceptibles  ;  mais  qu'au 
contraire  on  raiïemble  ,  le  plus  qu'il  eft  pofTible  ,  les  termes  qui 
doivent  fubir  des  opéraùpns  femblables,  &  qu'on  fe  contente 
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d'indiquer  ces  opérations.  Cette  méthode ,  qui  fimplifie  en  effec 
les  calculs ,  a  néanmoins  l'inconvénient  d'empêcher  d'apercevoir 
les  termes  qui  fe  détruiroient  dans  le  réfultat.  Il  s'agit  ici  de 
conferver  à  cette  méthode  fes  avantages,  en  la  délivrant  d'ail- 
leurs du  vice  dont  nous  venons  de  parler. 

Dans  un  Mémoire  fur  l'élimination  ,  publié  dans  les  Mémoires 
de  l'Acadéniie  pour  iy^4,  nous  avons  fait  ufage  de  fonctions  de  la 
nature  de  celles  dont  il  s'agit  ici  ;  mais  ces  fonctions  étoient  fa- 
ciles à  trouver  ;  en  forte  que  n'ayant  pas  befoin  d'en  coafidérer 
d'une  autre  efpèce ,  nous  ne  nous  fommes  point  occupés  alors 
de  la  méthode  néceffaire  pour  en  trouver  dans  des  cas  plus 
compofés. 

Lorfque  nous  avons  voulu  procéder  à  l'application  de  notre 
méthode  d'élimination ,  nous  fommes  arrivés  a  des  réfultats  que 
nous  fçavions  d'ailleurs  fufceptibles  de  réduction  ;  mais  fans  le 
fecours  des  fondions  que  nous  allons  enfeigner  à  trouver ,  il  ne 
reftoit  d'autre  parti  à  prendre  ,  pour  trouver  le  réfultat  de  cette 
rédu£tion,  que  d'entrer  dans  le  développement  des  différentes 
parties ,  travail  qui  auroit  été  rebutant.  Il  eft  donc  indifpenfable 
que  nous  faiïions  connoître  ici ,  ces  fortes  de  fondions  ,  &  la 
manière  de  les  trouver.  L'analyfe  peut  en  retirer  de  l'utilité. 

{116.  )  Concevons  un  nombre  n  d'équations  du  premier 
degré  renfermant  un  nombre  /î  -H  i  d'inçoiinues  ,  ôc  fans  aucun 
ternie  abfoiument  connu. 

Imaginons  que  Ton  augmente  le  nombre  de  ces  équations,  de 
l'une  d'entr'elles  ;  alors  il  eft  clair  que  ce  que  nous  appelions 
(  ipS  )  la  dernière  ligne,  fera  non  -  feulement  l'équation  de 
condition  néceffaire  pour  que  ce  nombre  «  -H  i  d'équations  ait 
lieu;  mais  encore  (  207  )  que  cette  équation  de  condition  aura 
Heu  ;  en  forte  qu'elle  fera  une  fonction  des  coëfficiens  de  ces 
équations,  laquelle  fera  zéro  par  elle-même. 

Voilà  donc  un  moyen  très-fimple  pour  trouver  un  nombre 
n  +  I  de  fondions  d'un  nombre  n  H-  1  de  quantités ,  lefquellçs 
ibn£tions  foient  zéro  par  elles-mêmes, 

(2  17')   Par  exemple  ,  foient  les  deux  équations 
a  xH-  b  y  '^   c^  =  o, 
a'  X  -h  h'  j  -^  ç'  7^  =  Q, 
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ff  ces   deux  équations,  joignons  la  répétition  de  la  première  j 
c'eft-à-dire ,  feignons  que  les  trois  équations 

a'  X  -i-  b'  y  +  c'  :^  =  o  , 

font   trois  équations  différentes  pour  lefquelles  nous  cherchons 
l'équation  de  condition. 

Nous  aurons  pour  première  ligne  . .  .ayi  —  b  x\  -^-  ex  y. 

Pour  féconde  ligne (ah' —  a' h)i  —  (ac' —  a'c)y  M-  (hc'-^h'c)  xl 

Pour  troifième  ligne (aè'-~a'l>)c—(ac'—a'c)l>-i-  (ic'—  b'i)  ai 

Donc 
(ab'-'  a'bjc^  (ac'-^a'cjb  -h  f  b  c'  -^  h' cj  a  :=  o ^ 
eft  l'équation   de  condition. 

Or  il  eft  clair  que  la  troifième  équation  n'exprimant  rien  dâ 
'différent  de  la  première,  cette  dernière  quantité  doit  être  zéro; 
par  elle-même  ;  donc  fi  on  a  ces  deux  fixités  de  quantités 

a  j  b ,    c  , 

a! y  b',    c'. 

On  peut  être  affuré   qu'on  aura  toujours 

(a b'  —  a'b)c  —  (a c'-^a'cjb-^  (b c'—b'c)a~  o, 

Et  fi  au  lieu  de  joindre  la  première  équation,  c'eût  été  It 
féconde,  nous  aurions  trouvé  de  même 

(ab'  —  dbjc'  —  fac'  —  a'  c)  b'  -i-{bc'  —  b'c)  a'  ==  0*      , 

{  2  I  g.  )  Soient  pareillement  les  trois  équations 
ax~\-by'^CTi-\-dt=o^ 
a'  X  -{-  b' y  -H   c'  7^  -\-  d' t  ■=■  o  , 
a"x  -t-  b"y  -H   d'i-^  d"t  =  o, 

auxquelles  nous  joignons  l'équation 

a  X   -^  b  y    r+-    «  ^  "+•   ^^  *==  0» 
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Nous  aurons  pour  première  lig.t.  ay^t  — b  xit  -i-  c  xy  i  —  dxy-^. 

Pour  féconde  ligne (ab'  —  a'b)  ^t  —  (ac'  —  a'c)yt  ■+-  (ad'  —  a'djyi 

-t-  (  bc'—  h'c)xt  —  (bd'- b'd)  XI  4-  (cd'—c'dj  xy. 
Pour  troifième  ligne... [(ab' —  a'b )c"  —  (ac' —  a'cjb"  ^  (bc' —  b'c)a"]t 

—  [(ab'—  a'b)  d"—  (ad—  a'd)  b"-h(bd'—  b'd)  a"]  ^ 

»^i(ac'^a'c)d"—  (ad'—a'd)c"-\-  (cd'-c'd) a"]y—  l(bc'—b'c)d"-  (bd'—b'd,c"-h(c-d'—c'd)b"]x^ 

Et  enfin  pour  quatrième  ligne ,  ou  pour  équation  de  condition 
qui  aura  toujours  lieu 

'  l(ah'  —  ab}c"—(ac'  —  ac)b"+  ibc'—b'c)  a"}d  —  [(ab'  —  ab)  d''—  {  ad'  —  a'd)  b"  +  (bd'  —b'd)  a"]  c 
S"  i,(.ac'-^a'c)d'—iad'  —  a'd)i"+  (.cd'  —  c'd)a']b    —  [ibc'— b'cW'—lbd'— b'd)  c'-t-  {cd'— i'd}b']  a 

Donc  fi  on  a  les  trois  fuites  de  quantités 

a',    b',   c',   d', 

t  ('"y    ^\    <="y  d"t 

6n  fera  toujours  affuré  que  les  trois  fondions  fulvaiites  de  ces! 
douze  quantités ,  feront  zéro  par  elles-mêmes 

HaV—àb)c"~{ac'  —  a'c)b"  +  (.bc'—b'c)a\d   —   l(ab' ^  a'b)d"  —  (ad' —  a'd)b"  +  (b  d'— b'd)a'')  c   "J 

—  [[fcc'  —  b'c)d" — (bd' — [b'djc"  +  (cd'  —  c'd)b'']a  J 


}  =  « 


»J-  [(ac'  —  a'c)  d'  —  (ad — ad)c"-i-,cd'  —  c'd)a']b 

[{ab'—a'b)e''  —  (ac'—a'c)b''+(bc'—  b'c)a"]d'  —  l(ab'  —  ab)d'  —  (ad'—a'd)b"+  (bd'  —  b'd)a''  ]c' 
«+-  i(ac  —  ac)d"—(ad'  —  ad)c"  +  (cd—cd)a']b'  —  [(6c'—  b'c)d"— (bd'—b'd)  c"+(cd' —  c'd)b"]  a' 

l(ab'—ab)e"-~(ac'~cc)b"+(bc'—b'c)a']d'  —  [  (ab'  —  ab)d"—  {ad'—a'd)h"'i-(bd'—b'd)  a"]c" 
•^  [,(ae'^»'c)d''—(ad—a'd)c"+(cd  —  c'd)a"]b"  —  [(b  c'  —  b'c)  d"  —  (  b  d'  —  b'djc"  +  {  c 


d'—b'd)  a"]c"  ■\ 
d—cd)b]a    J 


Il  ne  peut  donc  à  préfent  être  que  long ,  mais  facile ,  d'étendre 
le  nombre  de  ces  théorèmes.  Mais  ce  ne  font  pas  les  feuls  que 
nous  ayons  befoin  de  faire  connoître. 

(219.)  Suppofons  aduellement  les  deux  fuites  de  quantités 

a  f  h  ,  c  f  d  ,  e  ,  f,   &c. 

a',  b',c',  d',  e',  f,  &c. 

On  voit  donc  qu'en    les  combinant  trois   à  trois  f  on   aura 

cette 
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a'c)!-   -^  (  hc'  — 

b'c)a  =  0, 

a'c)b'  -^(  bc'— 

b'c)a'  =  o^ 

a'd)b  ^(bd'  — 

b'  d  )  (2=0, 

a'd)b'  -f-  (bd'  — 

b'd)a'  =  0, 

a'i)b   -t-  (/.f'  — 

^'f>    =  0, 

a'e)b'  -f-  (be'~- 

b'eja'  =  0, 

b'd)c    -+-  (cd'- 

■  c'd)b   =  0, 

b'd)c'  -f-  (  cd'- 

-  c'd;b'  =  0, 

b'e)c    -+-  (ce'  - 

C-'  e  ;  ^  =  0  , 

b'e)c'  -i-  (  ce'  — 

c'ejb'  =  0» 

h'f^c   -h(cf- 

.'/;  3  =  0 

^7>' -^r  <-■/'- 

c'fjb'  =  0  , 

ÉQUATIONS 

cette  fuite  d'équations 

(  ab'  —a'b)c  —  (  ac'  - 
(  ab'  —  a'b)c'  —  (  ac'  - 
(  ab'  —a'b)d  —  (ad'  - 
(ab'  —  a'b)d'  —  (ad'  - 
(ab'—a'b)e  —  (  a  e'  - 
(ab'  —  a'b  )<'  —  (ae'- 
8cc. 

(bc'  —b'c)d     —  (bd'- 
(  bc'  —  b'c  )d'    —   (bd'- 

(bc'  —  b'c)e  ~-(be'- 

(ic'  —  b'c)e'  —  (be'  - 

(bc'-b'c)f  -(bf. 

(bc'-b'c)f  -  (bf. 

&   ainfi  de  fuite. 

Prenons  maintenant  deux  quelconques  de  ces  équations ,  les 
deux  premières,   par  exemple, 

(  ab'—  a'  b)c  —  (  ac'—  a'c)b  -^(bc'—  b'c)az=Oy 
(  a  b'  —  a'bjc'—  (  a  c'—  a' c  )  b' H- (  b  c' —  b' c  )  a' =  o. 

Multiplions    la  première  par  d' ,   &c   la  féconde  par  d',  ôc  je- 
tranchant  le  fécond  produit  du  premier  ,  nous  aurons 

(Ab'  —  a'b).(cd'—c'd)  —  (ac'—  a'c).(bd'—  b'd) -^(bc'—b'c)  .  (a  d'—a'd)  =0» 

(12  0.)    Donc  fi  on  a  les  fuites  de  quantités 

a  ,   b  ,   c  ,  d  ^ 
a\   b',  c',  d', 
on  fera  toujours  afTuré  que 

(ab'  —  a'b)  .  (cd'—c'd)  —  (ac'—a'c).(bd'—  b'd)  -i- (b c'—  h'c)  .  (ad'—  a'd)  —à 

Donc  fi  on  a  les  deux  fuites  de  quantités 

û  ,    b  ,    c  ,  d  ^    e  ^    / ,    &c. 

a! ,    b' ,    c',   d',     e'  ,    /',     &c. 

&  qu'on  les  conibine  quatre  à  quatre  ;  on  trouvera  facilement  ^ 

Aa 
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par  ce  procédé ,  des  fonÊtions  de  quatre  quelconque  des  quantités 
de  chacune  de  ces  deux  fuites ,  qui  font  zéro  par  elles-mêmes^ 

(221.)   Soient  maintenant ,  les  trois  fuites  de  quantités 

a  ,  b  ,    c  ,    d  j    e  ,   /,    &c. 

a',  h',    c' ,   d',  e',    /',    &c, 

a",  h%   c",    d%  e%  f\    &c. 

Selon  ce  que  nous  avons  vu  (218),  on  aura  pour  Tes 
quatre  quantités  a^b^c^d^  par  exemple  ,  les  trois  équations 
luivantes 


\l.aV  —  (ib)c'  —  {ac—àc)b''+  {hc —h'c)a"i  d  —  liab' —  a'b)d"—iad' —  a'd)b"+ lbd'—b'd)a"}c 
•^  [{ac  —  ac)d'  —  (ad'—adU"+  (cd  —  c'd)a]  b  —  [(bc'  —  b'c)d"—(.bd'  —  h'd)c'  +'(.cd'— c' d)b']  a 

Hab'—a'b)c"'-(ac'—ac)  b" +  {bc'—b'c)a" 'id'  —  [,(ab'—ab)d'  —  (ad 
4-  [{ac''—ac)d"—(ad'—a'd)c"-i-lcd'  —  c'd)a"]b'  —  [(fcc 


[(ab'  -~a'h)c'  —■(.ac'—a'c)b"-i-ibe'  —  b'c)a''id"  —  [iab'  —  a'b)d"—lad'—ad}b''-i-(bd'—b'dia"ic' 
é-  Hac'  —  ac}d"-'lad'—a'd}c"  +  icd'—cd)e"]  b' 


—  ab)d'  —  (ad'  —  ad)b"+  (ixi  —  i'J )  a'']<:'"J 

—  b'c)d"—ibd'  —  bd}c"  +  ied  —  c'd}b"']aj 

—  [l.ab'  —  a'b)d"~lad'—ad)b''-i-lbd'—b'd)a"]c''-\ 

—  Hbc—bc)d"—ibd'—bd)c'+icd  —  c'd)b']aJ 


Concevons  préfentement  que  je  multiplie  la  première  de  ces 
trois  équations  par  e' ,  la  féconde  par  £ ,  ôc  que  je  retranche  le 
fécond  produit  du  premier. 

Que  je  multiplie  la  première  équation  par  e",  la  troifième 
par  e  ,   ôc  que  je  retranche  le  fécond  produit  du  premier. 

Que  je  multiplie  la  féconde  équation  par  e",  la  troifième  par  c'y 
&  que  je  retranche  le  fécond  produit  du  premier. 

Alors  nous  aurons  les  trois  équations  fuivantes 

HaV-ab)c"-{ac-dc)b''+(bc -b'Od"^.  {de  ~àe)  —  Hab'-db)  d"- {ad  —a  d)b'  -^{bd'~h  d)a"\.(.c  €'-€()•% 

•-a't))'' 


*:^Uac-a'c)d"-{ad-a:d)c"-\-{cd'—cd)dUbe'-b'e)  —  {t.bc'-b'c)d"-  {bd-b'd)c"  +  {cd'-dd)b"'\.l,ae'- 


liab'  —  a'b)c"  —  (ac—dc)b'+ibc'~b'c)d"].ide'  —  d"e)  — [  (  ab'  — a'b  )d" —  {ad' —  ad)b'-h  (bd'  —  b'd)a"\.{ce" —  c"e) 
*^[{ac-dc)d"-{ad'-dd)c'  +  {cd'-c'd)a"]Abe"-b"e)  —  Hbc'-b'c)d''-{bd-b'd)c"  +  {cd'-c'd)b"i.{ae 

Hab'-db)c"~{ac'-dc)b'+{bc'-b'c)d"i.{d'e"-d"e)-~Hab'~a'b)d"  —  {ad-dd)b\-i-{bd'-b'd)d"i.lc'e"-c"e) 
^Uae-dc)d"~lad-dd)c''-i-{cd'-c'd)d'].{b'e"-b'e)  —  [_{b  c'-b'c)  d''-{bd 

<-    On  voit  donc  par  là  comment ,  en  combinant  les  termes  de  ces 


-ae)J 

-dd)b\+{bd'-b'd)d"i.{ce"-'"e)'\ 

,  ,    \=o^ 

-bd)c"-i-{cd  -cd)b'U'>e  -ae)J 


=  m 
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trois   fuites  cinq  à  cinq  ,    on  trouvera   des   fondions  de  cinq 
des  quantités  de  chaque  fuite ,  qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

(  2  2  1.)  Concevons  que  de  ces  trois  dernières  équations ,  on 
multiplie  la  preiTiicre  par  /"^  la  féconde  par/' ,  ôc  la  troifième 
par  /  i  qu'enfiiite  on  ajoute  enfemble  la  première  &.  la  dernière  , 
ÔL  que  de  leur  fomme  on  retranche  la  féconde  ;  on  aura 

[(afr'_a'6)e"— (««■— cOfc  -f-ifcc— fcV)a"]  .:(.  dt  —  d  t)f'  —  {de''  —  d'e  )f +  (re"— f'e'^f- 
•-  Hal)'—ab)d"  —  (,ad'—a'd,b'+lbd'  —  bd)a'].  [(  ce'—ce)f  —(,ce—c"e)f  -(-(ce"— e"e')/l  | 
-h  Hac'—a'c)d"  —  {jd—ad)c"-i-(,cd'—cd)a-\.  C(  6e  — fc'e  »/'  — (  te  —  i  e)/'-f-(  *'«"  — 6'e  )/l  | 
— ■  i(.bJ—bc)d'—^bd^—b^d)c^•+^cd^  —  cdib'■].i(at—ae)/■'—{ae■■—aef'■i-^ae'—a.'e')f]^ 

On  voit  donc  par  là  comment ,  en  combinant  les  termes  des  trois 
fuites  fix  à  fix ,  on  trouvera  des  fondions  de  fix  des  quantités 
<de  chaque  fuite ,  qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

Remarquons  que  la  quantité  fa  b' —  a'b)  c"  —  (ac'  —  a'c)  b 
'-\'(b  c'  —  b'c)  a",  peut  être  écrite  ainfi  , 

(ab'  —  a'b  )c"  —  (ab''  —a"b)c'  -f-  (  a'  b"  —  a"  b'  )  c  ; 

en  forte  que  pour  plus  de  régularité  ,  nous  écrirons  l'équation 
précédente  ,  en  cette  manière 

[  (a  fc'  —  a  6  )  c'  —  {ab"—a'b)c'  +(  a'ô"  —  a'b'  )  c  ].[(  rf  e—  rf  «)/"—(  <I  e"—  i'e  )/'  +  (  d-t"—  d"e  )  /] 

—  i(aV  —  ab)d"  —  {iiV—ah)d-^(ab"  —  à'b')d'\  .  [  (  c  e  —  c  e  )/''  — (ce'—  ce)/  +  (  c  e  —  c  e  )/)  f    

-h  [(«c— ac)<i'— («c   —  a'c)d  4-(ac'  — ac  )i].t(6e  —  fce)/'  —  C6e'— 6e)/ -H{6e'— fc  e  )/][ 
•-  [(6c'— 6'c)rf''  — (6c'— 6'c)<f '  +  (fcc'— 6"c  )</].[((îe'— ac)/'  —  <ae"  — fl'e)/'H-(ae'— a'e  )/]. 

(2230  En  voilà  affez  pour  faire  connoître  la  route  qu'on 
doit  tenir ,  pour  trouver  cres  fortes  de  théorèmes.  On  volt  qu'il  y 
a  une  infinité  d'autres  combinaifons  à  faire  ,  6c  qui  donneront 
chacune  de  nouvelles  foniSlions ,  qui  feront  zéro  par  elles-mêmes  à 
mais  cela  eft  facile  à  trouver  aduellement. 

De  la  forme  du  Polynome-mulnplicateur  ,   ou  des  Poly" 
nomes-multiplicateurs  propres  a  donner  i Equation  finale» 

(2  24')  La  manière  dont  nous  avons  envifagé  l'élimination 
dans  le  cours  du  premier  Livre  ,  confifte  ,  ainfi  qu'on  l'a  vu  , 
à  concevoir  qu'ayant  multiplié  l'une  des  équations  par  un  poly  f 

A  a  ij 


f88        EQUATIONS    ALGÉBRIQUES, 

nome ,  dont  on  a  fupprimé  d'ailleurs  tous  les  termes  qu'il  eft 
poflible  de  faire  difparoître  à  l'aide  des  autres  équations  ,  on  fafl'e 
auiïl  difparoître  à  l'aide  des  mêmes  équations  ,  tous  les  termes 
qu'il  eft  pofTible  de  faire  difparoître  dans  l'équation-produit  ; 
alors  le  nombre  des  coëfficiens  introduits  par  le  polynome-niulti- 
plicateur,  doit  être  fuffifant  pour  faire  difparoître  tous  les  termes 
affeQés  des  inconnues ,  autres  que  celle  qui  doit  refter  dans  l'é- 
quation finale. 

Dorénavant  nous  confidérerons  l'élimination  d'une  manière  qui 
ne  diffère  de  celle-là  qu'en  apparence  ,  ôc  qui  eft  la  même  quant 
au  fondsc- 

Nous  concevrons  qu'on  multiplie  chacune  des  équations  données^ 
par  un  polynôme  particulier  ,  &  qu'on  ajoute  tous  ces  produit?. 
Le  réfultat  fera  ce  que  nous  appellerons  V Equation- fomme  , 
laquelle  deviendra  l'équation  finale  par  l'anéantiffement  de  tous 
les  termes  affetlés  des  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer. 

Il  s'agit  donc  a£hiellement  i.°  de  fixer  la  forme  que  doit  avoir 
chacun  de  ces  polynômes-multiplicateurs.  2.°  De  déterminer  le 
nombre  des  coëfficiens  qui ,  dans  chacun  ,  ne  peuvent  être  confi- 
'dérés  comme  utiles  à  l'élimination.  3°  De  faire  connoître  s'il  y  a 
im  choix  à  faire  parmi  les  termes  qu'on  doit  ou  qu'on  peut  re- 
^etter  dans  chaque  polynôme-multiplicateur.  4.°  Si  on  peut  fe 
difpenfer  de  les  rejetter ,  quel  eft  le  meilleur  emploi  qu'on  peut 
en  faire. 

Examinons  d'abord  la  première  de  ces  queftions. 

(225-)  La  forme  que  doit  avoir  chaque  polynome-multiph'- 
cateur,  eft  allez  facile  à  déterminer  d'après  tout  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  Livre  premier.  Mais  la  manière  dont  nous  avons  confi- 
déré  cet  objet  (174),  eft  plus  propre  à  y  répandre  du  jour: 
&  c^eft  de  cette  manière  que  nous  allons  le  confidérer  ici. 

(  126.)  Nous  fuppoferons  que  toutes  les  équations  données 
font  incomplettes  du  même  ordre  ;  parce  que  les  équations  in- 
completres  des  ordres  inférieurs,  ne  font  que  des  cas  particuliers 
des  équations  incomplettes  des  ordres  fupcrieurs.  En  forte  qu'on 
peut  les  fuppofer  toutes  de  l'ordre  de  celle  de  ces  équations 
^qui  fera  incomplette  de  l'ordre  le  plus  élevé. 

Nous   les    fuppofons  d'ailleurs   incomplettes  ;  par  une  raifon 
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femblable  ;  parce  que  les  équations  complettes  font  comprifes  daiis 
les  équations  incomplettes. 

(  227.)  Cela  pofé,  feignons  qu'après  avoir  pris  un  polynôme 
incomplet  du  premier  ordre  ,  mais  le  plus  général  qu'il  eft  pof- 
fible  ,  on  le  multiplie  par  l'une  des  équations  ;  qu'on  multiplie  ce 
produit  par  la  féconde  équation ,  ce  nouveau  produit  par  la  troi- 
fième ,  &  ainfi  de  fuite  ;  le  produit  final  fervira    à    trouver    les 

olynomes-multiplicateurs  particuliers  de    chaque  équation  ,  de 

a  manière  fuivante. 

Pour  avoir ,  par  exemple ,  la  forme  du  polynome-multîplîcateur 
de  la  première  équation  ;  fupprimez  dans  les  variétés  d'expofans 
du  produit  final,  tout  ce  qui  appartient  à  cette  première  équation, 
&  vous  aurez  la  forme  du  polynôme  -  multiplicateur  de  cette 
première  équation. 

Pareillement  ,  pour  avoir  le  polynôme-multiplicateur  de  la 
féconde  :  fupprimez  dans  les  variétés  d'expofans  du  produit 
final,  tout  ce  qui  appartient  à  cette  féconde  équation ,&  vous 
aurez  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  cette  féconde 
équation;  ôc  airïfi  de  fuite. 

Eclairciffons  cela  par  quelques  exemples. 

(  2  2  §.  )   Soient ,  par  exemple,  les  deux  équations 

fx'',jy':J''  =  o,   (x"' ^  y".  )'''==  o. 

Ce  que  nous  appelions  le  produit  final ,  fera 


/-^A  +  a  +  a'  A  +  a  +  a'  )B+  b-i-  b' 


S 


alnfi  qu'il  eft  aifé  de  voir. 

Donc  fupprimant  des  variétés  d'expofans  y^  -i^  a  -h  a' 
A-\-  a-i-  a' ,  5-^-^-+-^',  d'une  part ,  tout  ce  qui  a  rapport 
à  la  première  équation  ;  d'une  autre  part ,  tout  ce  qui  a  rapport 
à  la  féconde  ;  on  aura  fx"^-^  "' ,  j^-^  'f' J^-^^  pour  la  forme 
du  polynôme-multiplicateur  delà  première  ;  &  fx'^  +  " ,  y'?  +  fj^ +'' 
pour  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  la  féconde. 


^■^ 
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Suppofons  les  trois  équations 

iCx^^yf;"',  fx'^\if:jr,  (y?\if)^:y  =  o, 

Voye:^   (  82  ). 
La  forrae  du  produit  final  fera 

/^A+a  +  a  +  a!'    ^A  +  a-i-a  + a]B +  b+b+h-\^'^''^' "^  '  . 
•••(/'        '        '       '   î  1 "/"       "      "      "J 

Supprimant  fucceflivement  des  variétés  d'expofans  ,  tout  ce 
qui  appartient  à  la  première ,  à  la  féconde ,  &  à  la  troifième 
équations ,    on  aura 

r/„/î  +  a+a"      ..A  +  a:+ a"  ]B  +  b'-\-  y      Z-^+a'+à'      ~>4  +  a' +  a"  )B  +  6' 4- 6" 
l(**  3  J  '  '         '/  }{•*  îi""        "/'        '         '?•••• 

/^^A+a+a'        A  +  a!  +  a"  )B  •\-  b'+V  -[^  4"'+  «" 
•  '  •  '  [y  '        '        '  J  1"      "       "y  "       "      "  J 

pour  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  la  première  équation  $ 

h" 


r  /■  ^A  +  a -i- a  A  +  a  +  a'  JB -i- b -i-b'        /" ^  +  a  +  a"        A+ a  + f  )B  +  b  +  b;' 


...  ,[y  .         '         ■    i   \J-       "       "7"        "       '<   J 

pour  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  la  féconde  équation  ; 

C^vA  +  a+  a'       ^A  +a  +  a!  ]B+  b  -^  b'        / ^A  +  a  +  a'       ^A  •\-  a  +  a'  )B +b  +  b' 
.   (  •*  }  J  '       '      •  y  }  (  -^  ,   :^„      ,,      „y ,,,,..,  , 

/"..A  +  a  +  a'       _y4+ a +  a'  )B  +  64-Vn  ''■*"*■*■' 
\  J'         '        '  ?    1 / -1 

pour  la  forme  du  polynôme-multiplicateur  de  la  troifième  équation. 

(  229.)  Au  refte,  il  n'eft  pas  toujours  indifpenfable  dans  la 
formation  de  ce  que  nous  appelions  le  produit  final  ,  d'em- 
ployer le  polynôme  incomplet  du  premier  ordre  ,  le  plus  gé- 
néral poffible.  Il  fufiit  qu'il  comprenne  les  mêmes  variétés  d'ex- 
pofans que  les  équations  données  confidérées  comme  incom- 
plettes  du  premier  ordre. 

Ainfi,  dans  le  cas  où  les  équations  feroient  toutes  incomplettes 
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£e  la  forme  (W,  x?,jy.^...  n)  =  o ,    qui  eft  la    plus  fimple 
de   toutes  ;    il    fuffiroit  d'employer  un  polynôme  de  la   forme 
(u^  j  x"^ ,  y^ .  .  .  nj^  f  pour  générateur  du  produit  final* 

De  la  nécejjlté  de  ne  point  employer  a  C élimination  tous 
les  co'éfficiens  des  différens  polynômes-multiplicateurs, 

(230.)  Nous  avons  déjà  dit  plus  d'une  fois  qu'on  ne  dévoie 
pas  regarder  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs , 
comme  étant  tous  utiles  à  l'élimination  :  &  particulièrement  ce 
que  nous  avons  dit  (  4y  )  fur  les  équations  complettes ,  le  prouve 
aflez.  Nous  jugeons  cependant  utile  de  revenir  ici  fur  cet  objet 
d'autant  plus  important  que  fi  on  fe  permettoit  d'employer  à 
l'élimination  un  feul  coefficient  pris  fur  le  nombre  de  ceux  que 
nous  avons  dit  être  à  rejetter  ,  l'équation  finale  à  laquelle  on 
feroit  conduit,  feroit  faufle,  ou  au  moins  identique,  c'eft-à-dire  , 
que  tous  les  termes  fe  détruiroient  d'eux-mêmes ,  &  ne  feroient 
par  confequent  rien  connoître  j  c'eft  ce  qu'il  faut  faire  voir 
actuellement. 

Concevons ,  en  effet,  qu'ayant  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions entre  un  pareil  nombre  d'inconnues  ,  on  multiplie  cha- 
cune par  un  polynôme  dont  chaque  terme  ait  un  coefficient  indé- 
terminé :  6c  qu'ayant  ajouté  enfemble  tous  ces  produits ,  on  fup- 
pofe  que  la  femme,  égalée  à  zéro,  doit  donner  l'équation  finale. 
Que  pour  obtenir  cette  équation  finale ,  on  égale  à  zéro  le  coef- 
ficient total  de  chaque  terme  affecté  d'une  ou  de  plufieurs  des  in- 
connues ,  autres  que  celle  qui  doit  refter  dans  l'équation  finale.  Il 
arrivera  prefque  toujours  qu'après  ces  différentes  fuppofitions ,  il 
reftera  encore  plufieurs  coëfficiens  dont  la  valeur  ne  fera  encore 
déterminée  par  aucune  condition.  Si  dans  la  perfuafion  qu'on 
en  feroit  le  meilleur  emploi  poffible ,  on  croyoit  pouvoir  fe  per- 
mettre de  les  employer  à  détruire  les  termes  les  plus  élevés  de 
l'équation  finale ,  afin  de  réduire  celle-ci  au  plus  bas  degré  pof- 
fible ;  il  arriveroit  encore  très-fouvent  qu'on  auroit  plus  de  ces 
coëfficiens  indéterminés  qu'on  n'auroit  de  termes  à  détruire  j  d'où 
il  s'enfuivroit  que  l'équation  finale  pourroit  alors  être  réduite 
à  zéro ,  indépendamment  de  toutes  valeurs  particulières  des 
inconnues  ;  conclufion  qu'on  ne    peut  admettre ,   que  dans  le 
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(èul  cas  où  cette  équation  deviendroit  identique  ;    c'eft-à-dîre  ^ 
dans  le  cas  d'une  folution  illufoire. 

Mais  quand  même  le  nombre  des  coëfficiens  indéterminés  qui 
peuvent  refter  après  la  deftrudion  des  termes  affeÊtés  des  incon- 
nues ,  autres  que  celle  qu'il  eft  queftion  de  conferver ,  ne  furpaf- 
feroit  pas  le  nombre  des  termes  où  entre  cette  dernière  inconnue  , 
il  n'en  feroit  pas  plus  permis  pour  cela  d'employer  ces  coëffi- 
ciens à  la  deftruttion  d'une  partie  des  termes  de  l'équation  finale. 

D'abord  on  conçoit  bien  que  cette  équation  finale  eft  com- 
pofée  nécefTairement  d'un  nombre  déterminé  de  termes ,  ou  qu'elle 
eft  nécefiairement  d'un  degré  déterminé  qu'on  ne  peut  être  le 
maître  d'abaifler  à  volonté. 

Mais  pour  voir  clairement  comment  l'équation  à  laquelle  on 
arriveroit  en  faifant  un  pareil  ufage  des  coëfliciens  indéterminés  , 
né  pourroit  être  qu'une  équation  abfurde  ,  ou  du  moins  une 
équation  identique  ,  il  faut  remarquer  que  par  un  pareil  procédé, 
on  n'auroit  fait  aucune  mention  de  l'état  de  la  queftion  :  onn'au- 
roit  point  du  tout  exprimé  que  les  équations  propofées  ont 
lieu. 

En  effet,  fi  on  imagine  que  les  équations  propofées ,  au  lieu 
d'être  des  équations ,  foient  des  polynômes  dont  les  inconnues  ne 
foient  liées  entr 'elles  par  aucunes  relations  connues  ;  ôc  qu'on 
faffe  ,  de  ces  polynômes ,  l'ufage  que  nous  faifions  tout  à  l'heure 
des  équations  propofées  ;  il  eft  clair  qu'à  l'aide  des  coëfficiens 
indéterminés ,  nous  pouvons  faire  fur  le  polynôme  total  les  mêmes 
çhofes  qu'il  étoit  queftion  de  faire  fur  la  prétendue  équation 
finale  ;  or  il  eft  clair  que  le  polynôme  qui  en  réfulteroit,  n'au- 
roit que  des  relations  arbitraires  avec  les  polynômes  partiels 
dont  il  a  été  compofé  ;  la  prétendue  équation  finale ,  trouvée 
par  le  même  procédé  ,  n'auroit  donc  auffi  que  des  relations 
arbitraires  avec  les  équations  propofées  :  la  fuppofition  que  cette 
équation  finale  auroit  lieu  ,  feroit  une  fuppofition  abiblument 
gratuite  ;  puifque  n'y  ayant  point  exprimé  que  les  équations  par^ 
ticulières  ont  lieu  ,  il  n'eft  pas  poffible  que  cette  équation  fe 
foit  imprégnée  (  qu'on  permette  cette  expreffion  )  des  conditions 
de  la  queftion ,  exprimées  par  ces  équations  particulières. 

Faç 
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Par  exemple ,  fi  on  avoit  les  deux  équations 

û'a»  -h  3'xy  -t-  L-'y^  -t-  d'x   ■+-  e' y   -h  /'  =  o  ,• 

èc   fi  ayant  multiplié  la  première  par  le  polynôme 

y^  X-  -h  £  X  y  -i-  C  y-  -i-  D  x  ■+■   E  y  -i-  F  , 

&  la  féconde  ,  par  le  polynôme 

y£'  x-  -h  £'x  y  -^-   C'y"-  -h  D'x  •+■  E'y  -4-  F' , 

on  ajoutoit  les  deux  produits  :  on  auroit  une    équation    de  la 
forme  fx...2j*  =  o. 

Comme  on  peut  toujours  ,  à  l'aide  de  la  féconde  équation  , 
faire  difparoître  un  terme  dans  le  polynôme-multiplicateur  de  la 
première,  on  n'a  véritablement  en  tout ,  que  onze  coëfficiens  qui 
puiflent  être  employés  à  l'élimination  ,  6c  qui  ferviront  à  faire 
diiJDaroître  les  djx  termes  affeclés  à&j,  par  exemple. 

Mais  fi  croyant  pouvoir  abaifler  l'équation  finale  ,  on  èm- 
ployoit  les  douze  coëfficiens  qu'offrent  les  deux  polynômes- 
multiplicateurs  ,  tant  pour  détruire  les  termes  affe£lés  dejy,  que 
pour  détruire  le  terme  x*  ;  alors  on  arriveroit  à  une  équation 
qui ,  fi  elle  n'étoit  point  identique  ,  feroit  en  effet  du  troifième 
degré  ,  mais  qui  n'appartiendroit  point  à  la  queflion  ,  puifqu'on 
n'y  auroit  pas  exprimé  l'exiflence  des  équations  particulières. 
Les  valeurs  de  x  qu'on  concluroit  de  cette  équation  ,  ne  fe- 
roient  donc  nullement  propres  à  fatisfaire  aux  deux  équations 
propofées  :  en  un  mot ,  cette  prétendue  équation  finale ,  feroit 
une  équation  purement  arbitraire ,  ôc  fans  aucune  liaifon  avec 
la  queftion. 

Il  y  a  donc  un  certain  nombre  de  coëfficiens  qui  ne  peuvent 
être  employés  à  l'élimination  :  &  ce  n'efl  qu'en  les  employant  à 
tout  autre  ufage  qu'à  la  deflruclion  de  nouveaux  termes  de 
l'équation-fomme  ,  qu'on  peut  être  affuré  qu'on  donne  à  celle-ci 
toutes  les  qualités  néceffaires  pour  devenir  l'équation  finale  , 
pour  être  l'expreffion  de  toutes  les  conditions  de  la  queflion. 


Bb 
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Du  nombre  des  co'éfficiens  qui ,  dans  chaque  polynôme^ 
mulàpUcateur  ,  font  utiles  a  l' élimination. 

(  2  3  I  •  )  Nous  venons  de  faire  voir  de  quelle  importance  il  efl 
de  ne  pas  employer  à  l'élimination  les  coëfficiens  que  les  équations 
propofées  peuvent  anéantir.  Il  ne  faut  pas  en  conclure  qu'on 
ne  peut  mieux  faire  que  de  les  omettre  ;  qu'on  ne  peut  les  em- 
ployer à  faciliter  ou  à  fimpiifier  le  travail  de  l'élimination.  Au 
contraire ,  nous  verrons  dans  peu  qu'on  peut  en  tirer  un  parti 
avantageux  pour  rendre  les  calculs  plus  commodes ,  en  ména- 
geant 3  ou  procurant  à  la  fuite  de  ces  calculs ,  une  fymmétrie  que- 
la  fimilitude  des  équations  propofées  admet  ,  &  que  la  fimple 
çxclufion  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  ,  mafqueroit. 
Mais  on  doit  conclure  qu'il  n'eft  permis  d'employer  aucun  de 
ces  coëfficiens  à  la  deftruction  d'aucun  terme  de  l'équation- 
fcmme,  c'eft-à-dire ,  de  l'équation  réfultante  de  l'addition  des 
produits  particuliers  de  chaque  équation  par  fon  polynôme- 
multiplicateur, 

(232.)  En  ne  confidérant  qu'une  feule  équation-produit  51 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  premier  Livre  ,  nous  n'avions 
tefoin  de  connoître  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimi- 
nation ,  que  pour  le  feul  polynôme- multiplicateur  que  nous 
Gonfidérions  alors.  Mais  aiSluellement  que  nous  employons  autant 
de  polynômes-multiplicateurs  que  d'équations ,  il  faut  dire  un 
mot  du  nombre  de  leurs  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination. 
Cela  efl:  facile  d'après  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici. 

(2330  Si  l'on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
premier  Livre  ,  on  verra  facilement,que  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles ,  dans  le  premier  polynôme-multiplicateur  des  équations 
entre  lefquelles  il  s'agit  d'éliminer  ,  fera  toujours  égal  au  nombre 
des  coëfficiens  de  ce  polynôme  ^  moins  le  nombre  des  termes 
qu'on  peut  faire  difparoître  dans  ce  polynôme  ,  à  l'aide  des 
n  —  1   autres   équations,  n  étant  le  nombre  total  des  équations  : 

Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynôme-mul- 
tiplicateur, fera  le  nombre  total  des  coëfficiens  ou  des  termes  de. 
ce  polynôme ,  moins  le  nombre  de  termes   qu'on  peut  faire  dif- 
paroître dans  ce  polynomCp  à  l'aide  des  n  —  2  dernières  équations; 
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Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  dans  le  troifième  poly- 
nôme-multiplicateur, fera  le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme, 
moins  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoitre  dans  ce 
polvnome  ,  à  l'aide  des  /z  —  5  autres  équations  ;  &  ainfi  de  fuite 
jufqu'au  dernier  ,  dont  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  fera  pré- 
cifément  égal  au  nombre  de  fes  termes. 

Quant  au  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  difparoitre  dans 
chacun  de  ces  polynômes ,  à  l'aide  du  nombre  d'équations  qui 
lui  correfpond ,  nous  avons  fait  voir  aulîi  comment  on  le  déter- 
mine. Mais  à  ce  que  nous  avons  dit  alors  ,  nous  ajouterons  le 
moyen  de  trouver  la  forme  des  polynômes  qui  repréfentent  ces 
nombres  de  termes.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire  (  227  ) 
fur  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eux-mêmes  ,  un 
exemple  fuffira. 

Suppofons  trois  équations  de  la  forme 

(u^ .  ..3;'  =  o  , 
fW^',.  .  3j'==  o, 
Cu"'.  .  .  3j'  =  o. 
Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première  (  227  )  fera  donc 

celui    dô  la    féconde  ,    fera 
6c  celui  de  la  troifième  fera 

Le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoitre  dans  le 
premier,  à  l'aide  de  la  féconde  équation ,  fera  Nfu'^'^" ...  3)^"^'  ♦ 

Mais  comme  pour  parvenir  à  faire  difparoitre  ce  nombre  de 
termes  ,  on  employé  le  polynôme  ( u'^'^" . .  ,  3 )'^'^'  ,  dans 
lequel  on  peut ,  a  l'aide  de  la  troifième  équation ,  faire  difparoitre 
un  nombre  de  termes  =  iV(^a^.  . .  3  ^  ^;  le  nombre  de  termes 
qu'on  peut  véritablement  faire  difparoitre  dans  le  premier  poly- 
nôme a  l'aide  de  la  féconde  équation ,  ne  fera  que 

Bbij 
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Le  nombre  de  ten-nes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le  même 
polynôme,  à  l'aide  de  la  troifième  équation,  efl  N  fu^+'''...^)T+^', 

Donc  à  l'aide  de  la  féconde  &  de  la  troifième  équation  ,  on 
peut  faire  difparoître  dans  le  polynôme-multiplicateur  de  la  pre- 
mière ,  un  nombre  de  termes 

Quant  au  fécond  polynôme-multiplicateur,  on  voit  facilement 
actuellement  que  n'y  ayant  à  confidérer  pour  lui  que  la  dernière 
ou  troifième  équation  ,  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  en  faire 
difparoître,  eft  N (u^  +  \.  .  3^^+'. 

On  voit  donc  par-là  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  déter-« 
miner  la  forme  des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes, 
expriment  celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  chacun 
des  polynômes-multiplicateurs  qu'on  empîoyera  à  l'élimination. 

Du  choix  des  termes  qùon  doit  ou  qu'on  peut  exclure 
dans  chaque  Polynôme-multiplicateur.. 

(  2  3  4')  Nous  avons  fufEfamment  prouvé  jufqu'ici ,  qu'ori  ne 
<3bit  pas  admettre  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-multiplica- 
teurs ,  &  nous  avons  déterminé  le  nombre  de  ceux  qu'on  doit 
rejetter. 

Mais  il  ne  fuffit  pas  de  favoîr  combien  on  doit  exclure  de 
termes ,  il  faut  f(;avoir  encore  quels  font  ces  termes  qir'on  doit 
exclure  ,  ou  du  moins  favoir  s'il  y  a  un  choix  à  faire  ;  fi  cette  ex-> 
clufion  doit  porter  fur  certains  termes  plutôt  que  fur  d'autres. 

Quoiqu'il  y  ait  fur  ce  point  une  très-grande  liberté ,  comme  on 
,ya  le  voir ,  elle  n'eft  cependant  pas  illimitée. 

(235*)  Lorfqu'on  fait  difparoître  dans  un  polynôme  donné  ^ 
à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'équations  données  ,  autant  de 
termes  qu'il  eft  poffible  d'en  faire  difparoître ,  on  ne  fait  autre 
chofe  qu'exprimer  dans  ce  polynôme  toutes  les  conditions  de  la 
^queftion  confignées  dans  ces  équations. 

Or  l'expreflion  de  ces  conditions  ne  dépendant  pas  plus 
particulièrement  de  l'un  quelconque  des  termes  de  ces  équations  , 
<jue  de  tout  autre  ,  mais  bien  de  la  totalité  de  ces  termes ,  il  eft 
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facile  de  voir  qu'il  n'y  a  aucune  raifon  pour  faire  difparoître  les 
termes  d'une  certaine  forme  ,  plutôt  que  les  termes  de  toute 
autre  forme. 

Par  exemple,  lorfqu'en  parlant  des  équations  complettes  (  4J  ), 
nous  avons  fuppofé  qu'on  fit  difparoître  du  polynôme-multipli- 
cateur, tous  les  termes  divifibles  parj^'  ,  tous  les  termes  divi- 
fibles  par  ^'",  &c.  nous  nous  fommes  bornés  alors  à  cette  idée  j 
parce  qu'elle  nous  fuffifoit  ;  &  que  fimple  en  elle-même,  plus 
près  des  idées  que  l'on  avoit  jufques-là ,  elle  étoit  la  meilleure 
pour  fixer  l'efprit.  Mais  on  fe  tromperoit ,  fi  l'on  penfoit  qu'on 
eft  affujetti  à  faire  difparoître  telle  ou  telle  puifTance ,  tels  ou 
tels  produits  des  inconnues  ,  plutôt  que  toute  autre  puifTance 
ou  tout  autre  produit.  On  peut  indifféremment  faire  difparoître 
tels  termes  que  l'on  voudra ,  pourvu  feulement  qu'on  ait  égard 
aux  confidérations  fuivantes. 

Non-feulement  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître, 
dans  la  totalité  du  polynôme ,  eft  déterminé  ;  mais  celui  du  plus 
grand  nombre  de  termes  qu'il  foit  poflible  de  faire  difparoître 
dans  chaque  dimenfion  de  ce  polynôme  ,  l'eft  aufil  ;  &  c'eft  ce  à 
quoi  il  eft  important  de  faire  attention  pour  ne  pas  exclure ,  dans 
quelque  dimenfion  que  ce  foit ,  plus  de  termes  qu'on  n'eft  auto- 
rifé  à  le  faire.  Car  il  ne  fùffit  pas  de  n'exclure  de  la  totalité  des 
termes  du  polynôme,  que  le  nombre  des  termes  ci-devant  déter- 
miné ;  il  faut  encore  ne  pas  en  exclure ,  dans  quelque  dimenfion 
que  ce  foit ,  au-delà  d'un  certain  nombre  que  l'on  trouve  facile- 
ment ,  en  cette  manière. 

Suppofons,  par  exemple,  les  trois  équations  fliivantes  que  nous 
prenons  complettes ,  pour  plus  de  clarté  ôc  de  fimplicité  feule- 
înent. 

Elles  ont  chacune  (  227  )  pour  polynôme -multiplicateur  ,  un 
polynôme  de  cette  forme  ( x^y ^■;{J'^'^^,  Dans  celui  qui  fera 
employé  à  la  première  équation  ,  on  peut ,  ainfi  que  nous  l'avons 
fait  voir ,  faire  difparoître  ,  au  total  ,  un   nombre    de   termes 

^  ^(x^yiV-^'  —  N(x,y,  1;^+^  H-  N(x,yy  iJt±^. 
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Mais  Cl  fur  ce  nombre  de  termes  ,  on  demande ,  combien  il  "f 
en  aura  de  la  plus  haute  dimenfion  ;  on  voit  que  ce  nombre  eft 

ou  N(x,y)  ^+^  —  Nfx,yJ  r+*  -H  Nfx^yJ  ^+^ 

Donc  ,  dans  la  première  dimenfion  du  polynôme-multiplicateur 
de  la  première  équation ,  on  ne  peut  fe  permettre  d'exclure  un 
nombre  de  termes  plus  grand  que 

Nfx,yJ^-^^—Nfx,yJT+^^Nfx,yJ^+\ 

(  2^6.)  Mais  fi  on  ne  peut  pas  fe  permettre  d'en  exclure  un 
nombre  plus  grand  que  celui  qui  vient  d'être  déterminé  ,  on  peut 
au  contraire  en  exclure  moins  ;  &  faire  porter  l'excédent  fur  les 
dimenfions  fuivantes ,  fi  on  le  juge  à  propos. 

Ainfi  dans  la  féconde  dimenfion ,  où  l'on  ne  peut  fe  per- 
mettre d'exclure  un  nombre  de  termes  plus  grand  que  NfxyyJ-^"^^ 
—  Nfx  ,y)  ^+  '  -4-  N(  X ,  y  )  r+  5 ,  fi  dans  la  première  on  en  a 
exclu  un  nombre  =  N(x,y)  r+4_  Nfx^yJ  ^+  '-f-  N(x,y)'^+'^  ; 
on  pourra,  dis-je,  exclure  de  cette  féconde ,  un  nombre  de  ter- 
mes =  Nfx.y)^-^^  —  Nfx,yJ^+'  -^  Nfx,yJ^-*-^  -h  q  ^ 
fi    on    n'a    exclu   de   la   première    qu'un    nombre     de    termes 

=  Nfx  ,yj  r+4  _  N^-^  ^yj  r-i-.  _i_  N(x,y)  ^'+■4  —  j. 

On  voit  aduellement  ce  qu'il  y  a  à  dire  fur  les  autres  dimen-» 
fions.  Voilà  toute  la  limitation  à  laquelle  on  eft  aflujéti.  On  eft 
d'ailleurs  le  maître  de  faire  porter  l'exclufion ,  dans  chaque  di- 
menfion ,  fur  tel  terme  que  l'on  voudra.  Peu  importe  ,  pourvu 
qu'on  n'exclue  pas  plus  de  termes  que  nous  ne  venons  de  voir 
qu'on  peut  fe  le  permettre, 

(2370  Quoique  nous  ayons  pris  pour  exemple ,  des  équations 
complettes  ,  on  voit  fans  doute  aifément  ,  qu'ainfi  que  nous 
l'avons  dit ,  ce  n'eft  que  pour  plus  de  clarté  ;  il  fera  toujours  facile 
de  déterminer ,  dans  quelque  cas  que  ce  foit ,  le  nombre  de  termes 
dont  on  peut  difpofer  dans  chaque  dimenfion  de  chaque  polynôme» 
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I)u  meilleur    emploi   qu'on  peut  faire  des   coêfficiens  des 
termes  qu'on  efi  en  droit  d'exclure  de  chaque  polynôme--, 
'   multiplicateur. 

(238')  Si  l'on  fait  attention  à  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire  fur  le  nombre  des  termes  qu'on  peut  exclure  de  cliaque 
polynôme-multiplicateur  ;  ôc  que  ce  que  nous  appelions  la  pre-^ 
mière  ,  Iz  féconde  ,  la  troijîème ,  &c  équations ,  font  des  déno-*: 
ninations  purement  arbitraires ,  en  forte  qu'on  peut  prendre  pour 
première,  féconde,  troifième,  &c.  équations ,  telle  de  ces  équa- 
tions qu'on  voudra  ;  on  verra  bientôt  qu'on  n'eft  pas  tellement 
alTujéti  à  faire  difparoître  un  nombre  déterminé  de  termes  dans 
l'un  quelconque  des  polynômes-multiplicateurs  ,  qu'il  paroîtroit 
réfulter  de  la  manière  dont  nous  avons  envifagé  la  chofe 
jufqu'à  préfent. 

Ce  à  quoi  on  eft  indifpenfablement  alîiijétl  ,  c'efl:  au  nombre 
total  de  coëfficiens  inutiles ,  dans  la  totalité  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs ,  ainfi  qu'au  nombre  total  de  coëfficiens  inutiles 
dans  une  dimenfion  quelconque  de  même  numéro  de  chacun  de 
ces  polynômes-multiplicateurs. 

En  effet,  félon  qu'on  prendra  pour  première  équation,  telle  oiï 
telle  des  équations  données ,  on  verra  qu'on  eft  le  maître  de 
difpofer  de  plus  ou  moins  de  termes  dans  un  même  polynôme- 
multiplicateur.  Mais  on  verra  en  même  tems ,  que  la  totalité  des 
termes,  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  la  totalité  des  polynômes , 
refte  conftamment  la  même  j  quelques  variations  qu'on  faffe  dans 
l'ordre  des  équations ,  &  par  conféquent  des  polynômes. 

Soient ,  par  exemple ,  les  trois  équations 


=  o. 


Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première ,  eft  (  x,y^\) 

Celui  de  la  féconde ,  eft., (^'iJ ■:\) 

Celui  de  la  troifième  ,   efi {^ty->\)  '' 
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On  peut  ,  dans  le  premier ,  faire  difparoître  un  nombre  d$ 
termes ,   exprimé  par 

N  (x  ,y  ,i)T+^'  -  N(x  ,y  ,1)-^  -^-  N  (x,y  ,1)-^+^'; 

On  peut  en  faire  difparoître  dans  le  fécond,  un  nombre  exprimé 

par  N(x  ^y  ^  ^J^"^'- 

Et  rien  dans  le  troifième. 

Donc  ,  au  total  ,  on  peut  faire  difparoître  dans  les  trois 
polynômes ,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

T+t  T-i-t'  r-f-t"  T 

^(x,y,i)  -hJ\r(x,y,i)  -i-^(x,y,i)  —N(x,y,i)    - 

(Changeons  maintenant  l'ordre  des  équation?  j  écrivons  les  ainfi 

(xyj^  \)'  =  <^  * 

T+  «+  t''  • 

tepolyttome-multipacateur  de  la  première,  fera  C^,  y,  îJ  •  .3 

Celui  de  la  féconde,  fera. (x,y,i)  ' 

Celui  de  la  troisième  ,  fera .  ( x,y,\) 

On  pourra  ,  dans  le  premier ,  faire  difparoître  un  nombre  dô 
termes  exprimé  par 

N(x,y,l)T^'"^N(x.y,l)'^-\-N(x,y,l)^+K 

Dans  le  fécond,  un  nombre  exprimé  par  N(x ,y ,  \)  ^+', 

Et  rien  dans  le  troifième. 

Donc  au  total ,  on  peut  faire  difparoître  dans  les  trois  poly-: 
nomes  ,   un  nombre  de  termes  exprimé  par 

T+  t  T-ht'  T+t'  T 

^(x,y,l)  ■+-IVCx,y,i)  'i-^/'(x,y,l)  —N(x,y,i)    • 

On  voit  donc  qu'en  effet ,  le  nombre  de  termes  qu'on  peut 
faire  difparoître  dans  l'un  quelconque  des  polynômes-multipli- 
cateurs ,  varie  félon  l'ordre  qu'on  aura  adopté  pour  la  fucceffion 
des  équations  ;  mais  que  le  nombre  total  des  termes  qu'on  peut 
faire  difparoître  dans  la  totalité  des  trois  polynômes,  refte  conf- 
tamment  le  même. 

Pu 
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On  démontrera  de  la  même  manière,  qu'il  en  eft  de  même  du 
nombre  total  des  termes  de  la  plus  haute  ou  première  dimenfiou 
de  chaque  polynôme  :  qu'il  en  eft  même  du  nombre  total  des 
termes  de  la  féconde  dimenfion  de  chaque  polynôme  ;  &  aiiifi 
de  fuite. 

(  239)  Jufqu'ici ,  comme  ces  termes  font  abfolument  inutiles 
à  l'élimination,  nous  les  avons  toujours  confidérés  comme  devant 
être  exclus.  Cette  exclufion  n'eft  pas  indifpenfable  :  il  fufllt  ainfi 
qu'on  peut  le  conclure  de  ce  qui  a  été  dit  (  250  ),  de  ne  point 
les  compter  au  nombre  des  coëfficiens  qu'on  a  à  calculer  pour 
arriver  à  l'équation  finale  ,  ou  en  général  ,  au  but  qu'on  fe 
propofe. 

En  effet,  de  même  qu'on  peut  toujours  parvenir  à  faire  difpa- 
roître  dans  un  polynôme  donné  ,  à  l'aide  d'un  certain  nombre 
d'équations  données  ,  un  cçrtain  nombre  de  termes  ;  de  même  y 
&  par  le  même  moyen ,  on  peut  donner  à  un  pareil  nombre  de 
termes  de  ce  polynôme ,  des  coëfficiens  tels  qu'on  le  voudra.  On 
peut  donc  faire  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  ,  tout  ce 
que  l'on  voudra  d'ailleurs  ,  pourvu  qu'aucun  ne  foit  compté  au 
nombre  des  coëfficiens  utiles  à  l'élimination. 

(  2  4O')  On  peut  donc,  lorfqu'il  s'agira  de  procéder  à  l'élimi- 
nation ,  admettre  tous  les  différens  termes  dont  les  différens  po- 
lynômes-multiplicateurs font  fufceptibles  ;  &  lorfqu'on  aura  formé 
féquation- femme,  on  fera  le  maître  d'y  déterminer  arbitrairement, 
&  par  telles  conditions  que  Ton  voudra,  tant  dans  la  totalité,  que 
dans  chaque  dimenfion  ,  un  nombre  de  coëfficiens  égal  au  nombre 
de  ceux  que  l'on  fait  être  inutiles  à  la  queftion  ,  pourvu  feulement 
qu'on  ne  les  employé  pas  à  la  deftru£lion  d'aucun  nouveau  terme, 

(  2  4  I  •  )  Avec  cette  feule  attention ,  on  prendra  tels  de  ces 
coëfficiens  qu'on  voudra,  pour  en  former  des  équations  arbitraires, 
&  par  conféquent  pour  déterminer  ces  coëfficiens  :  on  n'aura 
jamais  à  craindre  d'être  conduit  à  une  équation  abfurde  ,  puif' 
qu'en  cela  on  ne  fait  qu'exécuter  ce  que  l'état  de  la  queftion 
fuggère. 

(242.)  Il  eft  inutile ,  fans  doute  ,  d'obferver  qu'il  faut  éviter 
de  comprendre  dans  ces  équations  ar'  itraires ,  celles  qui  anéan- 
tiroient  des  termes  que  l'on  veut  conferver.  Quoique  l'équation 
finale  à  laquelle  on  arriveroit  alors  ,  ne  fut  point  une  queftion 

Ce 
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abfurde ,  elle  ne  feroit  pas  néanmoins  ce  que  l'on  cherche  ;  il  y 
refteroit  alors  un  ou  plufieurs  termes  affectés  de  quelques-unes  des 
inconnues  qu'il  eft  queftion  d'éliminer. 

(243')  Il  y  a  encore  une  chofe  à  éviter  dans  la  formation  de 
ces  équations  arbitraires  ;  mais  cette  attention  très-rarement  né- 
ceflaire,  ne  pourra  être  bien  fentie  que  par  des  exennples  ;  aiuli 
nous  n'en  parlerons  que  par  la  fuite, 

(2  44-)  C'eft  par  cet  ufage  des  coëfficiens  mutiles  que  nous 
fommes  enfin  parvenus  à  donner  à  nos  calculs  une  forme  régulière, 
propre  à  les  rendre  auiïi  fimples  &  auffi  expéditifs  qu'il  eft 
poiïible;  propre  à  y  démêler  certains  fadeurs  qu'il  eft  important 
de  connoître  pour  avoir  fur  le  réfultat  d'un  fyftème  quelconque 
d'équations  ,  toutes  les  connoiffances  qu'elles  renferment  tacite- 
ment. Au  lieu  que  fans  cet  emploi  des  coëfficiens  inutiles ,  on 
ne  reconnoîtroit  plus  dans  le  cours  du  calcul ,  l'efpèce  de  fym- 
métrie  que  l'on  fënt  bien  devoir  avoir  lieu  dans  le  réfultat  de 
plufieurs  équations  de  forme  femblable  :  elle  fe  trouveroit  mafquée 
dans  tout  le  cours  du  calcul  :  &  les  fa£teurs  dont  nous  venons 
de  parler ,  combinés  avec  d'autres  fadeurs  non  fymmétriques  v 
deviendroient  très-difficiles,  &  pratiquement  parlant  ,  impoffibles 
à  reconnoître  ,  lorfqu'on  vient  à  traiter  des  équations  un  peu 
compofées,  ou  un  peu  nombreufes. 

(  2  4  5  •  )  ^^is  comme  il  importe  beaucoup  de  ne  pas  intro- 
duire dans  les  réfultats  des  calculs,  des  fadeurs  étrangers  ,  ou  qui 
ne  faflent  rien  connoître  de  ce  qui  appartient  effentiellement  aux 
équations  propofées  ,  on  peut  s'impofer  pour  règle  générale  , 
dans  la  formation  des  équations  arbitraires ,  de  fe  conduire  de 
manière  à  n'avoir  à  calculer  que  les  coëfficiens  utiles  à  l'éli- 
mination ,  c'eft-à-dire,  à  n'avoir  à  calculer  qu'un  nombre  de 
coëfficiens  égal  au  nombre  de  ceux-là  :  &  fi  la  chofe  n'eft  pas  pof 
fible*,  comme  il  arrive  quelquefois ,  il  fautfe  conduire  de  manière 
à-  n'avoir  à  calculer  que  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  pof- 
fible  au-delà  du  nombre  des  coëfficiens  utiles  à  l'élimination. 

Or  le  moyen  d'y  parvenir ,  eft  de  former  avec  tous  les  coëf- 
ficiens inutiles ,  s'il  eft  poffible ,  ou  avec  le  plus  grand  nombre 
poJTible  de  ces  coëfficiens  ,  un  pareil  nombre  d'équations  arbi- 

'*^I>u  mains ,  lorfqu'on  veut  conferver  L\  fy mmétrie  propre  à  faciliter  les  calculs. 
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traires,  lefquelles  ne  renferment  point  d'autres  coéfficiens  :  en 
obfervant  d'ailleurs  de  n'en  former  dans  chaque  dimenfion , 
qu'autant  qu'il  eft  permis  par  ce  qui  a  été  dit  (  25  j  ). 

Alors  (  2 1 2  &  2 1 3  )  il  ne  peut  réfulter  de  toutes  ces  équa- 
tions que  deux  chofes;  favoir,  une  équation  de  condition,  6c 
que  chacun  de  ces  coëfficiens  foit  =  o. 

L'équation  de  condition  ,  quoique  fouvent  inutile  à  l'objet 
principal  de  la  queftion  ,  fignifiera  cependant  toujours  quelque 
chofe  de  relatif  aux  équations ,  tel ,  par  exemple  ,  que  des  cas 
où  elle  peut  être  réfolue  plus  fimplement,  ou  à  l'aide  de  poly- 
nômes-multiplicateurs plus  fuTiples. 

Quant  à  la  conclufion  des  coëfficiens  égaux  à  zéro  ,  elle  pro 
curera  à  la  fuite  du  calcul  la  plus  grande  fimplifîcation  poflible. 

Sur  quoi  il  faut  obferver  que  puifque  nous  ne  confervons  les 
coëfficiens  inutiles ,  que  pour  en  difpofer  enfuite  pour  donner  aux 
calculs  la  forme  la  plus  fymmétrique  qu'il  fe  pourra  ,  il  faut 
conféquemment  à  cette  idée  ,  faire  entrer  dans  chaque  équation 
arbitraire,  tous  les  coëfficiens  analogues ,  c'eft-à-dire  ,  les  coëf- 
ficiens qui  appartiennent  à  des  termes  femblables  dans  chaque 
polynôme-multiplicateur. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  pour  le  préfent  fur  le  choix  , 
l'emploi  6c  l'ufage  des  coëfficiens  inutiles  :  les  exemples  que  nous 
donnerons  par  la  fuite ,  achèveront  d'éclaircir  ces  idées  générales. 

Divers  autres  ufages  des  méthodes  expofées  dans  cet  Ou" 
vrage^  pour  la  Théorie  générale  des  Equations. 

(  1^6.)  Les  moyens  d'arriver  à  l'équation  la  plus  fimple  , 
réfultante  d'un  nombre  quelconque  d'équations  de  quelque  degré 
que  ce  foit ,  ne  font  pas  les  feuls  avantages  qu'on  puifte  retirer 
du  travail  qui  nous  occupe.  On  peut  encore,  par  ces  mêmes 
moyens ,  parvenir  à  trouver  la  valeur  la  plus  fimple  d'une  fonc- 
tion quelconque  compofée,  comme  on  le  voudra,  des  inconnues 
qui  entrent  dans  ces  équations  ;  &  cette  valeur  la  plus  fimple  on 
peut  la  trouver  avec  des  conditions  particulières ,  &  propres  à 
(àtisfaire  à  quelques  vues  utiles. 

Ce  ij 
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Par  exemple ,  fi  ayant  les  trois  équations  quelconques 

fx,y,  iJ*  =  o  , 

on  demandoit  quelle  eft ,  en  vertu  de  l'exiftence  de  ces  trois 
équations,  la  valeur  de  (x,y ^  iJ^f  o"  ^"-  général,  de  tout 
autre  polynôme  formé  de  x^  y  &^i,  cette  valeur  étant  réduite 
au  plus  petit  nombre  de  termes  poiïible. 

Si  pour  fimplifier  les  idées  ,  nous  fuppofons  qu'il  ne  s'agit  que 
du  polynôme  (x^y^^J  ^,  il  eft  clair  i.°  que  fi  on  multiplie 

T-f 

la  première  e'quation  ,  par  le  polynôme  C  x ,  y,i)         t 

T—i' 
lafeconde  ,  par  le  polynôme. (x,y,i)  > 

T—t" 
la  troifièmc ,  par  le  polynôme. ..,.,.  (x, y, x)  f 

&  qu'on  ajoute  enfemble  les  trois  produits  ^  &  le  polynôme? 
propofé  ,  la  fomme  aura  la  même  valeur  que  le  polynôme 
propofé. 

2°  Qu'à  l'aide  des  coëfîiciens  introduits  par  les  trois  polynomes" 
multiplicateurs  ,  &  en  faifant  attention  que  la  condition  de 
l'exiftence  des  trois  équations ,  en  rend  inutiles  un  nombre  que 
nous  favons  a£luellement  déterminer  ,  il  fera  toujours  poflible 
d'anéantir  dans  cette  fomme  un  nombre  déterminé  de  termes. 

3.°  Que  le  moindre  nombre  de  termes  auquel  on  pourra  la 
réduire  ,  fera  moindre  d'une  unité  que  le  nombre  des  termes 
de  l'équation  finale  réfultante  des  trois  équations  propofées. 

4.°  Que  ces  termes  qui  compoferont  le  polynôme  final ,  valeur 
(du  polynôme  propofé  fx  ,y  _,  7^)  ^,  feront  d'ailleurs  ceux  que 
l'on  voudra. 

5.°  Que  par  conféquent,  on  peut  avoir  le  polynôme  (x  ^y^  ^^, 
exprimé  tout  en  x,  ou  tout  en^,  ou  tout  en  7^. 

(247*)  C'eft  donc  le  moyen  de  faire  ce  dont  nous  avons 
parlé  (  207  ) ,  c'eft-à-dire  ,  d'obtenir  le  réfultat  de  la  fubftitution 
des  valeurs  que  x  j  y  à^  \  peuvent  avoir  dans  les  trois  équations 
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Î^ropofées ,  d'avoir ,  dis-je ,  le  réfultat  de  leur  fubftitution  dans 
e  polynôme  propofé  ,  du  moins  d'avoir  tout  ce  qu'il  eft  pofTible 
d  en  avoir  de  rationnel  i  ôc  le  furplus  s'obtient  par  la  réfolution 
de  l'équation  finale. 

(  248-)  Nous  avons  fuppofô  ,  dans  ce  que  nous  venons  de 
dire  ,  que  T  étoit  plus  grand  que  1 1' t"  qui  {  ^7)  eft  l'ex- 
prefTion  du  degré  de  l'équation  finale  réfultante  des  trois  équa- 
tions propofées  j  fi  au  contraire  on  avoit  T  <C  1 1' t" ,  alors 
fuppofant  T'  =  tt't"f  on  multiplieroit 

T  —  t 
la  première  e'quatlon  par  (  x  ^  y ,  i  )  » 

T'—t'  ' 
la  féconde  par (  ''t  y  ^l  )  ' 

T  —t"  . 
&  la  troifième  par ».,.,,  (x, y,  :[)  f 

&  on  opéreroit  comme  il  vient  dêtre  dit. 

(  2  4  9-  )  Il  n'eft  cependant  pas  nécefiaire  de  recourir  à  des  pO" 
lynomes  auiïi  élevés  que  lorfqu'il  s'agit  d'avoir  la  valeur  ds 
{ X  j  y  }  \)''^  toute  en  jc ,  ou  toute  &n.y  ,  ou  toute  en  ;^.  Dans 
tout  autre  cas  on  peut  fe  contenter  d'employer  les  polynômes^ 
multiplicateurs 

Par  exemple ,  fi  on  demandoit  la  valeur  de  x^y  ^  conclu  deé 
trois  équations 

(x  ,y  ,  ^;'  =  o, 

exprimée  en  x  ^  y  ^\^  &  avec  la  condition  que  non  -  feule-* 
ment  x',  mais  encore  j/'  &  î[.'j  n'entraflent  point  dans  cette 
valeur  :  comme  x^y  ^  eft  de  la  dimenfion  y  ,  je  multiplierois 
chacune  des  trois  équations  propofées  par  un  polynôme  de  la 
forme  fx^y^  lJ''~'  ou  f^jy^lJ^t  &  ayant  ajouté  les  pro- 
duits avec  jc'^  :^,  j'obferverois  que  les  polynômes-multiplicateurs 
étant  de  degrés  inférieurs  aux  équations  propofées  ,  on  ne  peut 
y  faire  difparoître  aucun  terme  à  l'aide  de  ces  équations  ;  que 
par  conféquent  aucun  des  coëfficiens  indéterminés  de  ces  poly- 
nômes ne  fera  inutile.  J'au  rois  donc ,  pour  réfoudre  la  queftionj. 
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un  nombre  de  coëfficiens  =  ^  N(x ,  y  ,\)''  =  30;  or  (  f  p) 
ce  nombre  eft  précifément  celui  des  termes  divifibles  foie 
par  a;' ,  foit  par^^ ,  foit  par  ;^'  ,  dans  la  fomme  qui  eft  de  la 
forme  ( x,y  y-:^^)^  •,  donc  il  fera  poiïible  d'avoir  cette  fomme  fans 
que  X  ,  y  ôc  ^  s'y  trouvent  élevés  chacun  à  un  degré  plus  haut 
que  2  ;  &  puifque  cette  fomme  eft  la  valeur  de  x  '  y  :^ ,  on  a  donc 
la  valeur  de  oc  '^  ^  telle  qu'elle  a  été  demandée. 

(250.)  En  parlant  des  équations  complettes  nous  avons  dit 
{ U  )  ^"6  fi  l'on  avoit  un  nombre  quelconque  d'équations 

f  u  .  .  .nj'  =  o  , 
f  u  , . .  nj^'  =  o  , 
( u.  . .  nj'"  =  o  , 
(u  . . .  nj^"==  o  f 
&c. 

on  pouvoit  toujours ,  à  l'aide  des  /z  —  i  dernières ,  trouver  les 
valeurs  de  3c''~' ,  jy'  ""' ,  ^'  ~^,  &c.  On  voit  donc  actuelle- 
ment la  vérité  de  cette  aflertion ,  &  comment  la  chofe  pourroit 
être  exécutée ,  fi  on  en  voit  befoin  pour  procéder  à  l'élimination. 

(25  I  •  )  C'eft  ici  le  lieu  d'éclaircir  ,  &  de  prouver  plus  régU'* 
lièrement  ce  que  nous  avons  dit  (  ^6). 

Nous  avons  dit  (  ^6  )  que  lorfque  ,  d'un  nombre  donné  d'équa- 
tions ,  on  tire  les  valeurs  d'un  pareil  nombre  de  termes  ;  que  fi  ces 
termes  ont  un  divifeur  commun  entr'eux  ,  ces  valeurs  ne  font 
pas  les  feules  que  ces  équations  puiffent  fournir  ;  &  que  par 
conféquent  fi  ,  dans  la  folution  d'une  équation  ,  on  ne  faifoit 
ufage  que  de  ces  valeurs ,  la  queftion  ne  feroit  pas  réfolue ,  parce 
qu'on  n'y  auroit  pas  exprimé  tout  ce  que  les  équations  pro-- 
pofées  renferment. 

Par  exemple  ,  fuppofant  les  trois  équations 
fx,j,  i)'  =  o, 

(xy  y  y  V^  ==  °  f 
(x,y i  i)"  =  o  , 

dont  nous  fçavons  que  l'équation  finale  doit  être  du  huitième 

degré. 
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SI  ayant  pris  pour  polynôme-multiplicateur  de  la  première  , 
lin  polynôme  fx^y^  "{J^  tel  qu'il  convient  pour  arriver  à 
l'équation  finale  ,  nous  tirions  des  deux  autres  équations  les 
valeurs  de  :^* ,  de  y:^,  &  de  leurs  multiples,  pour  les  fubftituer 
tant  dans  ce  polynôme -multiplicateur  ,  que  dans  l'équation- 
produit  ;  alors  nous  ne  ferions  pas  difparoître  tous  les  termes 
qu'il  eft  poflible  [de  faire  difparoître  ;  ôc  l'équation  finale  à 
laquelle  nous  arriverions ,  n'appartiendroit  pas  à  la  queftion  que 
les  équations  propofées  expriment.  Il  feroit  encore  poflible  de 
conclure  des  deux  dernières  équations  la  valeur  d'un  ,  &  fouvent 
de  plufieurs  autres  termes.  Par  exemple  ici ,  on  pourroit  encore 
conclure  la  valeur  dej^'. 

En  effet ,  concevons  qu'on  multiplie  ces  cïeux  équations ,  ref- 
pedivement  par 

ÔC  qu'on  ajoute  les  deux  produits  enfemble  &  à^  '  ;  la  fomme 
fera  donc  la  valeur  dejy'.  Or,  à  l'aide  des  coëfficiens  indéter- 
minés qui  font  au  nombre  de  8  * ,  je  puis  faire  difparoître  tous 
les  termes  divifibles  par  7^""  ôc  parj/^;  ôc  avoir  par  conféquent  la 
valeur  dejK'  réfultante  de  la  fubftitution  des  valeurs  de  ^'  ôc 
éQ  y  7^,  c'eft-à-dire ,  propre  à  ne  plus  introduire  ni  ^*  ni  ^  ^. 
Donc  fi  je  ne  fubftituois  dans  l'équation-produit  qui  doit  dormer 
l'équation  finale,  que  les  valeurs  de  ^^  ôc  à&y  ^  tirées  des  deux 
dernières  équations ,  je  n'exprimerois  pas  tout  ce  que  renfer- 
ment ces  deux  équations  ;  je  n'arriverois  donc  qu'à  une  équation 
finale  qui  n'appartiendroit  pas  à  la  queftion.  Il  n'en  eft  pas  de 
même,  lorfque  les  valeurs  que  vous  tirez  des  n —  i  équations^ 
n'ont  pas  un  divifeur  commun.  Ces  valeurs  fubftituées  dans  le 
polynôme-multiplicateur  Ôc  dans  l'équation-produit ,  par-tout  ou 
elles  peuvent  être  fubftituées ,  exprimeront  tout  ce  que  ces  n  —  i 
équations  peuvent  dire. 

En  effet ,  dans  l'exemple  précédent ,  fi  après  avoir  tiré  des 
deux  dernières  équations  la  valeur  de  7  ^  ôc  celle  de  ^  '" ,  on" 
croyoit  pouvoir  en  tirer  encore  celle  d'un  autre  terme  ;  celle,  par 
exemple  de  x'y.  En  opérant,  comme  ci-deilus ,  on  n'auroit  que" 

*  Il  faut  ici  hait  coëfficiens  pour  faire  difparoître  ces  fept  termes ,  parce  que  les 
ftpt  cquation-  du  premier  degré  que  l'on  aura ,  font  chacune  ,  fans  aucun  teïme 
ai^foluaicnt  c^r.r.u. 
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huit  coëfficiens  pour  faire  difparoître  les  termes  divifibles  par_y* 
&  par  ^  * ,  lefquels  font  au  nombre  de  huit.  On  feroit  donc 
(212)  conduit  à  une  équation  de  condition,  fans  pouvoir  dé- 
terminer la  valeur  de  x* y  dégagée  de  j^%  ou  de:^*  ou  de  quel- 
qu'un de  leurs  multiples.  Donc  la  fubftitution  des  valeurs 
de  jy  *  ôc  de  :j^*  fuffit  pour  l'expreiïion  des  conditions  de  la  queftion. 

Conjidératïons  utiles  pour  abréger  confidérablement  le  calcul 
des  coëfficiens  qui  fervent  a  l'élimination. 

(  1  ')  1.)  Nous  pouvons  encore  ajouter  confidérablement  aux 
fimplifications  déjà  très-grandes  que  la  méthode  expofée  (  ipj  6* 
fuiv.  )  pour  le  calcul  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré,  offre  dans  le  procédé  de  l'élimination.  Nous  fuppoferons, 
dans  ce  que  nous  allons  dire  ,  que  les  équations  propofées  font 
toutes  complettes  ,  6c  du  même  degré  :  il  fera  facile  d'en  faire 
l'application  aux  équations  inpomplettes  ,  ainfi  que  nous  le  ferons 
voir  enfuite  ;  mais  l'expofition  fera  plus  çlairç ,  en  fe  repréfentant 
d'abord  les  équations  comme  complettes. 

(2530  Suppofant  les  coëfficiens  déterminés  des  termes  de 
chaque  équation  donnée ,  repréfentés  par  les  mêmes  lettres  dif-» 
tinguées  feulement  par  des  accens ,  ainfi  que  nous  l'avons  pra- 
tiqué jufqu'ici  ;  funpofant  la  même  chofe  pour  les  coëfficiens 
indéterminés  des  polynômes-multiplicateurs  de  chaque  équation  ; 
il  efl:  aifé  de  fentir  que  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de 
l'un  des  polynômes-multiplicateurs ,  fe  trouvant  dans  un  terme 
quelconque  de  l'équation-fomme,  affedé  d'un  coefficient  déter- 
miné de  l'un  des  termes  quelconque  de  l'équation  dont  ce  po- 
lynôme eft  multiplicateur  j  il  eft  aifé  ,  dis-je ,  de  fentir  que  le 
coefficient  indéterminé  du  même  terme  de  chaque  autre  poly- 
nôme-multiplicateur ,  fe  trouvera  auffi  dans  le  même  terme  de 
l'équation-fomme ,  &  s'y  trouvera  affe£té  du  coefficient  déter- 
tniné  du  même  terme  de  l'équation  dont  ce  polynôme  eft 
multiplicateur. 

Donc  s'il  n'y  a  que  deux  équations  ,  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  total  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme,  les 
équations  particulières  qui  en  réfukeront,  feront  de  cette  forme 

yia+Aa'=o,  Ah-hAb'-j-Bc+B'c'  =  o,  Af-i-  A  f  +  B  d  + B'à  +  Ct  +  C'e'  =  0i 

&  ainfi  de  fuite.  S'il 
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S'il  y  a  trois  équations  ,  les  mêmes  équations  particulières 
lêront    de    cette  forme 

As+Aj+A'a     =o  .    Ab-^Ab  +  A'h'+Vc-^S'c+B'c"  =  0, 
Ad  +  Ad+A'd'  -f-  Be   -J-    B  t'  4-  B"«"   +   C/  +  C/  4-  Cf    =  o; 

&  ainfi  de  fuite ,  &ic. 

Et  ces  équations  feront  au  nombre  de  «  —  i  ,  fi  /:  eu  le 
nombre  des  coëfficiens  indéterminés. 

Ces  équations  peuvent  être  calculées  beaucoup  plus  rapidement 
qu'en  fuivant  littéralement  la  règle  que  nous  avons  donnée  (  ip8  ). 

(  2  5  4-  )  Nous  avons  vu  (  198  )  que  dans  le  calcul  des  lignes , 
il  importoit  peu  dans  quel  ordre  on  eût  primitivement  écrit  le  pro- 
duit des  inconnues  qui  fert  à  calculer  ces  lignes  ,  pourvu  que 
leur  ordre  fât  confervé  dans  toute  la  fuite  du  calcul.  Dans  les 
équations  dont  il  s'agit  à  préfent ,  il  y  a  beaucoup  à  gagner  à 
choifir  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  d'abord  le  produit  des  incon- 
nues ,  quoiqu'il  n'y  ait  à  cela  aucune  obligation. 

L'ordre  le  plus  convenable  eft  de  groupper  toutes  les  lettres 
femblables  :  on  n'eft  pas  pour  cela  alTujéti  a  aucun  ordre  parti-» 
culier  entre  ces  grouppes. 

Par  exemple ,  fi  les  inconnues  font 

^   ,    B  ,    C  ,    D  , 

A' ,    £'  y    C\   D'. 

Entre  toutes  les  différentes  manières  d'écrire  ces  huit  lettres  à 
Ja  fuite  les  unes  des  autres  ,  je  préfère  ,  ôc  m'arrête  à  l'une 
quelconque  des  fuivantes  , 

AA'  BB'CC  DD\  £B'AA'CC'DD\   DD'£B'AA'CC\  &ci 

Si  les  inconnues  font 

A  ,    B  ,    c  ,    Dy 

A\    B'  ,     C ,    D', 
A",    B'\    Ç",.  D", 

entre  toutes  les  différentes  manières  d'écrire  ces  douze  inconnues 
à  la  fuite    les   unes   des  autres  ,  je  préfère  l'une   quelconque 

Dd 
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des  fuivantes 

AAA'  SB  B"  C  CC'DD'D" ,  BBB'AA'A'CCC"DDD'.  CC'C  DDD"AA'A"B  BBr,(cci 

&  ainfi  de  fuite. 

C'eft-à-dire ,  que  l'ordre  dans  lequel  on  écrira  les  grouppes-  j 
eft  abfolument  arbitraire. 

(2550  Examinons  préfentement  les  conféquences  que  ce 
choix  nous  offrira  dans  la  pratique  de  la  règle  donnée  (  15)8). 
Mais  remarquons  auparavant  qu'il  n'eft  pas  indifpenfable  ,  dès 
le  commencement  du  calcul  des  lignes  ,  d'écrire  le  produit  de 
toutes  les  inconnues.  S'il  y  a  des  équations  plus  (impies  les 
unes  que  les  autres ,  on  peut  préférer  de  conimencer  par  celles- 
là  ;  ôc  alors  en  les  employant ,  on  peut  fe  difpenfer  d'écrire  les 
grouppes  des  inconnues  qu'elles  ne  renferment  pas  ,  &  ne  les  in- 
troduire que  lorfqu'on  viendra  à  employer  les  équations  qui  les 
renferment. 

(255.)  Suppofons  donc  qu'on  ait  les  trois  équations  fuivantes 

^  a    -4-  ^  '  <j  '  =  o  , 

yil>    -\-  A'b'   -^  Bc  -\-  B'c'  —o  -, 

B  il  ^  B'  d'  =0. 

En  calculant  la  valeur  de  AA'EB',  nous  aurions 

première  ligne...  (aA'  —  a' A  )  B  B'  ^ 

•  fcconde;  ligne.  ...  (ah'  ~  a' b  )  BB' —  (aA' —  a<  A  )  .(  c  B'  —c'B)\ 
troifième  ligne..  (  ah'  —a' b  )  .  (  d  B'—d' B  )-ir  (aA' —  a'A  ).(cd' —  c'd). 

Si  l'on  obferve  attentivement  la  compofition  de  ces  différentes 
lignes  ,  on  verra  facilement  que  chaque  combinaifon  comme  ab'f 
ou  c  c/' ,  ou  c  ^' ,  ou  aA' ,  eft  toujours  accompagnée  de  fà  cor- 
refpondante  a'  b  y  c'  d,  c'  B ,  a  'A,  avec  un  figne  contraire. 

Que  dans  la  dernière  ligne ,  dans  celle  qui  donne  les  valeurs 
des  quantités  ^,  ^';  B,B'y  chaque  combinaifon  d  B'  ou  d' B , 
a  A'  ou  a' A ,  a  pour  multiplicateur  le  fyftème  ab'  —  a'b, 
«u  c  d'  —  c'  d  des  deux  combinaifons  de  coëfficiens  déterminés  : 
d'après  cela,  avec  un  peu  de  réflexion  ,  on  verra   qu'on  peut 
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énoncer    ainfi    le  procédé   pour  arriver   aux  valeurs  des  coëf- 
fîcieiis    de    l'un    des    polynômes  -  multiplicateurs  ,   ôc    pour   en, 
conclure  celles  des  coëfficiens  de  l'autre  polynôme. 

(2  ')  ~^.)  Procédez  au  calcul  des  lignes  ci-defliis ,  en  ne  fal- 
fant  d'échange  (  198  )  que  pour  un  feul  des  deux  coëfficiens  ana- 
logues :  faites  cet  échange  toujours  dans  le  même  ordre  ,  c'eft- 
à-dire ,  par  exemple,  toujours  fur  celui  de  ces  deux  coëfficiens 
qui  fe  trouve  écrit  le  premier.  Obfervez  d'écrire  les  coëfficiens 
déterminés  ,  que  vous  fubftituez  pour  échange ,  dans  le  même 
ordre  que  ceux  auxquels  vous  les  fubftituez. 

Alors  au  lieu  des  quantités  ah' —  a'  b ,  c  d'  —  c  d' ,  6cc.  vous 
n'aurez  dans  k  dernière  ligne ,  ou  dans  les  lignes  confécutives,que 
les  combinaifons  a  b',  c  d' ,  ôcc.  mais  comme  vous  fçavez  que  ab' 
ne  va  point  (ans  a'b,  que  c  d'  ne  va  point  fans  cV,  &c.  vous 
les  rétablirez  facilement  ,  lorfque  vous  le  jugerez  à  propos  ,  fi 
vous  employez  un  figne  pour  exprimer  cette  abbréviation  :  ainfi 
dorénavant  ,  nous  écrirons  en  cette  manière  (a  b'J  au  lieur 
de  a  b'  —  a'b;  ( a  c' )  au  lieu  de  c  c'  —  a' c  ;  fbc')  au  lieu  de 
bc'—b'c*. 

Lorfque  vous  aurez  déterminé ,  félon  ce  qui  a  été  dit  (  198  )  , 
les  valeurs  des  coëfficiens  indéterminés  qui  fe  trouveront  dans  lat 
dernière  ligne  ,  vous  aurez  les  valeurs  de  leurs  analogues  ,  en 
changeant  le  figne  des  premières  ,  6c  l'accent  de  la  lettre  qui  fe 
trouvera  feule ,  ou  hors  des  parenthèfes. 

Ainfi  ,  dans  l'exemple  ci-defTus ,  j'aurois 

première  ligne aA'IIB', 

féconde  ligne.  ....(ab')£B'  — aA'c£\ 
troiCème  ligne (  ab'  )  d  £'  -\-  a.4'  (  c  d'  )  ; 

d'où  (  ïi)8  )  je  conclurois  A'  =  a(cd' )  ,  B'  =  d(ab' );  8c 
changeant  le  figne  ,  &  en  même  temps  l'accent  des  lettres  hors 
des  parenthèfes,  A=^a'('cd'J,  B  ^^d'  (a  b'J. 

*  Nous  ne  donnerons  cette  fignification,  aux  parenthèfes  ,  que  lorfqu'elles  feront 
appliquées  à  des  monômes  ;  les  parenthèfes  appli-iue'es  à  des  quantités  complettes  , 
continueront  d'avoir  leur  fignification  ordinaire. 

Ddij 


212        ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

(  2580  Soient ,  pour  fécond  exemple  ,   les  cinq  équatîoîî? 
fuivantes 

A  a  -^    A'  a'  =  o  , 
Ab  -^  A'  b'  -i-   B  c   +    ^'c'  =  o, 
iAd  -^  AW  •\-  Be  -^  B'  e'  -^    Cf-\-C<f  =  o-, 
B  g  -h-   B'g'   -+-    Ch  -ir    C  h'  =  oj 
Cl  -\-   C'V  =  o. 

'"  J'auroîs  comme  il  (lit 

première  ligne. . .  ,  a  A'  B  B' , 

fceonde  ligne H  ab')  B  B'  —  a  A'  c  B  ]C  C  ^ 

iroifième  ligne  ... .  [(.ab' )eB'—(ad'}  c  B' +  aA(c  e']-}CC'  +  [(<ih')  B  B'  —  0  A'  c  B'  ■\fC'  r 
quatrième  ligne...   [(ab' ).{e  g' )  —  {ad  )  .(cg' )-iC  C  —  Uab')eB'-iad' )cB'  +  aA'  i.ce')  ThC^ 
•+■  Hab'-igB'  +aA'{cg  )-\fC' , 

ien  omettant  les  termes  où  refteroient  B  B'  Sx.  A'B'  qui  difpa- 
roîtroient  dans  la  ligne  fuivante. 

ïinquièrae  ligne..  .  {{ab').{eg')~iad').{cg')'ilC'  +  [hî').i(ai')eB'-{ad')cB'+aA{ce'iy 
—  (fl    ).l(ab')gB'  +  aA'lcg')2; 

)d'oii  (  i5>8  )  l'on  tire 

A'=-a(cg^).(fl')+a(ce').(hr), 

B'=  —  g(ab<).(fl'  )  H-  e(ab').(hV)~c(ad').(hl')^ 

C'=       l[(ab').(eg')-(ad').(.-g'j]i 

&  (  257  )  par  confe'quent 

A  =      a'(,g').(fl')^a'(ce').(hl'), 
B  =      g'  (  ab'  )  .  (  fl')  -  e'  (  cib'  )  .(  h  V  )-\-c'  (ad')  .(kV)t 
C=-l'i(ab').(eg')-  (ad'),(cg')-[. 

(2  5  9')  Lorfque  les  polynômes-multiplicateurs  font  au  nombre- 
îde  trois  ,  alors ,  non-feulement  chaque  combinaifon  comme  ab', 
ou  ab" ,  ou  a'b" )  &c.  eft  toujours  accompagnée  de  fa  corref- 
pondante  c'/»,  a!'b^al'b\  avec  un  figne  contraire;  mais  encore 
chaque  combinaifon  comme  (ab'  —  a'b)c"  eft  accompagnée  de 
ces  deux  autres  —  (a  b"  —  a!'b)  c'  &  -4-  (a'b"  —  a"b')  c  ;  c'eft- 
^-dire  ,    que  les  valeurs  des  coëfiiciens  indéterminés   font  des 
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î(*on£lions  de  combinaifons  telles  que 

(u^'—  a'b)c"  —  (ab"  —  a"b)c'  -f-  (  a! b"  —  a"b')ci 

&  àe  ab'  —  a'biûc'  —  de ,  ad'  —  d'c  ,  &c. 

De  plus  Ç\  A  ^A' ,  A"  repréfentent  trois  de  ces  coëfficlens  ;  des 
combinaifons  de  deux  dimenfions  a  V —  a'b,ab" —  a"b,  a'b" —  a"b'f 
ce  fera  la  combinaifon  a'b"  —  a"b'  qui  entrera  dans  la  valeur 
de^;  la  combinaifon  ab' — a'b  entrera  dans  la  valeur  àt  A" i 
6c  la  combinaifon  ab" — û''^  entrera  dans  celle  de  ^ ',  laquelle 
fera  de  figne  contraire  aux  deux  autres. 

Par  exemple ,  fi  on  a  les  cinq  équations 

j4a+  A'  a'  +  A" a'<  =  o, 

Ab-\-  A'  b'  ■+-  A"  b"  =  o  , 

Ac  ■+-  A'c-'  ■+-  A"c"  -i-  £d-\-  B'd'  +  B"  d"—o, 

£e  ^  £'  e'  ^  £<^e"  =  o, 

£/-h  £'/'  -+-  £"/"=  o. 

Si  on  calcule  la  valeur  de  AA'A"BB'B"  conformément  à  cQ 
qui  a  été  dit  (  ip8  ),  on  aura  comme  il  fuit 

frcmiète  ligne.. .  a  A' A'  —  a   A  A"  4-  a"  A  A"  ^ 

féconde  ligne.  .  .   iiâb' —  a' b)A" —{ab"  —  a   b)  A'  -h  (a'u    —a'b')A]  3  B'  3'  , 

Cioifième  ligne. .  [{ab' ■'—   ab)c'  —  {ab" —  ah)c'+    {a'b"  —   a' 6' )  c  ]  B  B   5" 

—  Hab—a'b)A—(ab—ab]A+[ab'—ab')A'i.{dBB'  —  â£B'  +  cl'B3)i 

quatrième  ligne,   [{àb'  —  a'b)  c" -^[ab"  •—  ab)  c' +  (a  b'  -^  a'b')  c}  .{eB3"—e'B  B"  ^- e' B  B  ) 

■+■  Hab'-ab)A'-  lBb'-a"b)A  +  (ab''~  a'l)A].Ude'-~d'e)B'~{de'-d'c,B'-h  U'e  ~d"e)3']i 

cinquième  ligne.  [(  ab'  -^  a  b)e"  ^  {ab'—ab)c'  -i-  {  ab"  —  d' b'  )c]  .[  (ef-e'f)B'-^{ef'-e'f)B'+(ef'~e'f]B'i 
■^  Uttt>'^a'b)A'-  { tb"—  a  b)  A  -i-  (a'  b'-  a'b'  )  A]  .lids'  ^  d'e  )f'  -  (de"  -  d'e)  f +  {d'e''-  d"e')fl, 

Réfultat  dans  lequel  (  ip8  )  chaque  quantité  A  ou  B  f 
A'  ou  B' ,  &c.  ayant  pour  valeur  fon  coefficient ,  il  eft  évident 
que  ces  valeurs  ont  les  qualités  que  nous  avons  annoncées. 

D'après  ces  obfervations  ,  fi  par  abbréviation  nous  repré^ 
fentons  une  quantité  de  la  forme 

(ab'  —  a'b)c"-.  Ç  ab"  —  a"  b  )  c'  -f-  (a'b''  —  a"  b'  )  c , 
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ou  (a  h'  )  c"  —  (a  b'  )  c'  -h  f  a'b"  )  c ,  par  la  feule  quantité 
(ab' c") ,  on  peut  donc,  à  l'exemple  de  ce  que  nous  avons  fait 
(  25-7  ) ,   réduire  tout  le  calcul  à  ce  qui  fuit. 

(  260.)  Dans  le  calcul  des  lignes  ,  échangez  feulement, 
relativement  à  chaque  grouppe  AA'a"  ,  BB'B",  ouCC'C",ôcc. 
celle  de  ces  lettres  qui  fe  trouve  la  première  dans  l'ordre  de  la 
lecture  ;  échangez  ,  dis-je ,  cette  lettre  contre  fon  coefficient 
dans  l'équation  que  vous  employez  pour  le  calcul  de  cette  ligne  ; 
à  mefure  que  vous  aurez  épuifé  un  grouppe  ,  renfermez-en  le 
réfultat  entre  deux  parenthèfes  :  &  lorfqu'arrivéà  la  dernière  ligne 
vous  voudrez  conclure  les  valeurs  des  inconnues  qui  y  reftent  , 
renfermez  auffi  entre  deux  parenthèfes ,  chaque  combinaifon  de 
deux  dimenfions  ,  qui  s'y  trouvera  ;&  pour  de  celles-ci,  conclure 
les  valeurs  des  inconnues  analogues ,  opérez  comme  dans  cet 
exemple-ci. 

Suppofons  que  j'aie  trouvé  A"  =  fab' )  .  (bc'd" ).  Je  pafle 

fuccelTivement  àt  A"  ^^  A'  6c  ûq  A'  à  A  ;  dans  ce  paflTage  j'é- 
change dans  la  quantité  de  deux  dimenfions  feulement  l'accent  " 
en  '$c  '  en  ",  &  le  figne;  ce  qui  me  donne  A'^=  —  fa  b")  .  (b  c'd"); 
dans  celui-ci  j'échange  l'accent  '  en  zéro  6c  zéro  en  ',  dans  la 
quantité  de  deux  dimenfions  feulement  j  6c  le  figne  i  ce  qui  me 
donne   A  =  (a! b" )  .  (b  c' d" ). 

D'après  ces  obfervations  fi  nous  reprenons  les  cinq  équations 

4a  -4-  AU'  -+-  A"  a"  —  o, 

A  h  -^  A'b'  -^-  A"b<-  =  o, 

A  c  ^  A'c'  -+-  A"c"  -H  £  d-i-£'d'-t-.B"d"=so, 

B  e  -f-  £'e'   ~i-H"e"  =  o, 

£  /-h  B'  f  -+-  B"f"  =  o. 

Nous  pourrons  donc  procéder  au  calcul   de  AA'A"BB'B'^ 
d'une  manière  beaucoup  plus  expéditive ,  comme  il  fuit 

Première  iigne...  a  A'  A", 

Seconde  ligne...  a  b' A"  BB'B", 

Troifième  ligne..  (ab'c")BB'B"  —  ab'A"4B'B", 

Quatrième  ligne,  (ab'  c")eB'B"  ■+-  ab'A"de'  B"  , 

Cinquième  ligne.  (  ab' c"  ),(ef  )  B"  —  ^ab')A"(dc'f"). 
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D'où  l'on  tire 

&  par  confcquent 

^'   =  -I-  (ab").(de<f"),     B'  —  —  (ef").  ( ah'c")  , 
et A    =  —  (a'b").(de'f"),     B   =->r  (i'f"  ).(  ab'c"). 

Valeurs  qui  en  fe  rappellant  la  fignification  des  parenthèfes  , 
reviennent  abfolument  à  celles  que  nous  avons  trouvées  d'abord. 

(261.)  S'il  y  avoit  quatre  polynômes-multiplicateurs ,  les 
igrouppes  feroient  de  quatre  coëfficiens  ;  &  alors  on  feroit  l'é- 
change de  chaque  lettre  de  chaque  grouppe  ,  contre  fon  coeffi- 
cient dans  l'équation  qu'on  employé  au  calcul  de  la  ligne  ac- 
tuelle ,  &  cela  jufqu'à  ce  que  ce  grouppe  fut  épuifé  :  à  mefure 
que  chaque  grouppe  feroit  épuifé  ,  on  en  renfermeroit  le  réfultat 
entre  deux  parenthèfes  ,  ce  qui  donneroit  des  quantités  de  la 
forme  (a  b' c"  d"  J.  Et  lorfqu'arrivé  à  la  dernière  ligne  ,  vous 
voudrez  conclure  les  valeurs  des  inconnues  qui  s'y  trouvent  ; 
renfermez  auffi  entre  deux  parenthèfes ,  chaque  combinaifon  de 
trois  dimenfions  qui  s'y  trouvera  :  &  pour  de  celles-ci  conclure 
les  valeurs  des  inconnues  analogues  ,  opérez  comme  dans 
l'exemple  que  voici. 

Suppofons  que  j'aie  trouvé  A'"  =   ( ah'c" ) .  ( de'f'g'" ) ;   je 

pafTerai  fucceffivement  de  A'"  à  A"  ,deA"  ï  A'  i  &cdQ  A'  k  ^4  i 
favoir  de  A'"  à  A"  ^  en  changeant  dans  la  quantité  de  trois 
dimenfions  feulement  "  en  "' ,  &  le  figne  ;  ce  qui  donne 
'A"=  —  fa  b'  c'") .  (de'f"^").  De  A'  à  A',  je  changerai  dans  là 
quantité  de  trois  dimenfions  feulement  '  en  "  &  le  figne  ,  ce 
qui  donne  A=->r(ab"d")  .  fde'f'g'")-  De  ^'  à  ^  ,  je  chan- 
gerai dans  la  quantité  de  trois  dimenfions  feulement  ,  zéro  en  ') 
&  le  figne,  ce  qui  donne  A  =  — fa' b"c"'J .  fde'f"g^"J. 

Il  eft  bien  facile  a£hiellement  d'étendre  cette  règle  à  un  plus 
grand  nombre  de  polynômes. 

(262.)  Quant  aux  quantités  de  la  forme  fa  b'c"d"'J,  &  en 
général  de  la  forme  f  ab' c" d'" é^'p' ,  àic.  )  il  fera  toujours 
facile  de  les  avoir,   en  obfervant  qu'elles  ne  font  autre  chofe 
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que  la  valeur  de  l'équation  de  condition  néceflaire  pour  qu'uni 
nombre  n  ( n  étant  le  nombre  de  ces  quantités^  d'équations 
renfermant  un  nombre  n  d'inconnues  du  premier  degré ,  fans 
aucun  terme  abfolument  connu  ,  puiflent  avoir  lieu  à  la  fois. 

Par  exemple,  fab'J  eft  la  valeur  de  l'équation   de  condition 
néceffaire ,  pour  que  les  deux  équations  fuivantçs  puifTent  ayoit 

Heu  i 

a  X    ■+•    b  y  =  o  f 

a'  X     -^   b'  y  =  o. 

Pareillement  fab'c")  eft  la  valeur  de  l'équation  de conditioij 
néceffaire ,  pour  que  les  trois  équations  fuivantes  aient  lieu 

a  X  -i-5_y-(-<r^^o, 
a'  X  •+-  b'  y  +  c'  1  =  o  , 
a" X     -1-    b"y  -f-   c"i   =   o. 

Il   en    eft  de   même  de  fab'c"d"'J    à    l'égard   des  quatre 
^équations 

a   X  -+-  b  y  -+■  c    ■[  -f-  d  t  =  o  , 

a'  X  ■+■  b'  y  -+-  c'  i  -+-  d'  t  =:  o , 

a" X  ■+■  b" y  -f-  c"î  -f-  <f"/  =  Q  , 

a"'x  -h  b'"y  H-  c'"i  -4-  d"'i  =  o; 

&  ainfi    de  fuite. 

Ces  quantités  feront   donc  toujours  faciles  à  calculer  par  la 
règle  que  nous   avons  donnée  (212). 

(  2  6  3  •  )  Mais  fi  on  veut  fe  difpenfer  de  toute  attention  fur 
les  changemens  dans  les  accens  ôc  dans  les  fignes ,  lorfqu'il 
s'agit  de  conclure  de  la  valeur  des  inconnues  qui  entrent  dans  la 
dernière  ligne ,  celle  des  inconnues  analogues ,  on  le  pourra  tou- 
jours dans  la  matière  qui  nous  occupe  principalement  ici  ;  car 
on  peut  toujours  fe  difpenfer  de  chercher  i'expreiïion  particu- 
lière de  chaque  inconnue.  En  effet ,  nous  n'avons  à  calculer  la 
valeur  de  chaque  inconnue  ,  que  pour  la  fubftituer  enfuite  dans 
une  dernière  quantité  où  cette  inconnue  fe  trouve  ;  or  cette 
fubftitution  s'opère  ainfi  que  nous  l'avons  dit  (207),  en  procédant 

au 
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feiu  calcul  d'une  nouvelle  ligne,  à  l'aide  de  cette  dernière  quan- 
tité confidérée  comme  équation. 

Par  exemple,  Ci  on  demandoit  quelle   eft  la  valeur  de 

^^  -H    ^<g<    -4-    A"g"  -i-  Bh    -^    B'h'  -H  B"h"  ; 

en  vertu  des  cinq  équations  propofées  (  2(^0  )  ;  ayant  trouvé 
pour  dernière  ligne  la  quantité 

(ab'c")€f'B"—    ab'  A"(de'f"  ), 

je  procéderois  au  calcul  d'une  nouvelle  ligne  en  employant 
la  quantité 

■^  g  -^  ^'ë  -+-  -^"ë'  -^  B  k  -h  B'/i'  -h  B"h" 

comme  une  nouvelle  équation  ,  &   j'aurois 

(ab'c").(e/'/,")    -    (al>'g"),fde'f"  ), 

pour  réfultat  de  la  fubftitution  des  valeurs  dt  A,A\A",  B,B',B", 
dans  la  quaî3=tité  propofée ,  &  cela  fans  entrer  dans  le  détail  de 
l'exprefllon  de  la  valeur  de  chacune  de  ces  quantités  *. 

(  2  54')  Cette  manière  de  procéder  au  calcul  des  inconnues  , 
en  les  grouppant ,  n'eft  pas  applicable  feulement  à  notre  objet  ; 
elle  peut  en  général  être  appliquée  dans  toutes  les  équations  du 
premier  degré. 

Si  l'on  avoit,  par  exemple ,  les  quatre  équations  fulvantes 

a    X  -h  b  y  -i-  c    ^-4-<ff-j-<f   =o, 
a'  X  -i-  b'  y  -^  c'  ^  -^-  d'  t  -i-  e'  =  o  , 

a"x  ■+■  b"y  -j-  t"ï  -+-  (f"r  -f-  e"  =  o  , 
a"'x  ■+-  b"'y  4-  c"'i  +  d"'t  ■+■  e"'=  o. 

En  fe  rappellant  que  (  ip8)  chaque  inconnue  a  pour  valeur 
le  coefficient  qu'elle  fe  trouve  avoir  dans  la  dernière  ii^ne  , 
divifé  conftamment  par  celui  que  l'inconnue  introduite  aura  dans 
cette  même  ligne  ,  on  verra  bientôt  qu'on  peut  réduire  le  calcul 
à  chercher  le  coefficient  de  l'une  quelconque  des  inconnues  dans 
la  dernière  ligne  ;  parce  que  de  la  même  manière  qu'on  en  aura 
calculé  un,  on  calculera  de  même  tous  les  autres  :  ou  même, 
lorfqu'on  en  aura   calculé  un  ,  on   pourra  en  déduire  tous  les 

*  Ce  réfultat  doit  naturellement  avoir  un  divifeur  ;  mais  comme  nous  n'aurons 
à  faire  ces  fubftitutions  que  dans  des  équations  ou  ce  divifeur  fera  commun  à  tOBS 
les  termes,  nous  pourrons  toujours  l'omettre. 

Ee      • 


:  i) 
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autres ,  lorfque  les  équations  auront  toute  la  généralité  pofTible  *,■ 
Or  pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  d'une  des  inconnues  dans 
la  dernière  ligne ,  la  queftion  fe  réduit  à  calculer  la  valeur  du 
produit  des  autres  inconnues.  Mais  pour  ne  pas  fe  tromper  fur 
les  fignes ,  il  faudra  toujours  ne  pas  perdre  de  vue  ,  la  place  que 
c^tte  inconnue  eft  cenfée  occuper  dans  le  produit  de  toutes  les 
inconnues.  Ainfi,  dans  le  cas  préfent ,  au  lieu  de  calculer  généra- 
lement la  dernière  ligne  pour  avoir  xy  \t  u  ,  je  calcule  feule- 
ment cette  dernière  ligne  ,  pour  j/^rzz  :  &  pour  l'avoir  de  la 
manière  la  plus  commode  ,  je  grouppe  en  cette  manière , 
y  \.  tu,  &  je  procède  comme  il  fuit ,  au  calcul  des  lignes  , 
obiervant  que  y  eft  cenfé  à  la  féconde  place. 

Première  ligne..  —  h  ^.tu  —    y^.du. 

Seconde  ligne. .  +  (fc  O  •  t  u  —  i  ? .  <f' a  4-   fj.du  +  yj.fde')^ 

Troifièmeligne.  —  (ic).<i'u  4.  (bc")  .  d' u  —  b^.  Id'  e")  —   ib'c'').du+  fc'j.  (de")  —  J"?  .  (rfe'), 

Quatnème  ligne  +(bc')  .  ld"e")  —  (Jt") .  (  de'")  4- (i  «"')  .(<iV  )  +  (6  c ').  {de'")  —  (  fcV)  .(de"  ) -J-  (6"c"').(  de'.)i 

c'eft  le  coefficient  de  x  dans  la  dernière  ligne. 

Pour  avoir  celui  de  u,]e  calculerois  de  même  la  valeur  de 
^y  Z.^  }  eri  le  grouppant  ainfi  xy.T^t  ,  &  je  trouverois  pour 
valeur  du  coefficient  de  u  dans  la  dernière  ligne ,  la  quantité 

if<i»').(e"d"')  —   (<i6'').(£'d"')  ■4-(a6'y.{<:'d")  +  (a' fc")  .  (  cd'"  )  —  {a' h'  ).(cd")  4-  (fl"t"'  ),{cd'  )i 

D'où  je  conclus 

4-  {bc).l.d'e"')  —  (bc   )  ■(d'e"')+(fc':'")-^'e")+(&V').(de"')  — (iV'M  .(de")-f.  [V  c"  )  .  {dt) 

t«fc)  .(c'd'")— (a  £.").(  c'd'")  +  (ai").(i;d")  -f- (a' fc") .  (  c  d'   )  —  (ai"') .  i  c  d' ')  +  (a"  i  "  ).  (c  d')  ' 

'&  ainfi  de  fuite. 

(^26$ .)  Si  j'avois  les  cinq  équations  fuivantes 

ax-y-by-^-c^-^-dr  +  et-^f  =0, 
a'  X  +  b'  y  -^-  c'  i  -H  d'  r  +-  e'  t  •+■  /'  =  o  , 
a"  X  H-  b"y  -^  c"i  4-  </"/•  -<-  e"  «  -H  /''  =  o  , 
a"'x  -H  b"'y  4-  c"\  4-  d"W  4-  e'"t  4-  /'"  =  0  , 
a^x  4-  b"y  4-  c-"î   4-    <f"r  4-   e"/    4-    /"  =  0. 

*  Voyez  le  Cours  de  Mathématiques  à  l'ufage  des  Gardes  de  la  Marine,  lomellU 
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Je  calculerois ,  par  exemple  ,  le  coefficient  de  x  dans  la  der- 
nière ligne,   en  calculant  j' :[/■.  ru,   ouy  :^.  r  t  u,  ou  y?. rt.u. 

Si  j'avois  fix équations  dont  les  inconnues  £uKentx,j,:^,r,s  &  r, 
je  calculerois ,  par  exemple  ,  le  coefficient  de  x  ,  en  calculant 
ouj/  T^.  rs .  tUt  OM  y:{^r  s  .  t  u  f  ou  y  i^r.s  tu,  &  ainfi  de  fuite. 

(  266.)  Pour  donner  un  exemple  frappant  de  l'avantage  dô 
notre  méthode  pour  profiter  des  fimplifîcations  auxquelles  l'ab-. 
fence  de  quelques  termes  peut  donner  lieu. 

Suppofons  qu'on  ait  les  douze  équations  fuivantes  ' 

^a  -+-  ^'a'  H-  ^"a"  =  o,  * 

,/it  -i-  A'b'  -H  A"b"  —  o  , 

Ac  -i-  A'c'  -»-  A"c"  -h  £a-i-  £'a' -h £"a"  =s  o, 

£  l>  -h  B'b'  -f.  Ji"b"  =  o  ^ 

^  c-  -H  B'c'  -+-  B"t"  =  o  , 

£  d  -i-  £'d'  H-  jS"d"  -f-  C  a -h  C'a'  -h  C'a"  =  0  ,• 

Cb   -f-  C'b'   -^  C'b"   =  o  , 

Ce   -H  Ce'    -+.  Ce"   =  o  , 

Ci  -f-  Cd'  -f-  C'd"  -H  Z?aH-Z)V-+.2)"a"=  o^ 

Z)  *  -f-  D'h'  -H  D"b"  =  o  , 

Z>  c  +  />'c'  ■+■  D"c"  =  o  , 

Ad  -\-  A'df  -i-  A'\i"  -t-  £>a-t- I>'a'-i- D"a"=  Of 

&  que  l'on  demande  l'équation  de  condition  néceffaire  pour  que 
toutes  ces  équations  aient  lieu. 

Je  grouppe  les  inconnues  trois  à  trois ,  &  n'introduifant  chaque 
grouppe  qu'à  niefure  que  ces  lettres  entrent  dans  l'équation  que 
j'emploie  ,  je  calcule  comme  il  fuit 

Première  ligne. ..  û  ^  '  ^  "  , 

Seconde  ligne. ...  ah'  A".B  B'B"  , 

Troifième  ligne...  (  ah'c"  )  B  B'B"  —  ah'A".aB'B"y 

Quatrième  ligne...  (  ab'c"  )  bB'B"  ■+- ab'A" .  ab'B" , 

CinquièmçUgDe..  i(ab'c")  bi/B"  —  ai'A".(  a  b'c")!  CC'C"  y 

*  Quoique  nous  ayons  répe'té  les  mêmes  lettres  pour  coëfficiens  dans  plufieurs  de 
ces  e'quations  ,  cela  rechange  rien  au  procède' ,  nia  la  forme  dure'fultat:  c'eft  feule- 
mem  pour  ne  pas  multiplier  le  nombre  des  lettres  diiFe'rentes. 

Ee  i; 
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Sixième  ligne....  (ab'c"  )  .(  b  c'd"  )  C  C  C"  -^  (  ab' c"  )  .  ab'A" .  aC'C",- 

én  fupprimant  le  terme  où  refteroit  B',  qui ,  ne  fe  trouvant  plus 
dans  les  équations  reftantes,  ne  peut  plus  avoir  aucune  influence 
fur  l'équation  finale. 

Septième  ligne. .  .  (a  b'c" )  .( B  c'd" )  bCC"  —  (aBc")ah'A" .  ah' C"  , 
Huitième  ligne. .  .[  (a  b'c")  .(bc' d")hc'C"-^  (ab'J')  ab'A".  (ab'c")  ]  DD'D", 
Neuvième  ligne...  (ab'c")  .{  b  c' d"f  D  D' D".  —  (ab'c")   .ab'A".aD'D'\ 

en  fupprimant  le  terme  où  refteroit  C", 

Dixième  ligne....  (ab'c").(bu-'  d"f  bD'D"  ^  (ab'c"f  .ah'  A"  .  ah'  D"  ^ 
Onzième  ligne. ..  (  a  b'c"  )  .  (  b  c<  d  "fhc'D"  —  (a  b'  c"  )  "' .  ab'A"  , 
Douzième  ligne...  (ab'c"  )  .(  bc'd"  )'—  (ab' c"  )^  (ah'd"-)]. 

L'équation  de   condition  eft  donc 

(  ab'c"  ),  l(  bc'd"  /—  (  ah'e"  f  (  ah'd"  )]  =   a: 

(2670   Venons  préfentement  aux   coëfficiens  indéterminés 
des  polynômes-multiplicateurs  des  équations  incomplettes. 

Jufqu'icî  nous  avons  fuppofé  les  équations  coraplettes  &  du 
même  degré.  La  fymmétrie  qui  règne  alors  dans  les  coëfficiens 
de  ces  équations  ,  &  de  leurs  polynômes-multiplicateurs  ,  nous  a 
tracé  une  route  pour  calculer  facilement  les  coëfficiens  indéter- 
minés de  ceux-ci.  Quoique  cette  fymmétrie  ne  foit  plus  auffi 
parfaite  quand  les  équations  font  de  différens  degrés ,  ou  quand 
elles  font  incomplettes  ;  néanmoins ,  comme  on  peut  confidérer 
Te  cas  où  les  équations  font  de  différens  degrés  ôc  incomplettes, 
comme  un  cas  particulier  des  équations  complettes  de  même 
degré  ,  &  dont  un  certain  nombre  de  coëfficiens  déterminés  fe- 
roient  zéro  ,  il  eft  à  préfumer  qu'on  doit  retrouver  dans  le 
calcul  des  équations  incomplettes  de  différens  degrés ,  des  vef- 
tiges  des  avantages  que  nous  avons  rencontrés  dans  le  calcul  des 
équations  complettes. 

Pour  les  retrouver  j  envifageons  la  queftion  comme  il  fuit» 
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.    {  26S-)    Soient 

y4  ,    B  ,    C  ,  B  ,    E  ,    F  ,    8cc. 

A\     £',    C,  D\    E\    F',     &c. 

^'\     £",     C",   D",     E",     F",     &c. 
&c. 

les    coëfficiens   des    polynômes-multiplicateurs  ,   lorfqu'ils    font 
tous   du  même  degré. 

Si  les  équations  propofées  ne  font  pas  toutes  du  même  degré , 
ou  Cl  elles  font  incomplettes  ,  leurs  polynômes-multiplicateurs 
ne  pouvant  non  plus  être  du  même  degré  ,  il  manquera  à  quel- 
ques-uns d'entr'eux ,  un  certain  nombre  de  termes  dans  les  di-« 
meniîons  fupérieures. 

Suppofons  ,  par  exemple ,  qu'il  doive  en  manquer  trois  dans 
le  premier ,  &  deux  dans  le  fécond.  Alors  la  différence  des  deux 
cas  confifte  en  ce  que  ,  dans  le  premier  cas ,  il  étoit  queftion 
de  calculer  la  valeur  de 

^  A'  A"  B  £'  B"  c  c  C"  D  D'  D"  E  E'  E"  F  F'  F"  ,  &c. 

&    que   dans   le  fécond  cas  j  il  n'eft  queftion  de  calculer   que 
celle  de 

A"B"  c  C"  D  D'I>"E  E'  E"  F  F'  F",  8cc. 

C'eft  donc  à  dire  que  continuant  de  donner  aux  termes 
femblables ,  tant  des  équations ,  que  de  leurs  polynômes-mul- 
tiplicateurs ,  des  coëfficiens  repréfentés  par  les  mêmes  lettres 
diftinguées  feulement  par  des  accens  ;  11  on  obferve  encore  de 
groupper  les  coëfficiens  analogues,  on  pourra,  en  procédant  au 
calcul  des  lignes  félon  les  règles  données  jufqu'ici  ,  arriver  au 
réfultat  ,  en  profitant  de  toutes  les  fimplifications  que  peut 
procurer  ce  qui  refte  de  fymmétrique  dans  les  équations  pro- 
pofées ,  &  dans  leurs  polynômes-multiplicateurs. 

Il  faudra  feulement  obferver  que  fi  dans  le  cours  du  calcul 
des  lignes  ,  le  coefficient  ou  l'inconnue  ,  pour  lequel  on  doit 
faire  actuellement  l'échange  ,  ne  fe  trouvoit  pas  dans  l'équation 
qu'on  emploie  ,  il  ne  faudroit  pas  moins  ,  fi  fon  analogue  s'y 
trouve ,  faire  l'échange  comme  s'il  ne  manquoit  pas. 
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(  26^')  Par  exemple  ,  fi  on  avoit  les  trois  équations  fuivanteS 

^a    ■+■    Bb    4-    Ce    4-    Cc'=o, 

£  d    -{-     Ci     =   o  , 

B  f  ^    Ch    -4-     C  h'    =    o, 

&  qu'il  fut  quefiion  d'avoir  les  valeurs  de  ^ ,  B  ^  C  &c  C. 
Comme  il  n'y  a  ici  de  lettres  qui  aient  leurs  analogues ,  que 
C  &  C ,  je  ne  grouppe  que  ces  deux-ci.  Mais  en  procédant 
au  calcul  des  lignes ,  j  agirai  tacitement,  comme  fi  le  terme  Ce' 
fe  trouvoit  dans  la  féconde  équation,  faufà  y  avoir  égard  dans 
le  réfultat ,  ce  qui  fera  toujours  facile,  puifqu'il  ne  s'agira  que 
de  fappofer  e'  =  o. 

Ainfi  la  queftion  a£buelle  eft  donc  de  calculer  A B  ,  CC ,  ce 
que  l'on  fera  comme  il  fuit 

Première  ligne  (aB  —  b  A  )  .CC  -^  A  B  .cC\ 

Seconde  Vignsad.CC'  —  (aB  — bA).eC'  — dA.cC'-^AB.(ce'), 

Troifièmelig.  ad.hC —  af.eC<-\-(aB—hA)  .(ih')-k-dA  .(ch!}—fA  .  (ce') 

D'où  l'on  tire 

A  =  d.(ch')  —  f(ce'  )  —  b(eh>)» 

B  =  a(eh'  )  , 

C '  =  ad  .h  —  af.  <;  , 

6c  par  conféquent  (  2J7)  C  =  —  ad  .  h' -^~  a/,  e^ 

C'eft-à-dire ,  à  câufe  de  e'  =  o. 

A  =:d.C<:fi')  ^fc'i  —  beh' , 
B  ^sz  a  e  h'  , 
'  C'=!=  ad/'  —  a  ef, 
C  ss:  •—  a  d  h't 
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'^ifayO')  Parillement ,  fi  on  avoit  les  fept  équations  fuivantes 


Ca   -+- 

A'ii'   ■+■  A<'d'i  =  0  , 

Ci    -4- 

^'(<   4-  ^"e"  +   JB<b'   4-   £■'</' 

Cc    -f- 

Jf'c'    -+-    £"e"=   0  , 

A'f  -h 

^r'=  0, 

Cd  -^ 

C'd'  -+-   C"J"    =  0, 

Ce    4- 

Ce'  -+■   €"€"■+■   £'f'-^-£"/' 

C/  + 

C'f  -f-   C"/"  =  0  , 

&   qu'on  demandât  l'équation   de  condition. 

Je  groupperois  en  cette  mamhr&  A'A"  B' B"  CC  C" ,  ceÛi-z-i 
dire,  que  je  diftinguerois  trois grouppes ,  favoir  A' A",  B'  B", 
&  CC'C";  &  dans  le  calcul  du  grouppe  CC'C",  j'agirois 
comme  fi  a,bf  c ,  qui  entrent  dans  les  équations  proposées  , 

étoient  accompagnées  de  leurs  analogues  a',  b',  c'  &  a",  b",  c", 
quantités  dont  l'introduftion  n'allonge  en  rien  le  calcul ,  &  le 
fecilite  en  confervant  la  fymmétrie  j  ôc  à  la  fin  du  calcul  , 
j'aurois    égard  à   ce  que 

a'  =  o  ,  a"  =  o ,  b'  =  o,  b"  =  o  ,  c'  =  o,  c"==  o. 

Applications  de  ce  qui  précède ,  a  différens  exemples  :  inter- 
prétation êC  ufages  de  divers  facteurs  que  l'on  rencontre 
dans  le  calcul  des  coëfficiens  de  l'équation  finale. 

(  2  7  I  •  )  Non-feulement  il  importe  à  la  perfection  ,  &  même 
à  la  certitude  de  l'Analyfe  ,  de  ne  pas  donner  à  l'équation  finale 
un  degré  plus  élevé  qu'elle  ne  doit  l'avoir  généralement ,  c'eft- 
à-dire  ,  indépendamment  de  toute  relation  particulière  entre  les 
coëfficiens  des  équations  données  ;  mais  la  vraie  méthode  d'éli- 
mination doit  avoir  encore  la  propriété  de  conduire  à  l'équatiori 
finale  du  plus  bas  degré  poffiDle ,  lorfque  des  relations  particu- 
lières entre  les  coëfficiens  peuvent  donner  lieu  à  la  dépreffion 
du  degré  de  l'équation  générale.  Elle  doit  donner  les  fymptomes 
auxquels  on  peut  reconnoître  la  poffibilité  de  cetabaiffement,  6ç 
les  moyens  de  fe  le  procurer. 

(272.)  Or  les  relations  particulières  qui  peuvent  donner 
lieu  à  la  dépreffion  de  l'équation  générale  ,  peuvent  s'offi^ir  de 
deux  manières  f  ou  par  un  faiseur  commun  à  tous  les  termes  de 
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cette  équation ,  lequel  devenant  zéro  anéantit  cette  équation  ,  6t 
fait  par  conféquent  connoître  que  la  fuppofition  que  ce  facteur 
foit  égal  à  zéro  ,  eft  un  des  moyens  de  fatisfaire  à  toutes  les 
équations  propofées  ^^  ou  par  l'évanouiflement  du  coefficient  de 
quelques-uns  des  termes  des  plus  hautes  dimenfions  de  l'équation 
finale.  Cette  féconde  manière  ,  dont  la  dépreffion  peut  avoir  lieu  , 
eft  la  feule  que  l'on  connoifTe  jufqu'ici.  Quant  au  faéleur  qui 
peut  donner  pareillement  lieu  à  la  déprefllon ,  il  échappe  à  la 
méthode  d'élimination  pour  deux  inconnues ,  &  par  conféquent 
à  toute  méthode  connue  d'élimination. 

(273.)  Si  c'eft  donc  une  perfeftion  dans  une  méthode  d'éli- 
mination ,  de  ne  point  donner  de  fadeur  qui  accroiffe  le  degré 
général ,  il  faut  convenir  que  ce  n'eft  pas  ia  feule  qui  foit  à 
defirer  pour  les  befoins  6c  même  la  certitude  de  l'Analyfe.  Il  ne 
faut  pas  toujours  fe  propofer  d'éviter  les  faâeurs  que  l'Analyfe 
préfente.  Quand  f  Analyfe  eft  appliquée  comme  il  convient  à  une 
queftion  ,  elle  ne  donne  rien  qui  n'ait  quelque  rapport  à  la 
queftion.  Si  outre  l'objet  qu'on  a  particulièrement  en  vue  ,  elle 
donne  certains  fadeurs  que  l'on  ne  prévoyoit  pas  ,  ces  fadeurs 
énoncent  quelque  chofe  de  relatif  à  la  queftion.  En  les  omettant , 
en  les  prévenant ,  on  courre  le  rifque  d'omettre  des  connoif 
fances  utiles  à  la  queftion  ,  &  même  d'admettre  des  conféquences 
qu'elle  rejette.  C'eft  ainfi  que  nous  verrons  ,  que  faute  de 
connoître  le  fadeur  qui  eft  le  fymptôme  de  la  dépreffion  de 
l'équation  finale ,  on  feroit  expofé  à  admettre  des  racines  qui 
n'appartiennent  nullement  aux  équations  propofées. 

"  (2  74-)  Ce  n'eft  donc  un  vice  dans  une  méthode  d'élimina- 
tion, de  donner  des  fadeurs  à  l'équation  finale  ,  que  iorfque  ces 
fadeurs  n'ont  aucun  rapport  à  la  queftion.  Mais  c'en  feroit  urt 
dans  l'analyfe ,  de  ne  pas  faire  connoître  tout  ce  qui  peut  appar- 
tenir  à  la  queftion. 

-  (27  5')  Or  quand  on  fe  propofe  d'éliminer  entre  plufieurs 
équations  données ,  le  véritable  état  de  la  queftion,  eft  de  déter- 
rniiier  toutes  les  manières  poffibles  de  fatisfaire  à  ces  équations. 
La  queftion  prife  dans  ce  fens  général,  donne  lieu  généralement 
à  deux  efpèces  de  fadeurs ,  dont  fune  fut  connoître  la  poftî- 
bilité  de  la  déprefllon  de  l'équation  finale,  6c  dont  l'autre  in- 
"j31que  des  manières  particulières  de  f^itisfaire  à  toutes  les  équations 
""''■■'*  '  '         -         propofées 
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j^opofées,  dans  certains  cas.  Tant  qu'on  donnera  à  ranalvfe  toute 
l'étendue  qu'elle  doit  avoir ,  elle  offrira  ces  facleurs.  Si  on  la 
reftraint ,  on  en  diminuera  le  nombre  ;  mais  je  doute  fort  qu'on 
puiffe  les  éviter  dans  tous  les  cas. 

(  275.)  Tel  eft  le  caradère  de  la  méthode  que  nous  allons 
expofer.  Nous  donnerons  deux  procédés  pour  arriver  à  l'équatiort 
finale.  Par  le  premier ,  jamais  cette  équation  n'aura  un  degré 
plus  élevé  qu'elle  ne  doit  l'avoir  ;  mais  on  aura  toujours  un  grand 
nombre  de  coëfficiens  à  calculer ,  parce  qu'indépendamment  de 
l'équation  finale ,  i'analyfe  donnera  aux  coëfficiens  de  cette  équa- 
tion finale  des  fadeurs  qui  indiqueront,  ou  les  cas  de dépreffion , 
ou  des  folutions  particulières. 

Par  le  fécond  procédé  ,  le  calcul  pour  arriver  à  l'équation 
finale,  fera  incomparablement  plus  court;  il  y  aura  beaucoup 
moins  de  facteurs  ;  mais  ces  fadeurs  pourront  dans  quelque  cas  , 
compliquer  le  degré  de  l'équation  finale.  Nous  verrons  cepen- 
dant ,  que  la  plupart  du  temps  ces  fadeurs  feront  préfentés  dans 
le  cours  du  calcul ,  d'une  manière  diftinde ,  en  forte  qu'on  pourra 
les  extraire  avant  la  fin  du  calcul  ;  mais  dans  le  cas  où  une  trop 
grande  complication  du  calcul  empêcheroit  de  les  appercevoir  , 
nous  ferons  voir  comment  on  doit  s'y  prendre  ,  pour  ,  à  l'aide 
àes  connoiffances  acquifes  dans  le  premier  Livre  ,  fur  le  vraî 
degré  de  l'équation  finale ,  parvenir   à  trouver  quel  eft  ce  fadeur. 

(  2770  Ainfi,  fi  l'on  n'a  pour  objet  que  d'arriver  le  plus 
promptement  qu'il  eft  poflible ,  à  l'équation  finale  indépendante 
de  toute  relation  particulière  entre  les  coëfficiens ,  an  emploiera 
le  fécond   procédé. 

Mais  fi  l'on  veut  connoître  fur  les  équations  propofées  tout  ce 
que  peut  dire  l'Analyfe ,  fans  rien  dire  qui  n'ait  trait  à  la  queftion  ^ 
alors  il  faut  employer  le  premier  procédé. 

(  278-  )  Propofons-nous  d'abord  d'avoir  l'équation  en  ;c  ^ 
réfultante  de  ces   deux  équations 

a  x^  ~{-  b  xy  -\-  cy^  =  o , 

-^  d  X   -+•  e  y 

^f  F  f 
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Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première  ,  doit  donc  (227) 
être  de  la  forme  (X)y)^'^^  ;  &  celui  de  la  féconde,  de  la 
forme  ( x ,y )  -^"^^  l'étant  tout  ce  qu'on  voudra.  Mais  comme 
il  convient  de  prendre  les  polynômes-multiplicateurs  les  plus 
fimples  ,  &  que  nous  voyons  que  l'équation  finale  ne  devant 
(  47  )  être  que  du  fécond  degré  ,  il  fuffit  que  le  polynôme- 
multiplicateur  de  la  première  foit  du  degré  zéro,  nous  ferons 
T-+-  1  =  G  ,  ou  T=  —  I  ;  &  le  polynôme-multiplicateur  de  la 
féconde  fera  par  conféquent  de  la  forme  (x ,  y)  \ 

Il  faut  donc  multiplier  la  première  équation  par  C,  &  la  fé- 
conde par  yi'  X  -^  B'  y  -\~  C, 

Cependant ,  pour  faire  connoître  en  même  temps ,  ce  qui  arrî- 
Teroit  Cl  nous  prenions  des  polynômes-multiplicateurs  plus  élevés ^ 
fupnofons  feulement  T  =  o  ;  en  forte  que  les  deux  polynômes^ 
multiplicateurs  feront  (x^y)'  &   (^x^jkJ ';  c'eft- à-dire  , 

Dx-^Ey  -^F,  8c  A'x'--^B'xy  -<-  C'j^  -+-  D'x  -\-  E' y  -f-  F'. 

Nous  aurons  pour  équation-fomme ,  l'équation  fuivante 

jy  a  x^  -t-  D  b  x^y  -+-   D  c  xy^  -+■   E  cy'i  =Oj 

■ft-A^d*       -\-  Ea  -\-    Eb  -j-   Ce' 

+  E'd'       H-    Q'd' 

-H  AU'         H-    B'f' 


■+■  T>  dx 

*    -t-   Dexy 

-f- 

Eey 

■^  D'd' 

-+-   r>'e' 

■+■ 

E'e* 

4-  Fa 

-f-   Ed 

-f- 

Fc 

H-  A'f 

~^-  E'd' 
H-   Fb 
B'f 

-1- 

C'f 

-+-  Dfx 

4-    Efy 

4-  D  <f> 

-^  E'f 

f  Fd 

-4-   Fe 

r^  F'd- 

-V-   F'e' 

-f- 

Ff 

•+■ 

F'f, 
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Examinons  d'abord  combien  il  y  a  de  coëfficieas  inutiles  à  l'é- 
limination. Leur  nombre  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici  , 
eu  Nfx^yJ°  ou  i.  Il  y  a  donc  un  coefficient  dont  nous 
pouvons  difpofer  à  volonté.  Le  meilleur  ufage  que  nous  puifTions 
en  faire  ,  eft  de  le  fuppofer  =  o  j  peu  importe  d'ailleurs  lequel. 
Je  fuppofe  donc  C  =  o. 

Maintenant  ,  puifque  l'équation  finale  ne  doit  être  que  du 
fécond  degré ,  il  doit  donc  être  poffible  de  faire  difparoître  non- 
feulement  les  termes  affedés  dejy ,  mais  encore  le  terme  x\ 

Egalant  donc  à  zéro  la  fomme  des  coëfficiens  de  chaque 
terme  de  la  plus  haute  dimenfion ,  on  aura  quatre  équations  du 
premier  degré ,  fans  aucun  terme  abfolument  connu  ,  ôc  quatre 
inconnues  feulement,  puifqu'on  a  fait  C  =  o.  Donc  (215) 
chacune  de  ces  inconnues  fera  =  o  ;  c'eft-à-dire  ,  qu'on  aura 

A'=o,  B'=o,   D  =  o,   £=0,  C'=o. 

Donc ,  en  effet ,  nous  avions  d'abord  fait  le  choix  le  plus 
parfait. 

L'équation-fomme  fe  réduit  donc  ,  en  effet ,  à  la  fuivante 

I>'d'x^-h    D'e'xyH-   E'e'y^=iO» 
-h  Fa  ■+-    E'  d'        -h   Fc 

■+-  Fh 

-^  D' f'x   -H    E'f'y 
H-  F  d         -^   Ft 
■+■  F'd'      -H  F'c' 
+  F  f 
-*-  F'f. 
Si  donc  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  (  ipS  &  2(^7),  on 
calcule  la  valeur  de  £)'£'/"£',  on  trouve  facilement ,    comme 
il  fuit,  les  valeurs  de  D',  E',F,F'. 

Première  ligne.  —  V  e' .  F  F-i-  D' E' .  c  F' ,  par  le  terme  y=. 

Seconde  ligne e'e'.  FF'  +  D' e' .  b  F'  +  e' E' .  cF'  —D'd' .  cF—D'E'.{bc'),  pie 

le  terme  xy. 
Troilîcme  ligne.  —  e'c '.e  F' —  X>'e' .  (ie')  +e'f'.  cF'  —  (e£'_  D'd')  .(ce')  ,  à  caufe 

de  ibc'  )  ou  b.c'  —  b' c   =  o. 

Douion  tire  D'  =  d' fc e'J —  e' fbe'J ,   E'^  —  e'fce'J^ 

Ff  ij 
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f  =  c  .  e'f —  e  .e'  e' ,  &  par  conféquent  F  = -Jn  e' .  e'  e' , 
ou  (à  caufede  b' =  o  ,  èa  c'=o)  ,  D'  =  cd'e'  —  b  e' e' , 
E'=  —ce'e',   F'=:  ce'f'—ee'e',F  = 


'i 


Il  ne  s'agit  donc  plus ,  pour  avoir  l'équation  en  x ,  que  de 
fubftituer  ces  valeurs  dans  les  coëfficiens  des  termes  en  ;cpur,  & 
dans  le  terme  fans  x. 

Cette  fubftitution  donne 

t'iicd'd'-bd  e'-i-aee')x^  +  [(de'-d'e)e'  -/' (  te'-ic<£  )]  r+  (/e'-/e  )  e'4- c/'/ 1  =  0' 

Quant  à  l'équation  en^,  on  voit  bien  que  le  procédé  eft 
tout-à-fait  femblable  ;  d'ailleurs,  il  fuffit  pour  l'avoir ,  de  chan- 
ger a  en  c  ,  d  en  e ,  &c  d'  en  e'. 

Il  faut  maintenant  nous  arrêter  fur  quelques  obfervations 
auxquelles  ce  réfultat  peut  donner  lieu, 

(279.)  On  peut  remarquer  que  l'équation  finale  que  nous 
venons  de  trouver  ,  a  pour  fadeur  commun  e''.  Or  comme 
nous  n'avons  aucun  coefficient  fuperflu  ,  nous  pouvons  être 
afllirés  que  l'équation  finale  ne  renferme  rien  qui  n'appartienne 
à  la  queftion.  Mais  fi  on  fuppofoit  e'  =  o  ,  l'équation  finale  dif- 
paroifTant ,   que  pourroit  fignifier  ce  réfultat  ? 

Il  fignifieroit  que  e'  =  o  fatisfait  aux  deux  équations  pro- 
pofées. 

En    effet    l'équation    d' x    -+-    e'j   -4-  y  ï=  o  ,     donne 

—  d'x—f  .11  J        /  ,        .  —d'x—f 

y  = ; qui  j  dans  le  cas  de  £'=0,  devient  j/  = —  ; 

&  comme  on  a  en  même  temps  d' X'\- f  =  o;  on  a  donc 
JK  =  -S"  ;  or  il  eft  clair  que  cette  valeur  fubftituée  dans  l'autre 
équation  en  x  bi  y ,  en  fait  difparoître  tous  les  termes  ;  elle 
y  fatisfait  donc. 

Mais  cette  valeur  de  e'  a  encore  une  autre  fignification  ; 
elle  apprend  qu'alors  l'équation  en  x  n'eft  pas  du  fécond  degré  , 
mais  feulement  du  premier.  C'eft  une  obfervation  que  nous 
verrons  être  générale ,  que  l'équation  finale  calculée  d'après  le 
f  lus  petit  nombre  des  coëfficiens  poffible  ,  aura  toujours  deux 
fortes  de  fa£leurs ,  dont  l'une  marquera  Amplement  que  dans  le 
f  as  ou  l'un  de  ces  faveurs  eft  zéro ,  les  équations  font  fatisfaites 
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■tians  le  fens  que  nous  venons  de  voir  ;  ôc  dont  l'autre  fera  le 
Critérium  auquel  on  pourra  juger ,  fi  l'équation  finale  eft  ou  n'eft 
pas  fufceptible  d'abaiflement.  Ici ,  où  il  n'y  a  qu'un  feul  fadeur  e  ' , 
il  a  les  deux  fignifications  à  la  fois. 

En  effet ,  fi  on  cherche  la  condition  pour  que  l'équation  finale 
foit  feulement  du  premier  degré  ,  on  voit  qu'il  faut  abaifler  d'une 
unité  le  degré  du  polynôme-multiplicateur  ;  ce  qui  donne  ,  pour 
polynôme-multiplicateur  de  la  première  équation ,  un  polynôme 
de  cette  forme  (x^y)'^^  dont  le  nombre  des  coëfficiens  eft 
zéro  ;  &  pour  polynôme-multiplicateur  de  la  féconde ,  un  poly- 
nôme de  cette  forme  (^:c,j/^",  dont  le  nombre  des  termes  eft  i. 
Donc  il  fuffit  de  multiplier  la  féconde  équation  par  le  coëffii 
cient    indéterminé    quelconque    A  ;   ce   qui  donne 

Ad'x    -H    Ae'y  •\-  Af    =    o, 

(dans  laquelle  ,  pour  avoir  l'équation  finale  ,  il  ne  s'agît  plus 
Cfue  de  fuppofer  A  e'  =  o.  Or  comme,  par  l'hypothèfe,  A  ne 
peut  être  zéro ,  il  faut  donc  que  e'  =  o  ;  donc  pour  que  l'équa- 
tion finale  ne  foit  que  du  premier  degré,  c'eft-à-dire  ,  foit  fuf- 
ceptible d'abaiflement ,  il  faut  qu'on  ait  e'  =  o. 

Donc  réciproquement  e'  =  o  eft  le  figne  de  la  poflibilité  de 
l'abaiiTement   de  l'équation  finale. 

(280.)  Si  après  avoir  divifé  par  e',  l'équation  finale  du 
fécond  degré,  trouvée  ci-deffus,  on  fait  e'  =  o  ,  cette  équation 
fe  réduira  à 

ed'd'x^  -<r    i/'cd'x+  c-/'/'  =  o,  OUC.(d'x-^  f  )^  =  o, 

qui  donne  d'  x  -h  /'  =  o  ,  comme  elle  le  doit  ;  mais  qui  an- 
nonce  deux  valeurs  égales  de  x.  On  peut  regarder  cette  conclu- 
fion  comme    bonne   ,    puifque  y  aura  deux  valeurs  qui  auront 

chacune  pour  correfpondante  en  jc,  la  quantité  a:  =-^7-.  Mais 

on  fe  tromperoit  beaucoup ,  fi  on  penfoit  que  toutes  les  racines 
de  l'équation  finale  dégagée  de  fes  fa£leurs  fans  x ,  auront  tou- 
jours lieu  ,  même  dans  le  cas  de  la  poflibilité  de  l'abaiiTement 
de  l'équation. 

L'exemple  fuivant  va  fournir  une  preuve  que  dans  ce  cas,  toutes 
ces  racines  ne  font  pas  admiffibles. 
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(281.)  Propofons-nous donc ,  pour  fécond  exemple,  d'avoù; 
réquation  finale  en  x,  réfultante  des  deux  équations  fuivantes 

a  X  y      =  o  f 
^    ^  jc   -f-    cy 
-+■    d. 

a' X  y        =0, 
'-+-  3'jc    4-    c'y 

-H    d'. 

Le  polynôme  -  multiplicateur  de  chacune,  doit  (  227)  être 
de  cette  forme  /^x'^^-',j/^  +  y^+^  Et  comme  l'équation 
finale  ne  doit  (  62  )  être  que  du  fécond  degré  ,  nous  pouvons  , 
pour  Amplifier ,  fuppofer  A  =  o y  A  =  o  ^  &   7^=o. 

Multipliant  donc  ces  deux  équations  ,  refpeûivement  par  les 
deux   polynômes  ^x',  jj/'J  *,   (x',y'y,    c'eft-à-dire,    par 

Axy  ■\-   Bx  -\-  Cy  -^  D ,    &    A'xy   +  B'x  -H  C'y  -h  D'  , 

&  ajoutant  les  deux  produits  ,  nous  aurons  ,  pour  équation- 
fomme ,  une  équation  de  la  forme  fuivante ,  dans  laquelle  nous 
n'écrivons  que  les  termes  du  premier  produit  ;  parce  que  ceux  du 
fécond  étant  analogues ,  font  faciles  à  fuppléer  par  lapenfée 

A  a  x^  y' 
-H    A  b  x^y    -h     A  c  xy  \ 
•^     B  a  -h    C  a 

-f-    Ccy*. 


Bhx' 

-1- 

A  dxy 

-H 

Bc 

-H 

Cb 

-+- 

Da 

B  dx 

H- 

Cdy 

Bb 

-1- 

De 

^   D  d. 
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Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  eft  Nfx^,y°J°==  i.  Je 
puis  donc  fuppofer  l'un  quelconque  des  coëfficiens  =  o  ;  mais 
vu  la  fimilitude  des  deux  équations  ,  comme  il  n'y  a  pas  de 
raifon  pour  prendre  ce  coefficient  plutôt  dans  un  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  que  dans  l'autre  ,  je  le  de'termine  par  une  équa- 
tion arbitraire  qui  fe  rapporte  également  à  l'un  ôc  l'autre 
polynôme. 

Je  fuppofe  donc,  par  exemple  ,  Ac  -+•  A' c'  ^=:  o;  & 
comme  l'équation  A  a  -f-  A'a'  =  o,  qu'on  aura,  pour  la 
deftruclion  du  terme  x'j/*,  combinée  avec  celle-là,  donnera 
A  ^=  o ,  àc  A'  =  o  (213),  je  vois  qu'il  n'eft  plus  queftion  que 
de  calculer  la  valeur  de  BB'CCD  D'. 

Mais  pour  m'aflurer  que  le  nombre  des  coëfficiens  que  j'em- 
ploie ,  eft  le  plus  petit  qu'il  eft  pofTible  ,  j'examine  aupara- 
vant fi  parmi  les  équations  que  j'ai  à  calculer ,  il  n'y  en  a  pas 
encore  qui  foient  dans  le  cas  de  donner  des  coëfficiens  égaux  à 
zéro  :  &  je  vois  que  les  équations  fournies  par  les  termes 
ay*  &  _y*  font  dans  ce  cas ,  la  première  étant 

Ac  -4-  A'c'  -^  Ca  -^  C'a!  =  o  , 

c'eft-à-dire  ,    Ca-\-  C  a'  =  o ,   &  la  féconde  étant 

Ce  H-  C  c'=o, 

îefquelles  donnent  C  =  o  ,    C  =  o. 

La  queftion  réduite  au  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  polfiblcp 
confifte  donc  à  calculer  la  valeur  de  B  B'.  D  D'. 

Parcourant  donc  fucceffivement  les  termes  xy,  xy  &  y^ 
je  trouve  comme   il  fuit 

Première  ligne. . .  aB' .  D  D' , 

Seconde  ligne.  ..  (ac'  )DD'  —  aB' .  aD'  , 

Troifième  ligne. .  fac'^c /)  '   ■+■   aB'(ac'), 

d'où  (198)   l'on    tire   D'  =  c.  (ac'J  ,B' =  a  fa  c') ,  &   par 
con{équent(  257)  I>  =— cYac')  &  B  =  -~a' (ac'J. 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  qui  reftent  dans  l'équa- 
tion-fomme,  on  a 

^(ac')  i(ab')x'  ~i.i(ad' )  —  (bc')]x  ^Çcd')}^o, 
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(  282.)  Voici  donc  encore  un  fa£leur  commun  fac'J;  & 
ce  fadeur  égalé  à  zéro  ,  eft  le  fymptôme  auquel  on  peut  re- 
cpnnoître  quand  eft-ce  que  l'équation  ferafufceptible  d'abaiflement. 

En  effet ,  fi  on  cherche  la  condition  pour  qu'elle  puifle  être 
abaiflee  ,  il  ne  s'agit  que  d'employer  des  polynômes-multiplica- 
teurs d'un  degré  moindre  d'une  unité  ;  c'eft-à-dire  ,  qu'il  faut 
employer  des  polynômes  de  cette  forme  (^x  ,^^'',  pu ifque  ceux 
qu'on  a  véritablement  employés  ,  fe  font  réduits  au  premier 
degré.  Il  faut  donc  multiplier  la  première  équation  par  y^ ,  ÔC 
la  féconde  par  A'. 

On  aura  donc  pour  équation -fomme,  une  équation  de  cette 
forme 

y^  a  X  y         =0, 

•^    A  b  X    H-    A  cy 

'^    A  d  f 

où  nous  n'avons ,  pour  plus  de  fimplicité ,  écrit  que  les  termes 
du  premier  produit,  parce  que  ceux  du  fécond  étant  femblables , 
font  faciles  à  fuppléer. 

Et  comme  ,  par  l'hypothèfe  A  &  ^^  '  ne  doivent  pas  être 
zéro  ,  les  deux  équations  fournies  par  les  termes  x  y  ôc  y  , 
conduiront   à  ce  qui  fuit 

Première  ligne. .  ■  a  A' , 
Seconde  ligne. ...  (  a  c' )  , 

c'eft-à-dire ,  qu'on  aiira  pour  équation  de  condition  fa  c'J  ?=  o  , 
&  pour   valeurs  de  ^^  '  &  A  ,  les  quantités  A'  =  a  ,  A  =  —  a'. 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  reftans  de  l'équation- 
fomme,  elle  fe  réduit  a  fa  b'  J  x  -+-  fa  d'J  =  o  ,  qui  donne  la 
feule  valeur  que  x  puiiTe  avoir  dans  ce  cas. 

Mais  fi  après  avoir  divifé  parY^  c'^  l'équation  finale  du 
fécond  degré  ,  trouvée  ci-defliis  ,  on  y  exprime  la  condition 
f  a  c'J  =^0  ,  c'eft-à-dire  ,  aç'  t—  a'c  ?=  o  ^   e^i  mettant  pour  c' 

fa  valeur  — —  ,  elle  devient 

■      fab'Jx'  -{-[fad'J  -hfab'J~]x  ^fad'J—  =  o, 

qui 
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^ul  fe  décompofe  en  ces  deux  fadeurs 

fab')x  H-  (ad'J 
& X  -\--^. 

a 

Or ,  de  ces  deux  facteurs ,  je  dis  qu'il  n'y  a  que  le  premier  qui 
puifTe  avoir  lieu  ;  c'eft-à-dire,  qu'on  peut  fuppofer  fah'Jx   -h 

^ad'J  =  o,    mais    nullement  x  -+-  — =o,ou  a  x  -h  c  =  o; 

enforte  que  la  valeur  :c  =  —  —  ne  peut  avoir  de  correfpondante 
en  jK. 

En  effet ,  fi  l'on  fubftitue  cette  valeur  de  x  dans  chacune  des 
deux  équations  propofées ,  en  ayant  d'ailleurs  égard  à  la.  fuppo- 
fition  (ac' )  =.  o  ,  y  difparoît    dans  chacune  ;  donc  il  eft  im- 

pofTible  d'avoir  une  valeur  de_y  correfpondante  zx=  —  — . 

(283-)  Malgré  cette  preuve  fans  répHque ,  il  faut  lever  une 
objedion  qu'on  feroit  peut-être  tenté  de  faire. 

On  pourroit  peut-être  penfer  que  la  valeur  j:  =  —  —  a  pour 
correfpondante  tny ,  une  valeur  infinie  ;  car  dans  la  fuppofition 
de  y  infinie  ,  la  quantité  a  xy  -h-  b  x  -{-  cy  -^  d  (t  réduit  à 
axy  -^  cy\  ôc  la  quantité  a!  x  y -\- b' x  ■+■  c'y  -¥•  d'  Cq  ré- 
duit à  a'xy  -i-  c'y  ;  les  deux  équations  daias  cette  hypotbèfs 
femblent  donc  fe  réduire  à 

a  xy  •+•    cy  =  0  , 

&......  û'x  j'  -t-    c'y  =  Q  i 

îefquelles  dans  la  fuppofition  de  (a  c'J  =  o  ,  ont  lieu  toutes  deux 
en  fuppofant  a  x  -^  c  ==  o. 

Mais  il  faut  bien  obferver  que  la  quantité  a  xy  -\- b  x  -\- cy -{- d 
ne  fe  réduit  à  a  xy  ~\-  cy  dans  l'hvpothèfe  de  y  infinie  ,  qu'au- 
tant que  a  xy  -^  cy  peut-être  cenfé  infini  à  l'égard  dcbx-i-dy 
or  le  contraire  a  lieu  ,  puifqu'on  prétend  que  l'équation  a  xy 
-h  cy  =  o  eft  vraie.  On  auroit  donc  tout  à  la  fois  axy  -{-  cy 
infinie,  6c  axy  -t-  c_y  =  o  ,  ce  qui  eft  abfurde.  Donc  oa 
ne  peut  fuppofçr  y  infinie  j  donc  à  jc  =  ^^r-—  il  ne  répond 
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aucune  valeur  de  j' ,  finie   ou    infinie. 

Que  fi  l'on  infifloit  en  difant  qu'à  la  vérité  ,  dans  le  cas  dey 
infinie  ,  on  ne  doit  point  négliger  b  x  '^  d  vis-à-vis  de  a  xy 
-+-  cy  non  plus  que  h'  x  '\'  d'  vis-à-vis  de  a! xy  -f-  d y  \ 
mais  que  les  deux  équations 

a  X  y  -^  cy  -H^;c-Hc/=o, 
dx  y  H-  c'y  -+-  h' x    -H  ci' =  o  5 

ne  peuvent  pas  moins  avoir  lieu  dans  le  cas  de  jc  =  —  — ,  eH 
lùppofant  y  infinie  ;  parce  que  la  première  devient 

o  y  -\-  h  x  -^  d   =  o; 

&  la  féconde  à  caufe  de  c'  =-^-^    devient 


o  '~y  -+-  b'x  -\-d'  =  o  ,ou  oy  -+*  —;  ^  (h'x  +  d'J  =  o  j| 

cTiacune  defquelles  peut  avoir  lieu  en  fuppofant  y  infinie. 

La  réponfe  feroit ,  qu'il  ne  fufiît  pas  que  chaque  équation  foît 
Tatisfaite  en  fijppofant  y  infinie  ;  il  faut  encore  que  cet  infini  foie 
de  même  valeur  pour  chaque  équation  ;  or  pour  la  première  il 

faudroit  que  y  =■ — '~  ,   &    pour  la  féconde 

y  = ~ ; — -—  valeurs  qui  diffèrent ,  même  d'une  quantité 


infinie  ,  lorfque  comme  on  le  fuppofe  ici ,  :«  = —, 

Il  y  a  dans  la  Théorie  des  Équations  beaucoup  de  cas  fem- 
blables  à  celui  que  nous  venons  d'examiner ,  où  chaque  équation 
^'eut  être  fatisfaite  en  fuppofant  y  infinie  ;  mais  pour  que  cette 
valeur  puiffe  être  regardée  comme  appartenant  à  la  queftion ,  il 
faut  que  cette  valeur  infinie  foit  la  même  pour  chaque  équation, 
ou  du  moins  que  d'une  équation  à  l'autre  elle  ne  difi"ère  que 
d'une  quantité  finie. 

V  2  §4"  Nous  ne  pouvons  donc  ne  pas  faire  obferver  ici  que  la 
méthode  ordinaire  d'élimination  pour  les  équations  à  deux 
inconnues  ,  la  feule  que  l'on  ait  eue  ,  jufqu'ici ,  exempte  de 
donner  à  l'équation  finale  un  degré  plus  élevé  que  ne  le  com- 
|)ortent  généralement  les  degrés  particuliers  des  deux  équations  ^ 
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ti'eft  pas  néanmoins  à  l'abri  de  donner  des  racines  inutiles  6c 
même  fauiïes.  En  effet,  en  fulvant  cette  méthode  ,  on  eft  conduit 
immédiatement  à  l'équation 

(ai')x'-+-   :(ad')  —  (^c'  )]x  -^  (cd')=o  , 

fans  aucune  indication  des  cas  où  il  n'y  aura  qu'une  racine  de 
cette   équation  qui  foit  admiffible. 

C'eft  que  cette  méthode  d'élimination  eft  fondée  fur  une  ma-« 
nière  trop  bornée  d'envifager  la  queftion ,  &  qui  exclud  du  ré- 
fultat,  les  fymptômes  qu'une  Analyfe  plus  générale  nous  fait  ici 
découvrir. 

(28^.)  Propofons-nous ,  pour  troifième  exemple  ,  de  trouver 
J'équation  finale  en  ;c ,  réfultante  des  deux  équations  fuivantes 

a  x'-    -t-  ^  xy   -j-cj'  -H    d  x  •+■  e  y   -\-  f  =.  o  , 
a'x^    H-  b'xy    -f-  c'y'  -t-  d'x   ■+■  c'y  -4-  /'=  o. 

Le  polynôme  -  multiplicateur  de  chacune  fera  de  la  forme 
(x ,  y  )'^'^^,  Et  comme  (  47  )  l'équation  finale  ne  doit  pas 
pafler  le  fécond  degré ,  le  polynôme-multiplicateur  le  plus  fimple 
eft  (x fjj  *ouAx--+-Bxy-^  Cy  -^  D  x-\- Ej -h  F,  pour  la 
première  équation ,  &  A'x*  -4-  B'xy  -+-  C'y  -f-  D'x  -+-  E'j  -H  F' 
pour  la  féconde.  Multipliant  donc  ,  &  ajoutant  les  deux  produits, 
on  aura  pour  équation- fomme  ,  une  équation  de  la  forme  fuivante 
dans  laquelle  nous  avons  omis  les  termes  du  fécond  produit  ^ 
parce  qu'il  eft  facile  de  les  fuppléer  par  la  penfée. 

^ax*   -j-   A  b  x^  y  -H    A  cx'-y'-    ■+■    B  cxy^    4-   C  cy*  z=.  fi  ^ 
-h  £  a  -{-    B  b  ■+•    C  b 

-t-    Ca 

■^Adx'    +.    Aex'-y  ■+■  B  e  x  y'-     ■+-    C  e  yi 

•^  D  a       -\-  B  d  ■+■  Cd  -4-£c 

-^  D  b  -^  D  c 

-4-  £a  -f-  £  5 

-ir-  Afx<-    -i-  Bfxy  ->r  Cfy* 

^  D  d       ^-  D  e  -h  E  e 

-h  Fil       -h  E  d  -\-  F  e 
-^  i  b 

-1-  Dfx    -^  Efy 
^  F  d       -h  Fe 

H- F/  G  g  ij 
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Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  étsût 
Nfx  ,  y )  °  =  1  ,  je  puis  difpofer  arbitrairement  d'un  des 
coëfficiens  ;  mais  comme  il  n'y  a  pas  de  raifon  pour  prendre  ce 
coefficient  dans  l'un  des  polynômes  plutôt  que  dans  l'autre ,  je  îe 
détermine  par  une  équation  arbitraire  qui  ait  une  égale  relation 
avec  l'un  &  avec  Fautre.  Quoique  le  choix  de  cette  équation 
foit ,  généralement  parlant ,  affez  indifférent ,  je  préfère  cepen- 
dant celui  qui  peut  donner  lieu  à  la  difparition  de  quelques  coëf- 
ficiens. Je  préfère,  par  exemple,  de  fuppoferC^-f-C''/>' =  o, 

ou  Cd  -H  C'a'=o,  ou  Ce-t- Ce' =  G,  ou  ôcc.  parce  que 
l'une  de  ces  fuppofitions ,  avec  l'équation  Ce  -^  Ce'  qu'on  aura 
pour  l'anéantiiTement  du  termey* ,  donnera  C=  o ,  C  =  o. 

Cela  pofé  ,    il  n'eft    donc    plus   queftion   que  de  calculer  la 

valeur  de  AA'BB'DD'EE'FF',    Parcourant    donc   fuc- 

ceffivement  le^  termes  x^ ,  xy^j  xy"^ ,  x^j  xy^jy^j  xy  ai  y  ^ 
j'aurai  comme  il  fuit 

première  ligne...  h  A' .  B  S'  +  A  A' .  it  S"  , 

Seconde  li^ne....  (bc')BB'  —   b  A'  .b  B'  +  c  A' .  a  B'  +  A  A'  (ab'); 
Troificme  ligne..   i(h  c' )  c  B'  -^  (  b  c' )  b  A'  —  {  ac')  c  A^ -^D  D'  .E  E' . 

Quatrième  lig^ne.   Hb  c')  .ic  d)-^{b  c' )  .{be' )~-(,a  c') .  {c  c)lD  D' .EE'  —  [(bc')  cB'  +  (bc)  b  A'  —(.ac)eA-i 

(6D\EE'  +  DU'.  aE  h 

Faifons  ,    pour  abréger  ,   fbc'J.fcd'J-h  (  h  c'  )  .  (  b  e'  J  l 
—  (ac').(ce')  =  ( I ) ,  ôc  nous  aurons 

.iQuatrième  ligne.  (I)  DD'. ££'  —  [(  tc')cB '+  (b$')b  A' —{ae')  c  A'\.l,bT>'  .EE'  +DX)'.  a£'),  ^ 

Cinquiame  ligne,  (i)  (cD'  .EE  +£>£>'  .  b  E'  ) —{b  c') .  (ce' ) .  (  bD' .  EE'  +  DD'  .aE')-i-[(bc')  cB  +(bc')hA' 

•^lac')cA'].{,  {bc)EE'—bD'  .bE'+cB'.  aE' -h  (ab' )  DD'}  , 
Sixième  ligne...  (I)   l-^cD' .cE'+{bc)  VD' ]  —  (te'),  (c  c') .  [  — 6X>' .  i;E'+(a<:')I>D']-[(t<:')cB' -t-(fce')  M' 

—  (flc')cyî'].  il.bc')cE'+  Ib  c'ibD—  {ac)cD'-i, 

Septième  ligne.. .   (I)  [~l.ce).eE'  +  (cd')cD'+(bc')eD'1-(bc').(ce').[-(be')cE'-h(cd:')bI>'+{ac)eD]'\ 

{FF 

—  lbc').icf').[(bc)cE'+(bc)bD'-(.ac')cI>'}+(l)  [(bc')bA'—  (ac')cA')  -» 

•—  i   {J)  .  sD' .  cE'  —   {bc').(ce).bD'  .cE'  +  i(bc')bA'  —(ac')cA').(bc')cE'-ib  F' , 

en  omettant  les  termes  où  refteroient  D D',B'  6c  A' D' ^  quî , 
dans  le  calcul  des  lignes  fuivantes ,  difparoîtront ,  ou  fourniront 
des  termes  qui  difparoîtront  enfuite. 

Huitième  ligne. .  [  —  (I)  (ce')'  +ibc' }  .(bs  )  .ice'}':  —(  bc')^  .(  c  e').(cf'  )]  FF' 

—  <^)[-ce'}cE'-t-(cd')cD'  +  (bc'}eD'-i+{bc').'ce').[-{be']cE'+(cd')bD'+(ac)eD"\ 
ti-{ic),  (€f).nbe')cE'±iie')l>D^~{ac'}eD'1—'ii)  mc')bA'^(ae)cA''i  -» 


l 
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+  [(I)  (cc')cD'—lbc).lce')-  bV'-\  -hihc).l.ce').ai'c)bA'  —  (ac')cA')1bF' 

—  {bc').Hj)cD'.cE'—i.bc').{ce).bD'.cE'-i-[ibc')bA'—{ac)cA1.(bc')cE''ii 

Keuvîcme  ligne. .  .  [  —  (I  )  (ce   )=  +  (iC  )  .  (6c).  (ce')'  — (6c)  »  .  (ce')  .(cf')]eF'+  [(l)("')-  (  «/"» 

—  (6  c').  (6e).  (ce').(c/-  -f.  (6c)  '  .(  c /' y  Me  2="' 

4,    (  ce').  £(1)  [  (c</)cD'  4-  (6<;)eD'  ]  —    (6c).  (ce')  .  [(cd)6D'  H-(ac  )eZ)'] 

_    (6c').(c/J.[(6c')6I>'  — (ac')cX)]+(l)  [(6c')6y4'— (ac')c/4']] 

—  (6e')[(I)  (ce')cD'—  (6c).(ce')»fcD'  +   (  6c')  .  (c  e')  .  [  (6c)  6y4'   —    (ac)cA'-\ 
+  (6c').(c/')[{l)cD'— (6c').(ce')6X>'+(6c').[(6c')6y4'  — (a<r')c^']li 

en  omettant  les  termes  où  refteroit  E'  dont  nous  n'avons  pas 
tefoin. 

Avant  que  de  conclure  de  cette  neuvième  ligne,  les  valeurs  de 
A ,A' i  D,D' ,  &c.  nous  ferons  remarquer  que  le  coefficient  de 
F' f  ainfi  que  celui  de^',  ont  pour  fadeur  commun  la  quantité 

-  (l'c').(l>e').(ce')^h{l)(ce')-^-(l>c•)^.(c/'). 

Quant  à  Z)',   quoiqu'il  ait  auiïi  ce  même  ÙL&eur  ,  cela  n'eft         ^     ■ 
as  aufli  facile  à  appercevoir  ;  mais  voici  comment  on  parvient  à 
e  découvrir. 

D'après  les  Théorèmes  expofês  (219)  on  a  (hc'Je- —  (be'Jc 
'^('c^Jb  =  o;  fubftituant  dans  le  coefficient  des  termes  où  fe 
trouve  eD',  pour  (bc')e  fa  valeur  tirée  de  cette  dernière 
équation ,  on  aura  pour  la  totalité  des  coëfficiens  de  Z>  ' ,  la 
quantité  fuivante 

—  (hc').(ce')^.(cd')'\  +  (j).(ee'  ).(cd')  "^ 

qui ,  en  fubftituant  pour  (a  <^ )  .  fc  e'J  fa  valeur  fhc'J.  (b  e! ) 
-{-(bcf).  (cd' )  —  (\) ,  devient 

-z(bc>y.(c<^).(cf)      )  ^(i).(ce').(cd')  -H 

^z(hc')^.(be'),(ce')^  \^^'     -^  (bc')-.(cf).(cd')      I 

^z(i).(ce')-  S  -  (b<^).(ce<).(be').(cd')\ 

S 

C'eft-à-dire  ,-  iKlc')"-  .  (cf)  ■¥  (i)  •  (ce' )—  ( bc' ) .(b e' ) .  (ce' )"].  (ce')hDf 

-t  [f^osff/'j-i-  co.  ivo-r^o..r^«';.rfO]  u^d')-^  (bc'):\ci>\ 


2>* 

+  (i).(ce').(be') 
+  (be')^.Cc/').(be') 
-  (bc').(ce').(èe')^ 
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Faifant  donc,  pour  abréger  ,  (bc')\  (cf)  H-  (\)  (ce') 
—  (bc'),(be').(c  e'J  =  (2),  on  aura  pour  conclure  les 
valeurs  â.^  A ,  A';  D ,  D' \F,F',   la  quantité  fuivante 

d'où  l'on  tire 

A'-(^).\.(l>c')b-(ac')c],D'=(^).(i(ci•)■h(bc^)]c^^(cc')b),  F' =z(z)  .[  (c/')c^(ce'),]; 

&  par  conféquent 

/{=-(z).l(l>cy-(ac'y],D=-(z).a(cd')-^.(l>e')]c'-i(ce>)b'-\,F  =  --(i).i(c/')c'-(cc'yi 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  reftans  dans  l'équation- 
fomme ,  on  aura  l'équation  finale  fuivante 

r     Cac')-  '\x^  +  (bc').(bd')^x^-h(bc').(bf')'\x--t-i(cd').rc/')')x-^(c/')-      1_^ 

("■^i-Cab'j.Cbc'jC     -zCac').(cd'j(      -z(ac').(cfjl     t- (  b  e') .  (cf)  f    -{cc').(ef')j       » 


(  bc')  .  (br)^x^-^i(cd')  .  Ccf')-\  » 
z(a  c<)  .  (cfj  à     -hCbe').  (cf)  I 
(cd')-  \      -r(ce').(bf)t 

(be').(cd')C     ■+(ce>).(de')} 


-(be').(ac')^     -t-r 
■i(ab').(ce')\     H-r 

-'      —r(ce').(bd') 
-H  (ae').(ce') 

laquelle  (220)    en  vertu   des  équations 

(ab'J  .  (c  e'J  —  (ac'J  .  (bc')  -+-  (bc').(ae')  =  o  , 
(bc'J  .  (de'  )  —  fbd'J.  (ce')  -H  (cd').(be>)=  o  , 
(bc'J  .  (ef)  -  (bc'J  .(cfJ  ^(ce'J.(bf'J=o  , 
peut  être  changée  en  cette  autre 

r     (ac')--         -\x^-^-(bc').(bd>)'ïx^^(bc').(bf')>.x^-^r(cd').(cf)')x+(cf>)^     1_ 
(^)\^(ab').iU')\    ^z(ac').(c-d')(     -  ^Cac').(cf)  1      -(ce').(bf){    -  (c  O  •  ('/')  i  "  ' 
*-  -'     ^(ab').(ce')(     -^(cd')^  I      -i-(bc').(c/')^ 

^(ic')  .(ae'j\     —(ce').(bd')f     -h(ce').(de'j\ 
-*     ^(bc').(de')   \  _  -^ 

^(ae').(ce')  J 

qui  ne  diffère  de  celle  qu'on  trouve  par  les  formules  réfultantes 
de  la  méthode  ordinaire  d'élimination  ,  que  par  le  fadeur  (  2  ) 
qui  échappe  à  cette  méthode ,  &  dont  il  faut  parler  aduellemenc. 

(286.)   Ce  fatleur  (2)  eft  précifément  celui  qui  exprime  dans 
quels  cas  l'équation  en;5C  peut  être  abaiffée  &  réduite  au  troifième 
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degré ,  fans  que  pour  cela  il  s'en  fuive  la  même  chofe  pour  l'é- 
quation  en  y. 

Dans  le  cas  où  Ion  auroit  (ad  )*  —  (ab'J .  (b  c'  )  =  o  ,  l'é- 
quation en  X  ne  feroit  que  du  troifième  degré  ;  &  il  en  feroit  de 
même  de  celle  en  y.  C'eft  le  feul  cas  que  l'on  connoiffe.  Mais  fi 
l'on  avoir  (  2  )  =  o ,  l'équation  en  x  ne  feroit  aufTi  que  du 
troifième  degré  ;  &  c'eft  ce  dont  la  méthode  ordinaire  d'élimi- 
nation n'avertit  point. 

Pour  fe  convaincre  que  dans  le  cas  où  l'on  aura  (  2  )  =  o  , 
i'équation  ne  fera  que  du  troifième  degré ,  on  n'a  qu'à  chercher 
l'équation  finale  en  x,  en  n'einployant  que  des  polynômes-multi- 
plicateurs du  premier  degré.  En  fuivant  les  mêmes  procédés  que 
ci-deflus,on  arrivera  à  l'équation  de  condition  (2)  =0.  Donc 
en  effet  ce  fadeur  (  2  )  eft  le  fyptôme  de  l'abaiflement  de  l'é- 
quation finale. 

(287.)  A  cette  occafion  nous  ferons  une  remarque ,  tant 
pour  juftifier  ce  que  nous  avons  avancé  (  275)  ),  que  pour  éclaircir 
ce  que  nous  aurons  à  dire  par  la  fuite. 

Nous  avons  dit  (  27p  )  que  l'équation  finale  trouvée  par  notre 
méthode ,  ofîriroit  toujours  deux  efpèces  de  facleurs  ,  dont  l'une 
îndiqueroit  le  cas  où  l'équation  peut  être  abaiffée  ,  &  l'autre  fe- 
roit connoître  une  folution  qui  a  naturellement  lieu  par  l'ab- 
fence  de  quelques-uns  des  termes  des  équations  propofées. 

Dans  l'exemple  que  nous  venons  de  traiter ,  &  dans  celui  qui 
le  précède ,  nous  n'avons  rencontré  que  la  première  efpèce  de 
fadeur  :  pourquoi  cela  f  C'eft  que  nous  avons  fait  ce  qu'il  falloit 
pour  éviter  le  facteur ,  ou  les  facleurs  de  la  féconde  efpèce. 

En  effet ,  dans  l'exemple  aduel ,  nous  avons  réduit  la  queftion 
a  calculer  feulement  dix  coëfEciens  ,  quoique  fur  douze  que  ren» 
ferment  les  deux  polynômes  ,  il  n'y  en  ait  véritablement  qu'un 
qui  foit  du  nombre  de  ceux  que  (250)  nous  appelions  inutiles 
à  l'élimination.  Or  fi  nous  avions  calculé  fur  le  pied  de  onze 
coëfHciens  ;  c'eft-à-dire  ,  fi  au  lieu  de  fuppofer  C  =  o  ,  & 
C'  =  o,  comme  il  eft  permis,  mais  non  pas  indifpenfable  ,  nous 
cuflions  feulement  fuppofé  C  =  o ,  6c  calculé  la  valeur  de 
AA'BB'C'DD'EE'FF' ,  nous  aurions  trouvé  à  l'équation 
finale^pour  fadeur,  le  coefficient  c' ,  lequel  fi  on  le  fuppofe  =  o  , 
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n'indique  pas  que  l'équation  puifle  s'abaifler  ;  mais  indique  une 
folution  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (  279  ), 
Car  dans  le  cas  de  c'  =  o  ,  on  a  j/'  =  -°- ,  qui  fubftituée  dans 
l'autre  équation,  jy  fatisfait  en  effet. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  C  =  o  _,  ôc  de  conferver  C  pour  le 
faire  entrer  dans  le  calcul  général  de  A  A'  B B' ^  &c.  nous  per- 
fiftons  à  fuppofer  ,  comme  nous  l'avons  fait  (28J  )  C b  -^  C'b' 
=  o  ;  mais  qu'en  même  temps ,  au  lieu  de  fupprimer  tout 
de  fuite,  C  &  C  dans  tous  les  termes  où  ils  fe  recontrent, 
nous  procédions  au  calcul  de  AA'BB'CC'DD'EE'FF'  en 
faifant  ufage  des  onze  équations  que  nous  aurons  alors  ;  nous 
trouverons  à  l'équation  finale,  pour  fadeur  la  quantité  bc' — b'c, 
fa£leur  ,  à  la  vérité ,  plus  compofé  qu'il  ne  doit  être  en  n'em- 
ployant que  le  nombre  de  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  ,  mais 
qui  eft  une  répétition  variée  de  l'efpèce  de  fadeurs  dont  il 
s'agit.  En  effet ,  fi  Ton  appelle  E ,  l'équation  finale  dégagée 
de  ce  fadeur  ,  l'équation  finale  qu'on  trouve  alors  ,  eft  donc 
{bc'—b'c)E  =  o. 

Or  en  faifant  C  =  o,  on  auroit  eu  c'£  =  o.  En  faifant 
C  =  o  ,  on  trouvera  c  E  =  o  ;  l'équation  fb  c'  —  b'c)  E  =  o 
peut  donc  être  cenfée  la  réunion  de  ces  deux -ci  b  c'  E  =  o  , 
&  —  b'c  E  =  o  ;  or  ces  deux  équations  préfentent  ces  fix 
cas  ^  =  o,c'=o,£  =  o,è'  =  o,c=o,  £=o.Et  chacun 
des  quatre  cas  i>  =  o  ,  c'  =  o  ,  />'  =  o  ,  c  =  o  ,  eft  en  effet  le 
figne  d'une  folution  de  la  nature  de  celle  mentionnée  (  279  )  ; 
car  ,   par  exemple ,  b  =  o ,  donne    dans  la  première  des  deux 

/  •  r/  — flx-        /:y'- — dx  —  ey  —  /'  •  \ 

équations  propolées  xy  = ' ,  qui ,    a 

caufe  ÛQ  ax^  -\-  cy'^  -h  dx  -+■  ey  -h  /  =  o  ,  n'eft  autre  que 
xy  =  -^,  qui  fubftitué  dans  la  féconde  ,  y  fatisfait  en  effet. 

(  2880  On  voit  donc  que  fi  nous  n'avons  pas  trouvé  dans 
l'exemple  ci-deffus  6c  dans  celui  qui  le  précède  ,  les  fadeurs  de  la 
féconde  efpèce  ,  c'eft  que  nous  les  avons  évités  :  ôc  comme  ils 
n'apprennent  rien  qu'on  ne  fâche  d'ailleurs ,  on  fait  toujours  bien 
de  s'en  débarraffer  lorfqu'on  le  peut.  Je  dis ,  lorfqu'on  le  peut  ; 
car  quoique  cela  foit  poffible  le  plus  fouvent ,  cela  ne  l'eff; 
fcependant  pas  toujours ,  comme  nous  le  verrons  dans  peu. 

i^^9')  Nous  avons  cru  devoir  développer  cet  examen  des 

fadeurs  j 
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Facteurs ,  pour  préparer  le  Le<Eleur  au  parti  que  nous  prendrons 
quelquefois  de  préférer  de  calculer  quelques  coèfîîciens  de  plus 
qu'il  n'eft  abfolument  néceflaire.  Parce  qu'en  prenant  ce  parti , 
nous  aurons  pour  but  de  conferver  dans  le  calcul  une  fymmétric 
qui  contribue  beaucoup  à  le  faciliter;  ôc  que  quelquefois  au 
contraire  ,  en  préférant  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  ,  on. 
trouble  la  fyminétrie  ,  ^  le  fa£teur  quoique  plus  fimple ,  eft 
moins  facile  à  trouver.  Mais  dans  le  cas  où  l'on  calculera  avec 
plus  de  coëfficiens  qu'il  n'eft  néceflaire  pour  l'élimination ,  le 
fadeur  qu'on  trouvera  ,  ne  fera  que  renfermer,  d'une  manière  plus 
étendue,  ce  qu'auroit  exprimé  le  fafteur  trouvé  en  n'employant 
que  le  nombre  de  coëfficiens  utiles  à  l'élimination. 

(290.)   Revenons  maintenant  à  l'examen  du  faSteur  (  2  ).  Sî 
dans  l'expreffion  de  ce  facleur ,  on  met ,  pour  (  i  ) ,  fa  valeur 

(éc').(l>e'J~-(ac'  ).(ce')  +(be').(cd'  ), 

on  aura 

(z)  =  (l,c').Ccd').Cc-e')-  (ac').(c^y--\.(bc')K(cf'). 

Donc  toutes  les  fois  qu'on  aura  entre  les  coëfficiens  des  deux; 
équations  données  la  relation  exprimée  par  l'équation 

(be'  ),(cd').(ct')  —  (ac').(çe')^^  (b  c'  y  .  (  c  f  )  =  o  , 

l'équation  en  x  ne  fera  que  du  troifième  degré.  On  l'aura  j 
en  employant  ainfi  que  nous  l'avons  déjà  dit  ,  pour  polynômes- 
multiplicateurs  ,  deux  polynômes  qui  foient  feulement  du  premieïj 
degré. 

Ainfi  faifant  dans  l'équatlon-fomme,  trouvée  (28J), 

A  =  o,  ^'=o,5=o,£'  =  o,C=o,C'=o^ 

elle   fe  réduira  à  la  forme 

Dax^  '\-    D  b  x'-y  +    D  c  xy^  '^  Ecyi   =o, 
-h    E  a  -fr   Eb 

•jr  D  dx-  -^-    De  xy     -^.   E  e  y-  ,  -" 

-^  Fa         -\-    E  d  Fc 

H-    Fb 

-¥  Dfx     -\-    Efy  ' 

•>f  Fd       -+-   F<! 


-t-  Ff 


Hh 
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Et  les  termes  j/' ,  xj^',  ^^y  i  J'  ■>  ^ y  donneront  pour  der- 
nière ligne,  ou  pour  déterminer  D ,D';EjE'i  F,F'f  la  quantité 

—  (ce').(bc')bF'—  l—(bc').(be')-h  (ac'J  .  (ce')  ■^~  (bc').  (cd'):\cF' 
_  l  —  (bc')bn'  -f-  (ac')c-I)'  —  (bc')cE'}.(6c'), 

laquelle  combinée  avec  l'équation  fournie  par  le  terme  y^  donne 
l'équation  de  condition 

(èc')  .  (c  d')  .  (c  e')  —  (ac')  .  (ce')^  -)-  (bc')  *  .  (cf)  =  o, 

ainfi  que  nous  l'avons  annoncé  ;  &  en  même  temps ,  donne 

F'  =  —  (ce').(bc')b-^  [(bc').(be')-.(ac').(ce')^  (b  c')  .  (c  d' )-[c  ^ 
D'  =   (bc').(bc'  )b  —  (ac'  )  .(bc'  )c^ 

&  par  conféquent 

F=  (bc').ce')b'  —  [(bc')  .  (h  e')  —  (ac')  .  (c  e')  -h  (b  c')  .  (c  d')  ]  i' 
D  —  —(bc')'-b'-k-    (ac' ).(bc')c'., 

Subftitxiant  dans  les  termes  reftans  de  l'équation-fomme ,  on  a 

»►  (a6').(6c')>xî  +  (êc')i.(&rf')rï  +  (hc'y  .  (bf)x  —  (b  c').  (  c  e')  .(  bf)  =  o, 

.+  lac')'  .(,bc')  —  z(ac).ibc').(cd')  —  (ac ')  .  (.b  c')  .  (  c  f  )  +  (bc' )  .(b  e  )  .  (cf) 
-t-(û6').(ic').(cf')  —  {bc'  )  .  (■;«').  (6  <f)  —  {ac' ) .  (ce' ) .  (  cf  ) 
—  {bc').(b  e)  .  (ce')  +  {bc').(b  t)  .{cd')  -t{bt').{ed  )  .icf) 
•h  (ac'J'.ice')  —lac').{ct).(cd') 

+  {bc).(cd).(cd') 

Si  on  multiplie  cette  dernière  équation  par  fce'J,  &  qu'enfulte 
on  y  fubftitue  au  lieu  de  (a  c'J.fc  e'J  *  fa  valeur 

(bc'),(cd'J.(ce')^(bc')\(cf') 

fournie  par  l'équation  de  condition  ,  on  verra  facilement  qu'alors 
l'équation  a  pour  fa£leur  (b  c').  Ce  fadeur  eft  le  fymptôme  auquel 
on  reconnoîtra  fi  l'équation  finale ,  déjà  réduûible  au  troifième 
degré  ,   eft  fufceptible  d'être  abaiffée  au  fécond. 

C'eft-à-dire,  que  fi  les  deux  équations 

(hc').(cd').(c€')  —  (ac').(ec')^-^(hc')--.(cf)  =  o, 

&     (bc'  )  =    o  , 

ont  lieu  à  la  fois  \   ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  fi  les  deux 
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ijquations 

( a  c' )  .  {  c  e'  J'  =  o  , 

&  (b  c')  =  o, 

ont  lieu  à  la  fois  ;  l'équation  finale  fera  rédu£lible  au  fécond 
degré. 

Or  l'équation  f  ac'  )  .  (c  e'  )^  =  0,  donne  ces  deux  cas, 
{"ce'J  =  o ,  èc  fac'J  =  o. 

Dans  le  premier  cas ,  il  eft  évident  que  fi  l'on  a  tout  à  la 
fois  (ce')  =z  o  ,  ài(bc')  =  o,  l'équation  finale  fera  en  effet 
du  fécond  degré.  Car  fi  après  avoir  multiplié  par  c'  la  première 
des  deux  équations  données ,  on  en  retranche  la  féconde  multi- 
pliée par  c,  on  aura  (a  c'Jx*  —  fc  d'Jx  —  fc/'J  =  o. 

Dans  le  fécond  cas,  fi  l'on  atout  à  la  fois  (  a  c'  )  ^x=  o  ,  6c 
(h  c' )  =  o ,  la  même  opération  donneroit 

(cd')x-^  (ce'Jy-^-  (cf)  =  o  / 

or  il  eft  évident  que  cette  équation  combinée  avec  une  des 
deux  propofées ,  ne  peut  encore  donner  qu'une  équation  du 
fécond  degré. 

(291.)  Nous  fommes  entrés ,  comme  on  le  volt  ,  dans  un 
aflez  grand  détail  fur  les  deux  équations  qui  ont  fait  la  matière 
du  dernier  exemple  ;  mais  ce  détail  nous  paroît  juftifié  par  les 
conféquences  qu'il  fournit  ;  nous  laiffons  au  Ledeur  à  en  faire 
l'application  à  l'équation  en  y;  il  eft  facile  devoir  que  les  confé-» 
quences  feront  analogues  ,  à  la  vérité  ,  mais  non  pas  les  mêmes. 

Par  exemple ,   l'équation 

(b  c') .  (c  d'J  .  (c  e')  —  (a  c') .  (c  e'/  -^  (b  c'/  .  CcfJ  =  o 

qui  doit  avoir  lieu  pour  que  l'équation  en:c,  puifle  être  abaiflée 
au  troifième  degré,  devient 

—  fa  b') .  (a  e')  .  (a  d')  -+-  (a  c'J  .  fa  d'/  -f-  fa  b'J\  fafj  =  o 

par  le  changement  de  û  en  c,  de  û'  en  c',  de  </  en  f ,  &  d' en  e' 
changement  néceflaire  pour  appliquer  à  l'équation  en  y ,  CQ 
que  nous  avons  dit  de  l'équation  en  x.  On  voit  donc  que 
l'abaiffement  d'une  des  deux  équations ,  n'entraine  pas  néceffaire- 
ment  l'abaiflenient  de  l'autre. 

H  h  ij 
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(292.)  Prenons  maintenant ,  pour  exemple  ,  les  trois  équs^ 
tions  fuivantes 


gx 
l 

-f-   hxy  -^    CXI   ■+"  <^y^  -H  ^Jï'  -*-  /î*  =  0» 
■^   h  y     H-    ^  î 

4-   ^'>'      -H     *'  ï.    =    0  , 

g!'x 
i" 

^    h'<y     -h     A"i[    =     0  , 

La   forme    des  polynômes  -  multiplicateurs    de  la  première  ^ 
féconde ,  &  troifième  équations ,   eft 

&  comme  Tëquation  finale  ne  doit   pas   (  47  )   pafTer  le  fécond 
degré  ,  on  peut ,  pour  plus  de  fimplicité ,  fuppofer  T-l-  2=0. 

On  multipliera  donc  la  première  e'quation  par  £  , 

la  féconde  par C'a:  -f-  N'y  -i- K' i -h  L\ 

la  troifième  par  .  .  ...    G>'x  -h  H"y  ■+■  K"i  -+-  L'V 

Ajoutant  les   trois  produits  ^  on  aura  pour  équation-fomme  f 
l'équation  fuivante 

Lax'--^  Lbxy  -^  LfX\  H-  £^lv'-+-  L  e y  i  -^  -^/ï*  =  o^»» 
•^G'g'    -^C'h>     -t-  G^*J    -t- H'A',  -V-  H'/t'     H-A"«' 
Ch  C"^"  -h  C'A"  -f.  G"*"-t-  fl'A"+  //"/t"  4- A'"  A" 
-1-H'^'    -»-A''^'  -hA''A' 


"  A'> 


-hH"^"-»- A'"g"  -h  À' "A 

•f- X^'W -+- £  A>    4-£*| 
-t-  C'/'    4- H'/'     -»-  AT'i» 
fh  C"/"-t-  «"Z"  -j-  A""Z" 
r^-X'g'  -t- £'A'      -f-i'A' 
J4-X"^  "-+-£"  A"    -fci"V'- 

-t-  £'/' 
4-  X"/" 


?r^fentement  j  le  nombre  des  coefficlens  Inutiles  à  l'élimination 
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éfl  ' 

c'eft  -  à  -  dire  , 

r^(x,y,\)^^  •¥N(x,y,x)    —N(x,y,:[)        =04-1—0  =  1, 

Il  y  a  donc  un  des  Goëfficiens  dont  nous  pouvons  difpofer  arbi- 
trairement ;  mais  pour  conferver  la  fymmétrie  ,  au  lieu  d'en  fup- 
pofer  un  =•  o  ,  je  forme  une  équation  arbitraire  qui  ait  un  égal 
rapport  avec  les  deux  équations  fymmétriques  ;  je  fuppofe  ,  par 
exemple,  K' h'  -t-  K" h"  =  o. 

Alors  ,  avec  cette  équation  ,  &  celles  que  fourniflent  les^ 
termes  ^%y  l,y* ,x:^,  xy , -^^ècy ,  en  procédera  au  calcul  de 
G'G"H'H"K'K" LL'L",  en  commençant  pour  plus  de  fa- 
cilité ,  par  K' K"  f  puis  K' K"  L  ,  &  confécutivement 
K'K"LHH'yK'K"LHH'GG'  &  K' K" LHH' GG' L' L". 

On  trouvera ,  dès  la  quatrième  ligne  ,  que  (k' h" )  eft  fadeur' 
commun  ;  &  on  pourra  ,  pour  fimplifier ,  le  fupprimer. 

A  la  dernière  ligne  ,  on  trouvera  de  nouveau  pour  fa£teivr 
(k'  h"Jile  fupprimant  aufli ,  pour  fimplifier,  on  aura  en  né- 
gligeant dans  le  calcul  de  cette  ligne  les  coëfficiens  H,  H';  K ,  K\ 
4jui  n'entrent  point  dans   l'équation    finale ,  la  quantité  fuivante 

If(k'r')  —  k(k'h")}h'L"—  [i(h'l")—d(k<l<')  -f-  k(k'h")]k'L"  -\-  (k>h"f-L 
^  [c(k'k'')  +  f(h'ë')]h'G"—ie(h'g")^d(k'g")-b(k'h")'ik'G", 

(d'oîi  Ton  tire 

X"  =  [/CA'Z";—  k(k'h")'\h>  —  le(h'l")~.d(k'l")  4-  k(k'h")\V 
C"  =  lc(k'h")  +f(k'g")lh>^l<:(h'g")^d(k'g")^  l>(k'h")]  k' 

i  =  (k<  h"  y 
ific  par  conféquent 

X'  =  —  lf(h'V')—k(k'h!')-iV'-:ir  [  e  (h}  V  )  ^d(k'V)  +  k(k'l^)-]k" 
C  =-  lc(k'h')  -^/(h'^'nh"  ^le(h'g")  -dÇk'g")  -  b(k'h")-ik"\ 

&  fubftituant  dans  les  termes  reftans  de  l'équationrfoinme ,  on  aura 
facilement  l'équation  finale. 


l 
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(293.)  On  peut,  fans  doute,  arriver  à  cette  équation  finale 
ar  une  voie  incomparablement  plus  courte  ,  en  déterminant ,  à 
aide  des  deux  dernières  équations ,  les  valeurs  dey  &  ^  Qnx  f 
&  les  fubftituant  dans  la  première. 

Mais  il  ne  s'agit  pas  encore  des  moyens  d'arriver  le  plus 
promptement  qu'il  eft  pofTible,  à  l'équation  finale  :  notre  objet 
principal  eft  d'expofer  la  méthode  qui  conduit  à  ne  rien  omettre 
de  ce  qui  peut  appartenir  aux  équations  propofées.  Or,  en  fuivant 
le  procédé  le  plus  court,  on  ne  trouveroit  pas  dans  l'équation 
finale  ,  le  fadeur  fk  '  h  ")  que  nous  venons  de  rencontrer  deux 
fois  dans  le  calcul  des  coëfficiens ,  &  qui  par  conféquent  donne 
(kh" )'■  pour  fadeur  de  l'équation  finale  :  il  s'agit  aduellement 
d'examiner  ce  qu'il  fignifie. 

Si  on  fuppofe  fk'  h'^J  =  o  ,  alors  l'équation  finale  n'eft  que 
du  premier  degré  ;  &  en  effet ,  fi  on  multiplie  la  féconde  équa- 
tion par  h"  y  ôc  qu'on  en  retranche  la  troifième  multipliée 
par  /î' ,  on  aura  (g'  h" J  x  —  (h'  l"J  =  o  ,  qui  ne  peut  en  effet 
donner  qu'une  feule  valeur  pour  x. 

Quant  à  ce  qu'on  trouve  (k' h" )  deux  fols  fadeur  ,  voicî 
d'où  cela  vient. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  arbitrairement ,  comme  nous  l'avons 
fait,  K'h'  -h  K" h"  =  o,  nous  euffions  fuppofé  K'  =  o  , 
nous  aurions  trouvé  à  l'équation  finale  ,  pour  fadeur  ^)t' A  "^/c" 
qui  fe  décompofe  en  fk'  h  "J  ôc  A  "  ,  dont  le  premier  a  la  fi^i- 
fication  que  nous  venons  de  voir  ,  &  dont  le  fécond  a  la 
fignification  que  nous  avons  ex:pliquée  (  aypôc  287  ).  Mais  en 
formant  l'équation  arbitraire  K'  h'  -h  K"  h"  =  o,  nous  em- 
ployons un  coefficient  de  plus  que  nous  n'y  fommes  obligés  ; 
nous  avons  néceffairement  un  fadeur  plus  fort  d'une  dimenfion  ; 
c'eft  le  hQ.Qur  fk'  h"J  ,  mais  qui ,  comme  nous  l'avons  dit  (287), 
renferme  avec  plus  d'étendue  ,  tout  ce  qu'auroit  dit  le  fadeur 
fk'h")k".  En  tffQtlc  hâQuv  fk'h"J.fk' h"J  eft  l'affem- 
blage  de  fk'h"J  .  k'h"  &  de  —  fk'h").k"h';  or  ceux-ci  indi- 
c|uent  pour  k'  =0  y  A  '  ==  o ,  i''  =  o ,  A"  =  g  ,  des  folutions  de 
la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (  279  & 287).  Il  les 
préfente  d'une  manière  plus  étendue  que  le  fadeur  fk'h")k"» 
Mais  comme  on  a  le  fadeur  fk' h" )k"  en  fuppofant  K'  =  o; 
on  auroit  le  fadeur  fk'h"]k'y  en  fuppofant  X"  =  ç  j  on  aurok 
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ïe  fa£leur  (k' h")  h'\  en  fuppofant  H'  =  o  ;  &  ainfi  de  fuite. 

Tout  cela  confirme  donc  parfaitement  ce  que  nous  avons  dit 
jufqu'ici  de  la  nature  des  fadeurs  de  l'équation  finale. 

Bemarques  générales  fur  les  Symptômes  auxquels  on  peut 
reconnoître  la  pojjibilité  de  l' aba'ijfement  de  l'équation 
finale  ,  êCfur  la  manière  de  déterminer  ces  Symptômes. 

(2  94')  Il  réfulte  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici ,  que  les 
fymptômes  auxquels  on  peut  reconnoître  la  poflibilitd  de  l'a- 
baifïement  de  l'équation  finale  ,  font  de  deux  fortes  :  l'une  qui 
a  lieu,  lorfque  l'équation  finale  a  un  fa£teur  commun  à  tous  fes 
termes  ;  &  l'autre  qui  a  lieu ,  lorfque  dans  l'équation  finale  dé- 
gagée de  ce  fadeur  commun  ,  le  coefficient  total  de  la  plus 
haute  puiflance  de  l'inconnue  peut  devenir  zéro  ,  par  des  relations 
particulières  entre  les  coëfficiens  des  équations  finales.     \  t^nnniji 

(295-)  ï^  paroîtroit  donc  que  pour  connoître  les  conditions 
de  la  poflibilité  de  l'abaifTement  de  l'équation  finale  ,  en  vertu  de 
l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  caufes ,  il  faudroit  procéder  au 
calcul  de  l'équation  finale  générale  ;  6c  que  ce  ne  pourroit  être 
que  par  l'infpedion  de  cette  équation  qu'on  pourroit  Juger ,  tant 
par  le  fadeur  commun  à  tous  fes  termes ,  que  par  les  coëffi- 
ciens de  la  plus  haute  puiflance  de  l'inconnue  ,  &  des  puiffances 
immédiatement  inférieures  ,  fi  l'abaifTement  eft  poffible. 

(  2^6-)  Mais  pour  connoître  les  fymptômes  de  la  première 
efpèce,  il  n'eft  pas  néceflaire  de  déterminer  l'équation  finale  gé- 
nérale :  c'eft-à-dire ,  qu'on  peut  déterminer  le  fadeur  commun  à 
tous  fes  termes ,  fans  connoître  cette  équation  même.  Quant 
aux  fymptômes  de  la  féconde  efpèce  ,  nous  en  parlerons  après 
avoir  enfeigné  la  manière  générale  de  déterminer  le  fadeur  dont 
il  s'agit. 

(297.)  Suppofons  donc  que  les  équations  proposes  fbieiit 
repréfentées  par  les  équations  fuivantes  ' 

(u  . .  .  n)'^  =z  o  i   '      ' 

(u  ,  ..n)''  =  o  , 

{u,,,  nj^'  =  P. 
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Les  polynômes -multiplicateurs  nécefîaires  pour  arriver  S 
l'équation  finale  feront 

&c. 

Concevant  qu'on  ait  réduit  ces  polynômes  au  plus  petit  nombre 
de  termes  portible  ,  par  les  moyens  que  nous  donnerons  dans 
peu  ;  il  ne  refteroit  autre  chofe  à  faire  pour  arriver  à  l'équation 
finale ,  que  de  former  l'équation-fomme ,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  les  exemples  précédens ,  ôc  de  calculer  les  coëfficiens  indé-s 
terminés. 

Or  fi  l'équation  finale  eft  fufceptible  d'abaiflement ,  cela  peut 
arriver  de  deux  manières  ;  ou  parce  que  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés qui  entreront  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  feront  chacun  =  o  ;  ou  parce  que  les  relations  des  coëf- 
ficiens déterminés  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chacune  des  équations  propofées,  feront  telles  qu'en  égalant  à 
zéro  chacun  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  ,  à  l'exception  de  celui  qui  doit  compofer  la  plus  haute 
puiffance  de  l'équation  finale  ,  il  en  réfultera  nécefiairement  Ta- 
néantiflement  de  cette  plus  haute  puiffance. 

Dans  le  premier  cas ,  il  eft  évident ,  que  par  la  fuppofition  même^ 
ia  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eft  réduite  à 

(29g.)  Donc  réciproquement  fi  on  veut  (avoir  à  quelle 
condition  l'équation  finale  peut  être  abaiflee  d'un  degré  ,  on 
formera  l'équation-fomme  en  n'employant  pour  polynômes- 
multiplicateurs  ,  que  les  polynômes 

fU  ...i^^r  +  r  H.."+&c.~l. 

&c.  Alors  j 
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Alors,  comme  on  aura  un  coefficient  indéterminé  de  moins 
qu'il  n'eft  néceflaire  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  qu'on  a 
à  faire  difparoître  ,  on  fera  conduit  à  une  équation  de  condition 
qui  fera  le  fymptôme  demandé  ,  fi  elle  n'a  qu'un  feul  fadeur  ;  ôc 
qui ,  fi  elle  a  plufieurs  fadeurs  ,  indiquera  difterens  cas  où  l'a- 
baiflement  peut  avoir  lieu  ;  ou  bien  fera  telle  que  quelques-uns  de 
ces  fadeurs  indiqueront  les  cas  d'abaiffement ,  tandis  que  d'autre9 
indiqueront  des  folutions  particulières  ,  telles  que  celles  dont 
nous  avons  parlé  (279  ôc  287  ).  Mais  cette  équation  de  condi- 
tion renfermera  toujours  le  fideur ,  ou  les  fadeurs ,  qui  font  le 
fymptôme  de  l'abailTement. 

(299.)    Quant   à  ce   que  nous  difons  que  dans  réquatioil" 
foninie  formée  par  les  polynômes  -  multiplicateurs 
( u  .  .  .  „;r-t-r'4-.  +&C.-  i^  ^^^ 

il  n'y  aura  qu'un  coefficient  indéterminé  de  moins  qu'il  n'eff 
néceffaire  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  qu'on  a  à  faire  dif- 
.paroître  :  voici  comment  on  peut  s'en  convaincre. 

Ne  fuppofons  pour  plus  de  fimpLicité ,  que  trois  inconnues  :  le 
nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme,  feroit  N  f  u  .  ..2j^'^''^''-^''  s'il  s'agifToit  de  l'é- 
quation finale  générale. 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  premier 
polynôme- multiplicateur  ,  diminué  du  nombre  des  coëfficiens 
inutiles  à   l'élimination  ,  feroic 

T+t'+t'  T-f-t"  T+t'  T 

n:u...z)  —N(u.,.i)       —n:u...i)       ■^N(u...i)  - 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond 
polynôme-multiplicateur  ,  diminué  du  nombre  des  coëfficiens 
inutiles  à  l'élimination,  feroit 

N(u...  t  )  —  N(u.  -.  .  1  ) 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  troifiènie 
polynôme-multiplicateur ,  feroit  N  fu.  . .  2^  ^  +  '  "^  ' . 

Cela  pofé  ,  je  dis  qu'on  a  l'équation  fuivante 

(^) N(u...i)    ^^    ^    =NCu...z)    ^    ^    -N(u...z)  —N(u...z) 

T  r-Ht  +  t"  T+t  T-^t+t' 

-^N:u,,.z)     -hN(u,..z)  ^     -.N(u...z)  H-AY«...i;  l 

li 


T+t+t'  +  t"  T+t'  +  c'  T-j-t  +  t' 

N(u...i)  —N(u...i)  —N(u...z)     ^ 

T+t-i-t"  T  +  t"  r+ 

'^f[u,..^)  -\-N(u.,i)  -hN(u...t) 


2J0       ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

c'eft-à-dire  ,  que  le  nombre  total  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme  générale ,  eft  précifément  égal  au 
nombre  de  coëfficiens  utiles  fourni  par  chacune  des  plus  hautes 
dimenfions  des  trois  polynômes-multiplicateurs. 

En  effet,  l'équation  fAJ  peut  être  écrite  ainfi 
c'eft  -  à  -  dire  , 

'    d  d  N  ( u,  ,  ,t)  ...  ^  ,_  ,,r  J 

T  +  t  -ht"  /  T  +  t+t"  \ 

—  ddN(u...i)  •''{        t.t'      )~^f 

or  (  12)  ^.jvr«...3/-^'-^''-*-'''...(^tX^"^'")^^^"ef'^^^  =  °- 

Donc  puifque  les  plus  hautes  dimenfions  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  ne  fournilfent  qu'autant  de  coëfficiens  utiles  qu'il 
y  a  de  termes  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  , 
ils  ne  donnent  qu'un  coefficient  de  plus  qu'il  n'y  a  de  ter- 
mes à  faire  difparoître  dans  cette  dimenfion  pour  le  calcul 
général  de  l'équation  finale  ;  donc  lorfqu'on  fuppofe  tous  ces 
coëfficiens  égaux  à  zéro  ,  il  n'y  ?nra  dans  l'équation-fomme  reP 
tante  j  qu'un  coefficient  de  moins  qu'il  n'efl:  néceffaire. 

(3  00.)  Ainfi  pour  trouver  l'équation  de  condition  qui 
donne  lieu  à  l'abaiffement  de  l'équation  finale  ,  &  qui  correfpond 
au  facteur  commun  à  tous  les  termes  de  l'équation  ,  il  ne  s'agit 
donc  que  de  multiplier  chacune  des  équations-propofées ,  par  un 
polynôme  d'une  dimenfion  moindre  d'une  unité  que  celle  qui 
conviendroit  à  l'équation  finale  générale.  Alors  égalant  à  zéro 
chacun  des  termes  de  l'équation-fomme  ,  autres  que  ceux  qui  ne 
renferment  que  l'inconnue  de  l'équation  finale  ,  on  fera  conduit 
à  l'équation  de  condition  qui  donne  les  fymptômes  d'abaifiement 
de  la  première  efpèce.  Et  la  quantité  qui  compofe  cette  équation 
de  condition  ,  fera  en  même  temps  le  fadeur  commun  à  tous  les 
termiis  de  l'éq^uation  finale  générale. 
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(301.)  En  forte  que  ,  fi  lorfque  les  coëfficiens  des  équations 
propofées  font  numériques ,  on  procédoit  au  calcul  de  l'équation 
/inale ,  on  trouveroit  que  dans  la  dernière  des  lignes  qui  (  ip8  ) 
fervent  au  calcul  des  coëfficiens  indéterminés  ,  tous  les  termes 
deviendroient  zéro  ,  dans  le  cas  de  la  ponibilité  de  l'abaiffemenr. 
Donc  réciproquement ,  fi  dans  le  calcul  des  lignes  ,  la  dernière 
devient  zéro ,  c'eft  une  preuve  que  l'équation  peut  être  abailTée 
d'un  degré,  ôc  qu'on  doit ,  pour  avoir  l'équation  finale  ,  employer 
des  polynômes  dont  la  dimenfion  foit  moindre  d'une  unité  ,  que 
dans  le  cas  où  l'équation  finale  n'eft  pas  fufceptible  d'abaifi'ement. 

En  effet,  puifque  la  dernière  ligne  devient  zéro  ,  c'eft  une 
preuve  (  20^  )  que  parmi  toutes  les  équations  employées  au  calcul 
des  lignes  ,  il  y  en  a  une  qui  n'exprime  rien  qui  ne  foit  compris 
dans  toutes  les  autres  ;  donc  parmi  les  coëfficiens  indéterminés  , 
il  y  en  a  un  d'arbitraire.  Or  fi,  comme  on  en  eft  le  maître,  on 
le  prend  dans  la  plus  haute  dimenfion  ,  &  fi  on  le  fuppofe  =  o  | 
alors  n'ayant  plus  dans  cette  plus  haute  dimenfion  qu'autant  de 
coëfficiens  utiles  ,  qu'on  a  de  termes  à  faire  difparoitre  ;  &  les 
équations  pour  l'anéantifiTement  de  ces  termes ,  étant  toutes  fans 
aucun  terme  abfolument  connu  ,  chacun  des  coëfficiens  de  chaque 
plus  haute  dimenfion ,  fera  nécefl"airement  =  o  (  206  ).  Donc 
en  effet ,  pour  arriver  à  l'équation  finale  ,  il  fuffira  d'employer 
des  polynômes-multiplicateurs  d'une  dimenfion  moindre  d'une 
unité  ,  que  celle  qu'ils  auroient  pour  pouvoir  donner  Féquation 
finale  générale. 

Si  le  degré  de  l'équation  finale  eft  fufceptible  d'être  abaiffé 
de  deux  unités  ;  un  raifonnement  femblable  fait  voir  qu'on 
parviendra  à  cette  équation  finale  ^  en  employant  des  polynômes- 
multiplicateurs  d'une  dimenfion  moindre  de  deux  unités  que  celle 
qui  leur  conviendroit  ,  pour  pouvoir  donner  l'équation  finale 
générale  :  &  ainfi  de  fuite.  Et  réciproquement ,  en  employant 
des  polynômes  -  multiplicateurs  d'une  dimenfion  moindre  de  deux 
unités ,  ôc  procédant  au  calcul  des  lignes  ,  on  aura  les  deux 
équations  de  condition  néceffaires  pour  que  l'équation  finale 
puifTe  être  d'un  degré  moindre  de  deux  unités  ,  que  l'équation 
finale   générale. 

Sur  quoi  il  faut  obferver  que  l'une  de  ces  équations  de  condi- 
tion qui  fembleroit  peut-être  d'abord  devoir  être  précifémeac  la* 

li  ij 
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même  que  clans  le  cas  de  l'abaiflement  d'un  degré  feulement  ,  ne 
fera  cependant  pas  la  même  en  apparence,  mais  feulement  quant 
au  fonds.  Elle  fera  cette  équation  combinée  avec  la  féconde  , 
laquelle  fera  le  fadeur  commun  à  tous  les  termes  de  l'équation 
finale  abaifTée  d'un  degré  feulement,  &  le  fymptôme  de  la  poffi- 
bilité  de  fon  abaiffement  ultérieur  ;  c'eft  ce  dont  nous  avons  vu 
un  exemple  (  25J0), 

(302.)  Puifque  les  polynômes-multiplicateurs  font  d'autant 
plus  fimples  que  l'équation  finale  eft  plus  fufceptible  d'abaiflement, 
il  s'enfuit  que  le  calcul  des  équations  de  condition  nécefi"airÉS 
pour  la  polTibilicé  de  cet  abaiffement,  fera  d'autant  plus  facile  , 
qu'il  y  aura  lieu  à  un  plus  grand  abaiffement. 

(303)'  II  n'en  eft  pas  de  même  des  fymptômes  d'abaiffement 
de  la  féconde  efpèce.  A  l'exception  du  fymptôme  de  l'abaiffement 
dun  degré  feulement,  dans  l'équation  finale,  il  y  aura  toujours 
pour  déterminer  les  fymptômes  d'abaiffement  ultérieur  ,  fi  noiT 
autant  de  calcul  à  faire  que  pour  avoir  l'équation  finale,  du  moins 
un  calcul  dépendant  prefque  de  tous  les  coëfficiens  indéterminés. 

Voyons  d'abord  ce  qui  regarde  le  fymptôme  d'abaiffement  d'un 
degré   feulement. 

Puifque,  felon  que  nous  venons  de  le  voir  (299),  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  eft  préeifément  égal  au  nombre  des  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  i'équation-fomme  ,  il  s'enfuit  que  fi  pour 
connoître  le  cas  de  l'abaiffement  d'un  degré  dans  l'équation  finale, 
ïious  égalons  à  zéro  chacun  des  termes  de  la  plus  haute  dimen- 
fion de  I'équation-fomme,  nous  ferons  conduits  (  206&C2i^  )  à 
trouver  chaque  coefficient  —  o ,  ou  à  une  équation  de  condition 
entre  les  crëfficiens  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équa- 
tions propofées.  Le  premier  cas  étant  celui  que  nous  avons  exa- 
miné, il  ne  peut  donc  être  queftion  que  du  fécond  ;  on  multipliera 
donc  la  plus  haute  dimenfion  feulement  de  chaque  équation  ,  par 
la  plus  haute  dimenfion  feulement  de  fon  polynôme-multiplica- 
teur, &  ayant  ajouté  tous  les  produits;  dans  la  fomme ,  qui  fera 
la  plus  haute  dimenfion  de  I'équation-fomme  ,  on  égalera  à  zéra 
chaque  terme  affedé  d'une  ou  de  plufieurs  des  inconnues  ;  &  pro- 
cédant au  calcul  des  lignes  j  la  dernière //^/je  fera  l'équation  de 
condition  demandée. 
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Par  exemple ,  Ci  on  a  les  deux  équations 


a  X- 

->r  h  xy 

dx 

->f   e  y 

f 

c y-  —  o  i 


4-  d'x    •+-   e'3' 
+  /' 

On  multipliera  d'une  part  ax^  -V-  b  xy  -f-  cy  *  paf 
./^a:-  -h5xjK  h-  C7*,  ôc  de  l'autre  part  dx  -hb'xy  •\'c'y\ 
par  A' x^-    H-  B' xy  -4-  C'jy  *;  la  fomme  des  produits  fera 

^a«+-+-   ^^.x'y-l-  y^c  X- j  ^-H  B  c  x  y'-  -h    Ccy* 

■+- -iV       -t-   ^'^'        +  ^V-'  -+-  ^''-•'       4-    Ce' 

4-^a  ^  B  b  ■+-  C  i 

^  B'a'         4-  ^'i'         4-  C  b: 

■^  C    a 

4-  C'a' 

faifant  attention  qu'il  y  a  un  coefficient  inutile ,  &  le  déterminante 
Comme  on  a  fait  (  285-  )  ,  on  aura  C=  o ,  èc  C  =0, 

.On  aura  donc  à  calculer  les  équations  fuivantes 

^  a  4-  ^'  a'  =  o  , 

u4  b  -r-  Â'b'  -\-    £a    -h    B  '  a'   =o, 

A  c  4-  A'  c'  4-    Bb  4-    B'y   =0j 

B  c  -i-  B'  c'  =  o. 

On  aura  donc  comme  il  fuit. 

Première  ligne a  A'  B  B' 

Seconde  ligne (ab')  B  B  '  ^  a  A' aB' 

TroiCème  ligne...  .  (ab')bB'—  (ac')aB'   4-  a  A' (ah') 
Quatrième  ligne.  .  .  .  (ab').(bc')  —  (a  c')'-  , 

c'eft  le  fymptôme  de  la  poffibilité  de  la  rédudion  de  l'équatîorï 
finale  au  troifième  degré. 

En  effet,  fi  l'on  compare  avec  l'équation  finale  trouvée  (287) j 
on  verra  que  (a  h')  .(b  d)  —  (a  d )  '  eft  le  coefficient  de  x'* 
fians  l'équation   finale  ,  laquelle  fera  donc  réduite  au  troifièrne 
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degré ,  fi  l'on  a  (a  b'J  >  (hc')  —  fac')^=o.  On  trouvera 
de  même  ,  pour  un  nombre  quelconque  d'e'quations ,  l'équation 
de  condition  néceflaire  pour  que  l'équation  finale  perde  fon 
premier  terme  feulement  ,  ôc  fe  réduife  par  çonféquent  à  un 
degré  moindre  d'une  unité. 

(  3  0  4-  )  Quant  aux  équations  de  condition  nécefTaires  pour 
l'évanouiflement  des  termes  qui  fuivent  immédiatement  le  premier, 
il  ne  paroît  pas  qu'il  y  ait  de  voie  plus  courte  pour  les  obtenir  , 
que  de  procéder  abfolument  au  calcul  de  l'équation  finale,  comme 
nous  l'avons  fait  (28J  ).  On  obfervera  feulement  que  ,  félonie 
terme  pour  lequel  on  veut  avoir  cette  équation  de  condition  ,  on 
n'aura  à  calculer  qu'un  certain  nombre  de  coëfficiens ,  ôc  que  par 
çonféquent  on  pourra  Amplifier  le  calcul  ^  d'après  ce  qui  a  été 
dit  (201). 

Par  exemple  ,  fi  je  voulois  avoir  l'équation  de  condition  né- 
cefiaire  pour  que  le  fécond  terme  de  l'équation  finale  trouvée 
(  2  8  j  )  difparoiffe  ,  fans  connoître  d'ailleurs  cette  équation  finale  , 
je  remarquerois  que  le  terme  x'  dans  l'équation-fomme  ,  ell 
{Ad  H-  A' d'  -H  D  a-^  D'  a!  ) x^  -j  enforte  que  je  n'ai  befoirt 
de  calculer  que  A  ^A' ,  D  ^D' ^  c'eft-à-dire  feulement  A'  &  D'} 
calcul  que  je  fimplifierois ,  en  ayant  égard  à  ce  qui  a  été  dit  (201), 

(305-)  Mais  fi  les  équations  de  condition  qui  font  perdre  à 
l'équation  finale  fes  termes  les  plus  élevés ,  ne  peuvent  être  dé- 
terminées que  par  un  calcul  dont  le  travail  eft  peu  différent  de 
celui  de  l'équation  finale  ,  il  s'en  faut  bien  que  ces  équations  de 
condition  foient  aufli  importantes  à  connoître  que  celles  qui 
déterminent  les  fymptômes  d'abaifiement  de  la  première  efpèce. 

En  effet ,  dans  le  cas  où  l'équation  eft  fufceptible  d'abaifi"ement 
par  l'anéantifi'ement  des  coëfficiens  des  termes  fupérieurs  de  l'é- 
quation finale  générale  ,  on  n'a  point  à  craindre  que  l'équation 
finale  calculée  fans  cette  connoifiTance  ,  fe  trouve  plus  élevée 
qu'il  ne  convient.  Le  calcul  la  donnera  immédiatement  toute 
aiutilée  des  termes  qu'elle  doit  perdre.  ■) 

Mais  dans  le  cas  où  l'équation  finale  eft  fufceptible  d'abaiflê-* 
ment ,  parce  que  le  fatteur  commun  à  tous  fes  termes  eft  zéro  ; 
l'équation  finale  dégagée  de  ce  fa£teur  ,  ayant  tous  les  termes 
dont   l'équation   finale    générale  eft  fufceptible  ,    ne    fait  rien 
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coiinoître  de  la  poiïlbilité  de  cet  abaiflement  :  en  forte  qu'en 
employant  une  méthode  qui  éviteroit  ce  fadeur  ,  on  feroit  in- 
duit en  erreur  fur  le  véritable  nombre  des  racines  utiles  à  la 
queftion.  Ce  facteur  eft  donc  important  à  connoître  :  ou  du 
moins  la  méthode  qui  fait  pafler  néceflairement  par  ce  facteur  , 
eft  donc  feule  généralement  sûre. 

A  parler  exadement ,  on  n'a  pas  befoin  de  favoir  antérieure- 
ment, fi  ce  fadeur  eft  zéro  ou  non ,  parce  que  la  fuite  du  calcul 
le  fera  connoitre,  ainfi  que  nous  l'avons  obfervé  (301).  Mais 
comme  les  polynômes-multiplicateurs  doivent  être  plus  fimples 
dans  ce  cas,  que  pour  l'équation  finale  générale  ;  il  eft  utile  d'avoir 
des  moyens  de  s'en  afsùrer  avant  que  de  procéder  au  calcul 
de  l'équation  finale. 

Au  contraire ,  lorfque  l'abaiflement  ne  doit  avoir  lieu  que  par 
la  deftrudion  des  coëfficiens  des  termes  les  plus  élevés  de  l'équa- 
tion finale,  les  polynômes-multiplicateurs  ne  reftent  pas  moins 
du  même  degré  que  pour  l'équation  finale  générale ,  en  forte 
qu'on  ne  gagne  rien ,  pour  le  calcul ,  à  en  être  inftruit  d'avance. 

Moyen  de  diminuer  confidérahlement  le  nombre  des  coëf- 
ficiens employés  a  l' élimination.  Simplifications  qui  en 
réfultent  dans  la  forme  des  Polynômes-multiplicateurs. 

(  306.)  Nous  avons  enfeigné  précédemment  à  déterminer  le 
nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination  ,  ôc  nous  avons 
donné  aux  autres  le  nom  de  Co'efficiens  utiles  ,  parce  que  ce 
n'eft  qu'en  employant  ces  coëfficiens  utiles  qu'on  peut  être  afsûré 
d'arriver  à  la  connoiiTance  de  tout  ce  qui  peut  appartenir  aux 
équations  propofées  ^  foit  en  les  confidérant  de  la  manière  la  plus 
générale ,  foit  en  les  confidérant  par  rapport  aux  relations  parti- 
culières qui  peuvent  avoir  lieu  entre  leurs  coëfficiens  déterminés. 

Mais  les  exemples  précédens  font  affez  connoître  que  les  coëf- 
ficiens que  nous  appelions  utiles  ,  ne  font  pas  toujours  indifpen- 
fab les  pour  avoir  fur  les  équations  propofées ,  toutes  les  connoiP 
fances  qui  peuvent  importer.  En  effet  ,  plus  on  admettra  de 
■coëfficiens  indéterminés  ,  &  plus  l'équation  finale  acquerera  de 
fa  cleurs  de  la  nature  de  ceux  (^ue  nous  avons  obfervés  jufqu'ici. 
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Or  comme  les  fadeurs  nouveaux  ,  introduits  par  l'augmentatioï]^ 
du  nombre  des  coëfficiens  indéterminés ,  ne  font  que  la  réplique 
de  ce  que  fignifient  ceux  qu'on  obtiendroit  avec  le  plus  petit 
nombre  de  coëfficiens  poffible ,  ou  n'expriment  que  des  folutions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (279  &  287),  6c 
par  conféquent,  n'expriment,  alors,  rien  qu'on  ne  fâche  d'avance^ 
c'eft  donc  perfeâionner  la  méthode,  que  de  faire  connoître  le 
moyen  de  donner  l'exclufion ,  lorfque  cela  eft  poffible  ,  aux  coë& 
iiciens  qui  peuvent  introduire  de  pareils  fatbeurs  :  or  cela  l'ell 
dans  un  très-grand  nombre  de  cas ,  quoique  cela  ne  le  foit  pas 
toujours ,  ainfi  que  nous  en  avons  vu  un  exemple  (  252  ). 

(307.)  Pour  bien  faire  entendre  ce  dont  il  s'agit ,  prenons 
d'abord  un  exemple. 

Suppofons  qu'il  foit  queftion  de  trouver  l'équation  finale  en  Xy 
jréfultante  de  trois  équations  de  cette  forme  (x ,  y ,  7^)^  =^0. 

On  peut  (224)  prendre  pour  polynôme -multiplicateur  de 
chacune,  un  polynôme  de  cette  forme  (  x  ,y  ,':{^  j^"^  '^.  Mais 
comme  (  47  )  le  degré  de  l'équation  finale  ne  doit  pas  paffer 
le  huitième ,  on  voit  qu'on  ne  peut  pas  généralement  fuppofer  T 
jjlus  petit  que  2  ;  enforte  que  le  polynôme  du  degré  le  m.oins 
élevé  qu'il  foit  permis  d'employer  eft    { x ,  y  ,  ■[)  ^. 

Mais  qu'arriveroit-il  fi  ,  fans  donner  à  l'équation,  un  -degré 
plus    élevé    que   8  ,    on    admettolt     en   général   le    polynôme 

(x  ,y  ,  ■{^)'^ "^  '^  l  Le  voici. 

Tous  les  coëfficiens  des  dimenfions  fupérieures  à  5" ,  dans 
chaque  polynôme-multiplicateur  ,  feroient  chacun  =0,  ou  du 
mollis  on  pourroit  toujours  les  fuppofer  chacun  =  o. 

En  effet  ,  la  dimenfion  ilipérieure  T  -t-  4  des  trois  poly- 
nômes -  multiplicateurs  ,    fourniroit  un  nombre  de    coëfficiens 

Mais  ,  fur  ce  nombre  ,  il  y  en  auroit  (231)  un  nombre 
=  3  Nfx^yJ  '^+  ^  —  Nfx,yJ  ^  qui  feroient  inutiles  à  l'é- 
limination ;  donc  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  de  h 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  c'eft-à-dire,  tous  les 
termes  de  la  dimenfion  T  -^  6 ,  on  auroit  un  nombre  de  coëfficiens 

T  +  4  r  -H  1  r 

==lN(x,y)  —lN(x,y)  ■^N(x,y)    • 

0\ 
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Or  le  nombre  des  termes  de  cette  dimeiifion  de  l'dquation- 
{bmme ,  eft  N(x  ,yj^'^^i  1^  différence  de  ces  deux  nombres 
de  termes ,  feroit  donc 

T -h  6  T  +  4  T+î  T 

^(x,y)  —lN(x,y)  +lN(x,y)  —N(x,y)    f 

c'eft  -  à  -  dire  , 

T-i-6  r+4  T+4  T+z 

(.JV(x,y)     ^    -N(x,y)     ^^-N(x,y)  -hN(x,y)  ] 

T-+-4  T-4-1  T+î  T 

-l^C'f.y)  -N(x,y)     ^    —N(x,y)  -hN(x,y)    ]> 

oud^N(x,y)^'^\..  {,    r.  i)>  c'eft-à-dire  ,  =  o. 

Donc  pour  faire  difparoître  ,  comme  il  eft  néceffaire  ,  dans 
chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  fupérieure  à  la  huitième  , 
tous  les  termes  de  cette  dimenfion ,  on  n'auroit  précifément 
qu'autant  de  coëfficiens  indéterminés  qu'il  y  a  de  termes  à  faire 
difparoître  ;  donc  (213)  chacun  de  ces  coëfficiens  feroit  =  o  , 
ou  du  moins  pourroit  être  fuppofé  =  o. 

En  les  admettant ,  on  ne  feroit  que  donner  aux  termes  de  l'é- 
quation-fomme ,  pour  fadeur ,  la  quantité  qui  formeroit  l'équa- 
tion de  condition  réfultante  des  équations  particulières  fourmes  en 
égalant  à  zéro  les  termes  des  dimemions  fupérieures  à  la  huitième. 

On  peut  donc ,  &  on  doit  pour  la  fimplicité  ,  fe  borner  pour 
chaque  polynôme-multiplicateur  des  équations  dont  il  s'agit  ,  à  la 
forme  fx,j,  ^J'^  :  &  ce  qu'une  forme  plus  élevée  feroit 
connoitre  de  plus ,  ne  feroient  que  des  folutions  de  la  nature  de 
celles  décrites  (  ayp  ôc  287  ) ,  ou  des  répétitions  de  ce  que  cette 
forme  la  plus  fimple  jufqu'à  préfent ,  feroit  connoitre. 

Mais   la   forme   fx,j,iJ'^    n'eft  pas  encore  la  plus  fimple 
qu'il  foit  poffible.  En  partant  de  cette  forme  ,  on  trouveroit  (  23  i  6* 
fuiv.)  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  ,    eft 

c'eft-à-dire  157;  &  cela  eft,  en  effet.  Mais  ces  coëfficiens  ^ 
utiles  dans  le  fens  que  nous  venons  d'expliquer  ci-delTus  ,  ne  font 
pas  tous  indifpenfables  ;  il  y  en  a  un  affez  grand  nombre  qui 
n'auroient  d'autre  effet  fur  l'équation  finale  ,  que  de  lui  donner 
des  fa.Sleurs  qui  n'indiqueroient  que    des  folutions  de  la  nature 

Kk 
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de  celles  décrites  (279  &  287) ,  ou  qui  ne  feroi^nt  que  la  répé- 
tition de  ce  que  diroient  les  fadeurs  de  l'équation  finale  trouvée 
avec  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  pofTible, 

Pour  connoître  ces  nouveaux  termes  auxquels  on  peut  donner 
l'exclufion ,  je  prends  d'abord  les  termes  de  l'équation-fomme  où 
j^  &  :(  montent  enfemble  ou  féparément  à  la  dimenfion  8.  Leur 
nombre  eft  N(y)  ^  Le  nombre  de  coëfficiens  que  les  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs auront  introduits  dans  ces  termes  de  la 
dinaenfions  8  ,  eft  5  iV  (y)  ^  ;  mais  fur  ce  nombre  ,  il  y  en  a 
d'inutiles,  au  nombre  de  3  N  (y)^  — N (y)^\  donc  pour  faire 
difparoître  le  nombre -/V(^jy^  ^  des  termes  oùj^  &  :^  dans  l'équa- 
tion-fomme montent  à  la  dimenfion  8 ,  on  a  un  nombre  de 
coëfficiens  =  5  N(y)  *  —  ^N(y)^  -t-  N(y)^-,  c'eft-à-dire  ,  que 
pour  éliminer  neuf  termes  on  a  12 —  15  -t-  3  ou  neuf  coëfficiens 
feulement  ;  donc  (213)  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o. 
Donc  on  peut  fe  difpenfer  d'admettre  dans  chacun  des  polynô- 
mes-multiplicateurs ,  les  termes  où  j/  &  ^  montent  enfemble  ou 
féparément  à  la  dimenfion  6,  Donc  cette  forme  peut  être  réduite 

Si  on  analyfe ,  de  même ,  les  termes  de  l'équation-fomme  oh 
j'  6c  ^  pourront  monter  enfemble  à  la  dimenfion  7 ,  d'après  la 
fîouvelle  forme  des  polynômes-multiplicateurs  ;  on  verra  que  leur 
nombre  eft  2.N(y)^ ,  que  les  polynômes  y  introduiront  ,  un 
Aombre  de  coëfficiens  utiles ,  exprimé  par  6  N  fyj^  —  6  NfyJ^ 
-+-  2N fy)'  ;  on  n'aura  donc  pour  faire  difparoître  les  feize  termes 
o\i  y  éc  7^  dans  l'équation-fomme  ,  montent  enfemble  à  la  di- 
menfion 7  ,  qu'un  nombre  de  coëfficiens  =  36  —  24.-f-4.  =  i5î 
donc  (215)   chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  donc  être  rét 
duite  à   Lx  fy,7^J^2^' 

On  verra  de  même  que  pour  vingt-un  termes  où  y  &ci  mon- 
teront enfemble  ou  fépardment  à  la  dimenfion  6  dans  l'é- 
quation-fomme réfultante  de  cette  nouvelle  forme,  on  n'aura 
qu'un   nombre   de  coëfficiens  utiles  exprimé  par 

9NfyJ^  —  <?iV(^y;^-+-3iV,0^;°  =  4;  — 27-f-5  =  2i; 

donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o,  La  forme  des  poly-* 
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iiomes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite  '^ix »  fj )^J^2'^; 

Pareillement  ,  pour  vingt-quatre  termes  où  ^  6c  j  monte- 
ront enfemble  ou  féparément  à  la  dimenfion  5  dans  l'équation- 
fomme  réfultante  de  cette  nouvelle  forme  ,  on  n'aura  qu'un 
nombre  de  cocfficiens 

'=  i2N(y)'  —  \2N(y)'  -^^NfyJ-*  =48  —  24^-0  =  245 

donc  chacun  de  ces  coë'fEciens  fera  =  o.  La  forme    des  poly- 
nômes-multiplicateurs peut  donc  être  réduite  ïlx^  fj ,  ^J'2  *• 

C'eft-là  la  forme  la  plus  fimple  ,  eu  égard  à  la  dimenfion 
totale  de  X ,  y  &  ^ ,  &  à  la  dimenfion  totale  de  jx  ôc  ^  ;  nous 
verrons  par  la  fuite  qu'elle  peut  être  encore  réduite  ;  mais  en 
l'employant  ,  le  nombre  de  coëfficiens  qui  ,  dans  la  farme 
("^  jy  i%J^  i  auroit  -été  de   1 5-7 ,  ne  fera  plus  que  de  87 . 

(  3  O  8 .  )  En  général ,  foient  r  j  r^,  r",  &c.  les  expofans  du  degré 
de  chacune  des  équations  que  ,  pour  plus  de  fimplicité  ,  nous 
confidérons  comme  complettes  :  6c  foit  D  le  degré  de  l'équa-i 
tion  finale ,  que  (  47  )  nous  favons  être  =  t  t' t"  ôcc. 

Soient  (u .  ..  nj'^~'  le  polynôme -multiplicateur  de  la  prç:» 
mière  équation. 

/ u  .  .  .  nj^ ~  ^'f  celui  de  la  féconde, 

fu  .  .  .  nj'^  ~  '"  f  celui  de  la  troifième  ; 
&  ainfi   de  fuite. 

Ayant  égard  au  nombre  de  termes  qu'on  peut  faire  difparoîtrei 
dans  le  premier  de  ces  polynômes ,  à  l'aide  des  .«  —  i  dernières 
équations  ,   on  aura 

d-'iNfu...„)T-.^...{j-:^j 

^our  le   nombre  des  coëfficiens   utiles  du  premier   polynôme* 
multiplicateur. 

Par  la  même  raifon  , 

fera  le  nombre  <ies  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynôme-mul- 
tiplicateur. 
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c/—  3  C iVfz/ ...«;  ^-  '"]....  (  ^"J^"  )    fera  le    nombre    'dei 

coëfficiens  utiles  du  troifième  polynôme-multiplicateur. 

Et   ainfi  de  fuite. 

Donc  pour  obtenir  l'équation  finale,  on  a  en  tout  ,  un 
nombre  de  coëfficiens 

,«-I^  T-t  /      T—t     \  n-z  T-t'  /    T—t'   \ 

Or  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  dans  l'équation- 
fomme,  pour  avoir  cette  équation  finale,  eu  N fu. .  .nj'^ — D  — i  ; 
il  faut  donc  qu'on  ait 

,n  —  1                                  T—t'  ^       T  —  t\ 

'\-  d  iN(u...n)  ] (,.,-.&c.  y 

n—X  T—  t"  f   T—t'   \ 

•4-/         iN(u.,.n)  ^••-  i  t",  &c.  J-+-  Sec  —  ij 

''C'eft-à-dire, 

(^  )  ...  N(u...n)     ^d"~'\NCu,..n)'^~']...  (  ,.J,~,'i,^  ) 

n  — 2  T  —  t'  I      T  —  t'      \ 

-d  [N(u...n)  ].•.(,-,,.. ,s:c.; 

^  /"^[A^f". .«/"'"]. ..(,^~I)  — &C.=   D  =   tt't"&iC. 
quelque  foit  T. 

C'eft-à-dire,  que  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
Véquation-fomme,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  de  tous  les 
'polynômes-multiplicateurs  ,  eft  égale  à  fexpofant  D  ou  1 1' t"  &G. 
du  degré  de  l'équation  finale, 

Obfervons,  cependant,  que  lorfque  nous  difons  que  cette  éga- 
lité doit  avoir  lieu  quelque  foit  T ,  cela  doit  s'entendre  quelleque 
foit  la  valeur  de  7'au-deffus  de  t  t' t"   &c. 

Concevons  donc,  maintenant,  qu'on  prenne  7" plus  grand  que 
$  t*  f  ^Q^  d'une  quantité  quelconque  q. 
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Alors  le  nombre  des  termes  de  l'équation-fomme  augmentera  de 
'</lN  fu  . . .  nj'^2-  "  i'^)  '•>  ^  ^^  nombre  total  des  coëfficiens 
utiles    des   polynômes-multiplicateurs  augmentera  de 

,,    nwl  T-t  I       T-'t      \  ,n-l,  T-t'  /     T— t'  \ 

d(d        iN(u..,n)         ]...(,,,.,.s,J-H<^         iN(u...n)  ]•..(,.  ...j^J 

On  aura  donc  (12),  à  caufe  de  l'équation  (  A  ) 
itN(u...n)    ...(J-d(d       [N(u...n)        J..-(,,,v'.acc.)] 

-  d  C/"'[AT«.  .  .  «/"'']...  (  r^~,i..  )     }-(n""* 

Donc  on  n'aura,pour  faire  difparoître  les  termes  des  dimenfions 

■  fupérieures  à    1 1' t"    &c.  dans    l'équation-fomme  ;    on   n'aura  j 

dis-je  ,  qu'un  nombre  de  coëfficiens  précifément  égal  au  nombre 

de  ces  termes  ;  donc  (213)  on  pourra  fuppofer  chacun  de  ces 

coëfficiens   =   o. 

Donc  il  feroit  fuperflu  d'admettre  pour  polynômes-multiplica- 
teurs des  équations  'propofées ,  des  polynômes  plus  élevés  que 
Nfu...nJ^-',  Nfu...nJ^-'',  Nfu.  .  .nJ^-'\  &c.  ref- 
pedivement. 

(309.)  Avant  que   de  pafler  à  l'examen  des  autres  termes 

qu'on  peut  encore  rejeter ,   arrêtons-nous  un  moment  pour  faire 

•voir  que  l'expreffion  de  D  que  préfente  l'équation  (^)  que  nous 

venons  de  rencontrer  ,  ne  diffère  point ,   au  fonds  ,  de  celle  que 

nous   avons    trouvée    (  4(?  )  i  c'eft-à-dire  ,    ne  diffère  point  de 

d^Nfu  . .  .nj'^  . . .  l     ^,  ,  ,5,,. )>  quoiqu'il  ne  paroiffe  pas  ainfi 

à  l'infpedion.  Un  exemple  fuffira. 

Suppofons  qu'il  n'y  ait  que  trois  équations  i  alors  l'équation 
(  A  )   devient 


T  T—t  I T—t \ 

N(u...i)     -  dd{N(u...i)  ^''\t,t) 

T—t  /  T  —  t\ 
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oa  a  donc 

T  /T\  T—i  I   r— 1\ 

dlN{u.,.^)     \..\,,)-id{N(a.,.^)  ^^'\^^^<) 

T t'  I  T t'  \ 

-  d[N(u...ii      ]...(   ,.,  ;  =  />; 

Mais 
on  a  donc 

dd[N(u...i)    ]...[^.^^.,)-dd[N(u...i)        l-'[  ,,,)  =^i 

c'eft-à-dire,  d'  \:Nfu...sJ^2  •  ••  (.■  .v^.)  =  ^' 

Et  comme  il  eft  aifé  de  voir  que  le  raifonnement  eft  le  même: 
pour  toute  autre  valeur  de  n  ,  il  s'enfuit  donc  généralement  qug 
l'équation  {A),  n'eft  au  fonds,  que  l'équation 

(310.)  Venons  maintenant  aux  autres  termes  qu'on  peué 
omettre  dans  les  polynômes -multiplicateurs. 

Suppofons  encore ,  pour  plus  de  fimplicité ,  que  les  équations 
propofées  foient  des  équations  coniplettes ,  dont  les  degrés  foient 
refpeclivement   t,  î' ,  t" ^  ["'_,  &c. 

Pour  connoître  les  termes  de  l'équation-fomme ,  qui ,  dans  leur 
totalité ,  ne  renfermeront  que  précifément  autant  de  coëfficiens 
utiles  qu'il  y  aura  d'équations  pour  les  déterminer ,  je  remarque 
que  s'il  y  a  en  effet  de  îemblables  termes ,  l'équation-fomme  après 
leur  fuppreffion,  fera  de  la  forme  \^u  j  fx  . .  .n —  ij^...n2'^i 
c'eft-à-dire ,  que  u  étant  l'inconnue  relativement  à  laquelle  on  veut 
avoir  l'équation  finale  ,  les  autres  inconnues  au  nombre  de  n  — if 
ne  pafferont  pas  enfemble  ou  féparément  la  dimenfion  B. 

Mais  au  lieu  de  fuppofer  à  5  fa  plus  petite  valeur  poflible  j 
fuppofons  lui  généralement  une  autre  valeur  quelconque  entre 
cette  plus  petite  valeur ,  &i.  T. 
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Alors  ,  d'après  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier 
Livre,  on  trouvera  facilement  i.°  que  le  premier  polynôme- 
multiplicateur  fera....  lu,  fx  .  ..n — ij"~'...n'\^~'- 

Que  le  fécond  fera . .  lu,fx...n  —  ij^~''. . . /z  ]  ^-''. 

Que  le  troifième  fera  \_u,(x.  .  .n  —  \J^~'". . .  /z]^"~'"j 
&  ainfi  de  fuite. 

2.°  Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  premier  polynôme- 
multiplicateur  fera 

Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynôme-mul- 
tiplicateur fera 

d'^-^(Niu,fx...n-.j--^\,.ny-^'j..,{^^-::^:^^-i:), 

Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  troifième  polynôme- 
multiplicateur  fera 

j«-3(^[a,^...n-i;^-'-...n]^-';...(^^;:f  ;;::); 

&  ainfi  de  fuite. 

D'où  j  en  raifonnant  comme  nous  l'avons  fait  (508)  ,  ori 
conclura 

B  T        n~\  B-t  T-t  f       T—t  S  —  t      \ 

A]...y[uXx...rt—i^     ...7:]     —d        C^T"/x...n—-!)         ,..n]         ^^  ••\t,t  ,t  ^iic'  t,t',t,Sic.  ) 

n  —  i  S  —  t'  T  —  f  (     T  —  t' ■   ^    B  —  t-      \ 

n  — ;  B  — «"  T—t"  /T—t        S  —  t''  \ 

^d  (N[u,(x.,.n  —  i)  ...n]  )  ■  "K  r  ,s,c.   '  f.Hc.    )   —  ^'^'  =  ^' 


Concevons  maintenant  que  T  refiant  le  même  ,  on  fafle  va- 
rier B  d'une  quantité  quelconque  q  y  alors  on  aura 

Ç  s  T        n-l  B-t  T-t       /     T—t  B  —  t     \      -j 

liS'r„,(,...»_i)      ...„j      _i  Ar„,(,. ..„_,,  ...„]  ■■\:,t^t  ,S<.'t,t,t  .i^c.)        I 

à      n-z  S-t       T-i    f    T—i^   B-t'    \       n-3  B-i'       T-t'    (T-t"B-t\i"'\U~ 

Obfervons  à  préfent  que  la  valeur  de  B  n'e'tant  point  aflujétie 
ici  ,    comme    i'eft  celle    de  T  qui  ne  peut  pas  être  au-deffous 


o. 
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de  1 1'  f  &c.  il  n'y  a  d'autre  condition  pour  B ,  finon  que 
l'équation  (C)  ait  lieu.  Or  cette  condition  aura  toujours  lieif 
jufqu'à  5  =  f  -4-  f  '  -h  r"-f-  t'"  -I-  &c.  —  /z  H-  2. 

En  effet,  il  faut  pour  que  l'équation  (C)  ait  lieu  que  l'ex- 

preffion  àtN(x...n — lyl^-^  celles  deiV"(6c. .  . /z— iJ^-'-% 

^àQ  N(x  . .  .n—  iJ^-'-iy  ^c.  cd\ts  àQ  N  (  X ..  .n—i  )^-'-''-i 

de Nfx...n  —  ï J^-'-'"-'' ,  &ic.  celles  de  N(x...n—  iJ^-'-''-'"-i,&cc, 

foient  toutes  des  nombres  entiers  pofitifs  ;  or  fi  on  fe  rappelle  qu'en 

général?^rx...^-i;^-=  ^^~"^'^;^^~]'^!^:H':'^''~'^   ^ 

on  verra  que  cette  expreffion  fera  un  nombre   entier  pofitif  juf- 
qu'à B  —  r-f-Tz  —  I  =0,  c'eft-à-dire ,  jufqu'à  r  =  B-+-  n  —  i. 
Mais  la  plus  grandevaleuraftueilede  r,  eft/-  =  rH-r'-f-  f"-4-f"'-f» 
&c.  -+-  ^  ;  on  a  donc  B  =  t-h  t'-h  t"-^  t'"  -\-  &c.  -t- ^  —  /z-+-  i^ 

Or  la  plus  petite  valeur  qu'on  puiffe  (uppofer  à  ^,  eft^=i5 
on  a  donc  JS  =  r  -+-  t'  -\-  ^'  -\- 1"'  -^  &c.  —  n  -t-  2  ;  c'eft  la 
plus  petite  valeur  qu'on  puifle  fuppofer  à  jB,  pour  que  i5  foie 
encore  fufceptible   de   diminution. 

Donc  fi  on  fuppofe  B  ^t-^  t'  -V-  ^'  -\-^"  -^  &cc.  —  n-hi  , 
B  ne  fera  plus  fufceptible  d'abaiffement  ;  &  en  le  fuppofant  plus 
grand  ,  on  ne  feroit  qu'introduire  des  coëfficiens  fuperflus. 

(  3  I  I  •)  Donc  dans  les  équations  complettes  fu  . .  .nj^  =  0  , 
fu...nJ''=o^  fu...nJ'"  =  o,  ôcc.  Il  fuffit  de  prendre  pour 
polynômes-multiplicateurs ,  les  polynômes 

[u,(x  ,  .  .n—-i  )  ...n]  , 

f  +  «■'•!- &c.— 0+ I  D  —  /' 

[u,  (x . ,  ,  n  —  i)  , .  .n]  , 

t  +  t'  +  Uc.  —  n  +  i  D—t" 

iu,(x.  .  .n-^ï  )  ...«]  >  oÇC.- 

(  3  I  2  •  )  Ainfi  dans  les  équations  complettes  à  deux  In- 
connues ,  par  exemple  ;  les  deux  polynômes-multiplicateurs  les 
plus  fimpies ,  feront  généralement 

Dans    les  équations   complettes  à  trois  inconnues ,  les  trdîs 

polynomes-s 
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folynomes-multiplicateurs  les  plus  fimples,  quant  à  la  dimenfion 
totale  des-  trois  inconnues  ,  ôc  à  la  dimenfion  totale  des  deux 
inconnues  à  éliminer,  feront 

(3l3')  Il  f^ra  prefque  toujours  pofTible  de  rejetter  encorô 
d'autres  termes  dans  chaque  polynôme-multiplicateur.  Mais  pour 
déterminer  ces  termes ,  on  fe  conduira  comme  nous  l'expliquerons 
dans  peu. 

(  3  l4-)  Remarquons  que  fi  toutes  les  équations  propofées 
étoient  du  premier  degré ,  alors  les  polynômes-multiplicateurs 
feroient  tous  de  la  forme  lu°,fx..  .n  —  i^  °  ]  °  ;  c'eft-à-dire  , 
qu'il  fuffiroit  de  multiplier  chaque  équation  par  un  feul  coëffi-^ 
cient  indéterminé.  Et  il  eft  évident  qu'en  effet  cela  doit  être  ainfi. 

(  3  I  5  •  )  Concluons  aufli  que  fi  les  équations  propofées  ne 
font  pas  complettes  ;  mais  fi  elles  font  incomplettes  de  la  forme 
l^u" ,  (x  .  . .  n  —  i)'' .  . .  ny  =  o,  b  étant  la  plus  haute  di- 
menfion à  laquelle  les  n  —  i  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer  , 
peuvent  monter  enfemble  ou  féparément  ;  concluons,  dis- je  > 
que  fi  D  repréfente  le  degré  de  l'équation  finale  ,  le  polynôme- 
multiplicateur  de  chacune  des  équations  propofées  ne  peut  j  fan^ 
fuperfluité,  être  pris  plus  compofé  que 

{,u^-',(x.  ..n—  i;^  +  *"+^''-^'^--"  +  '.  ..;0^-'', 

refpeclivement. 

Quant  à  la  valeur  de  T,  on  la  déterminera ,  en  obfervant  qu'elle 
doit  fatisf^re  aux  inégalités  fuivantes 

D  —  a    ^  b'  -i-  b"-^  b"'  -h  &c.  —  n  -+-  I  >  r  —  f  , 

D  —  a'    -+-  ^  -H  b"-^-  b"'-f-  &c.  —  n  -f-  I  >  r  —  £'» 

D  —  a"  -{-  ^  -h  b'  -i-  b'"  H-  &c.  —  n  -4-  I  >  r  —  t"  , 

D  —  a"'-f-  b  +  b'  -i-  b"  -i-  &CC.  —  n  -h  1  >  T  —  t'"  ; 

Kc  ainfi  de  fuite. 

H 


"-n 
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,C'eft-à-dire,  qu'on  prendra  Tégal  à  la  plus  petite  des  quantité* 

D  -\-    t  —a    H-  ^'  -J-  h"-^  h"'-\-  Sec.  —  «  -+-  I  , 

D  -^  i'  —   a'   -ir  h  -Jr-  h" -\-  b"' -\-  &C.  —  «  4-  1  , 

Z>  -H  /"  —   a"  -f-  ^   -H  -5'  H-  i'"-t-  &C.  —  n  -H  I  , 

D  H-  t'"  —   û'"+  ^  -4-  3'  -*-  3"  4-  &c.  —  n  -+-  I  ,  &(?. 

En  le  prenant  plus  grand ,  on  auroît  un  polynôme  qui  né  feroît 
qu'en  apparence  du  degré  T;  &  en  le  prenant  plus  petit,  il 
arriveroit  quelquefois  qu'il  n'auroit  pas  une  affez  grande  généra- 
lité ,  &  que  les  polynômes-multiplicateurs  ne  fatisferoient  ,  par 
conféquent ,  pas  à  la  queftion. 

(3  l6.)  Dans  les  autres  polynômes  incomplets  ,  on  pourra 
toujours  aufïï  réduire  confidérablement  le  nombre  des  coëfficiens  j 
&  on  pourroit  même  leur  appliquer  généralement  ce  que  nous 
venons  de  dire. 

Mais  pour  ne  pas  être  expofé  à  tomber  dans  Terreur  fur  le  vé- 
ritable nombre  de  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  que  les  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  ainfi  réduits  ,  fembleroient  ofFrir  ,  il 
faudra  fe  guider  d'après  ce  que  nous  dirons  dans  peu  ,  à  l'occa* 
fion   des  équations  de  la  forme  \_x^(y^7^)^'\*^=Si  o. 

En  effet ,  après  avoir  ainfi  tronqué  la  forme  générale  que  l'on 
devroit  naturellement  donner  aux  polynômes-multiplicateurs  , 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  (251  ù  Juiv.) ,  la  nouvelle  forme 
qu'ils  prennent ,  n'eft  fouvent  plus  propre  à  faire  juger  du  plus 
grand  nombre  de  termes  qu'il  foit  poiïible  de  faire  difparoître  dans 
chacun ,  &  par  conféquent  du  nombre  de  coëfficiens  ou  du 
nombre  d'équations  arbitraires ,  ni  dans  la  totalité  de  l'équation- 
fomme ,  ni  dans  chacune  de  fes  dimenfions.  On  pourroit  être 
expofé  à  avoir  plus  de  coëfficiens  qu'on  n'en  a  befoin.  A  la 
vérité ,  par  la  connoiflance  du  degré  de  l'équation  finale  ,  on 
verroit  bien  combien  on  en  a  de  trop  ,  &  par  conféquent  com- 
bien on  peut  former  d'équations  arbitraires  ,  au  total  ;  mais  il 
faut  favoir  de  plus  combien  on  en  peut  former  pour  chaque  di- 
menfion  de  l'équation  -  fomme  ;  car  Çi  on  en  formoit  plus ,  pouf 
une  dimenfion  quelconque ,  qu'il  n'eft  permis  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu'ici ,  on  arriveroit  à  une  équation  finale  qui  feroit 
ou  identique  ,  ou  faufie.  Mais  la  remarque  à  laquelle  nous 
Tenvoyons ,  permettra  de  faire  ufage  des  Amplifications  dont  nous 
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parlons ,  en  donnant  les  moyens  de  reconnoître  combien  il 
refte  de  coëfficiens  arbitraires  dans  l'équation-fomme  réfultante 
des  polynômes-multiplicateurs ,  ainfi  réduits  ,  ôc  à  quelles  dimen-< 
fions  ils  appartiennent. 

Continuation  des  Applications  ,  8cc, 

(3  1 7-  )  Propofons-nous  de  déterminer  généralement  les  poly-^ 
nomes-multiplicateurs  les  plus  fimples  ,  des  équations  incom- 
plettes  du  premier  ordre,  à   deux  inconnues  ,  repréfentées  paf 

Selon  ce  qui  a  été  dit  (  235  ) ,  la  forme  la  plus  générale  du 
polynôme-multiplicateur  de  la  première ,  eft  fo;  "^  "♦"" ,  jk  '?  "^  'î  J^'^'i 
&  celle    du    polynôme  -  multiplicateur    de  la    féconde    ,     eft 

Soit  D  le  degré  de  Téquation  finale ,  que  nous  favons  (  62  ) 
avoir  pour  valeur 

t:'_   (t^a).(t'-a<)    —  (  c  -  a  ).(  t' -a' )  ; 

on  aura    donc  A  -+-  a  -+-    a'  =  D  ,    &    par  conféquent 
A  ^=  D  —  a  —  a' ;  c'efl  la  plus  petite  valeur  qu'on  puiffe  fup* 
poler  à  A. 

A  l'égard  de  A  ;  puifque  a  eft  la  plus  haute  dimenfion  à  la- 
quelle y  monte  dans  la  première  équation;  &  a'  la  plus  haute 

dimenfion  dejy  dans  la  féconde  ;  il  fuffira  conformément  à  ce  qui 
a  été  obfervé  (jiy),   de  fuppofer  A  -^  a'  =  a'  —   i,   on 

A  •¥  a  =  a  —  I  ;  c'eft-à-dire ,  A  =  —  i . 

Les  deux  polynômes  -  multiplicateurs  deviendront  donc 

fx^-^y^-'J^-^'  &  fx^-"' yy?-'J^+'.  Il  refte  donc  a 
déterminer  T.  Or  fuivant  ce  qui  a  été  dit  (  3  i  j  ) ,  il  faut  prendre 
T  égal  à  la  plus  petite  des  deux  valeurs  ,  comprifes  dans  les 
deux  inégalités  fuivantes 

D  —  û  -+-  û'  —  I  >   r  -^  r' , 
D  —  û'-V-'û—  1   >   r-t-r, 
Du  T<D  —  û  — r'-ha'— I    àc  T<:  D —  a' —  t-ha-^ii 

Ll  ij' 
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On  prendra  donc 
T^D  —  a  —  t'-hal—i,    ou    T=D^a'  —  t-\-a  — 

félon  que 


D— a  —  t'-^a'— iç      <'^D  —  a'  —  r^-^— i; 

ou>> 


lou^i 
ç'eft-à-dire  ,  félon  que 


a 


'  '\-  a'  —  t'  ç       ^-^a-^-a^—t; 
ou  >J 


{. 


&  l'on  aura  les  polynômes-multiplicateurs  auffi   fimples  qu'il  effi 
poffible  de  les  avoir  généralement. 

(318-)  Si  l'on  fe  rappelle  l'exemple  que  nous  avons  donn^ 
(28 1  ) ,  on  verra  qu'en  y  appliquant  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
on  auroit  7"=  —  i  ;  en  forte  que  chaque  polynôme  -  multipli- 
cateur convenable  à  cet  exemple ,  feroit  ( x%y° )'^,  c'eft-à-dire, 
^  X  ~\-  B.  C'efl:  en  effet  le  plus  fimple  auquel  nous  foyons 
parvenus  (281  ), 

(31  9')  ^i  o^  fuppofe  que  les  deux  équations  propofées 
foient  de  la  forme  fx^y^'J^  =0;  on  aura  (^x^jKy**  PO"''  ^^ 
forme  des  deux  polynômes-multiplicateurs  :  ôc^x^jy'y'  =0 
fera  la  forme  de  l'équation-fomme.  Mais  la  dimenfion  fupérieure 
de  cette  équation  ayant  deux  termes  à  anéantir  ,  &  chaque  po- 
lynôme ne  fourniffant  pour  cela  qu'un  coefficient,  chacun  de  ces 
deux  coëfficiens  fera  =  o  ;  en  forte  que  la  forme  de  chaque 
polynôme-multiplicateur  peut  être  réduite  à  fx^^yj^.  Mais 
cette  réduction  ,  comme  on  le  voit  ,  efi;  particulière  &  dépen- 
dante de  l'examen  de  l'équation-fomme  :  on  ne  feroit  point  aflez 
autorifé  à  la  faire  antérieurement  à  cet  examen  y  ainfi  qu'on  va 
le  voir  par  l'exemple  fuivant. 

Suppofons  que  les  deux  équations  propofées  foient  de  la  forme 
fx^  ,  jkV*  =  o-  Le  degré  de  l'équation  finale  fera  18,  & 
la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  ,  conformément  à  ce  qui 
a  été  dit  (  jij  ),  fera  fx'',j''J'''  ;  &  c'efl  la  forme  la  plus 
fimple  qu'il  foit  pofîible  d'employer.  L'équation-fomme  n'aura 
qu'un  terme  dans  fa  dimenfion  fupérieure  à  laquelle  chaque 
polynôme  -  multiplicateur  fournira  un  coefficient  ;  il  n'arrivera 
donc  pas  ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  que  chaque  coefficient 
foit  néceflairement  =  0.  Si  on  prenoit  la  forme  fx'^,yj  \^  ^  on 
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k^OUveroît  moins  de  coëfFiciens  indéterminés  qu'il  n'eft  néceflaire 
pour  l'élimination. 

On  voit  donc  que  quoiqu'il  foit  quelquefois  pofTible  de  dimi- 
nuer la  dimenfion  totale  des  polynômes-multiplicateurs  ,  au-delà 
de  ce  qui  a  été  dit,  on  ne  peut  fe  le  permettre  arbitrairemene. 
C'efl:  une  réduction  accidentelle  ,  &  dont  on  ne  peut  juger  que 
par  l'examen  de  l'équation-fomme. 

(320.)  Prenons,  pour  nouvel  exemple  ,  de  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu'ici ,  trois  équations  de  cette  forme 

ax^  -{-  b  xy  +   c  x  \    =0 
-f-Jx    +  e  y      -+-y'ï 

&  propofons-nous  d'avoir  l'équation  en  :x^. 

La  forme  générale  de  chacun  des  polynômes  -multiplicateurs,  efî 
^^ifji'i)  ■^"**^J  ^"^'^  (23 1  ùfuiv.  ).  Mais  en  vertu  de  ce  que  nous 
avons  dit  (311),  on  doit  prendre  la  forme  beaucoup  plus  (impie 
ix  ^(y  ,7j°^'^+''  ou  (x)  ^+  '',  Et  comme  l'équation  finale 
(131)  ne  doit  être  que  du  quatrième  degré,  on  zuxdi  f  x ) '^. 
pour  la  forme  la  plus  fimple  de  chaque  polynôme-multiplicateur* 

Concevons  donc  qu'on  multiplie  chaque  équation  par  utt 
polynôme  de  la  forme  A  x''  H-  B  x  -+-C,ôc  qu'on  ajoute  le^ 
trois  produits  ;  l'équation-fomme  fera  de  la  forme 

^a.-^f^-f-    A  b  xiy  •+■    A  c  x^  \    =   o, 

•^Adx^  -J-   Aex-y  -4-  Afx'-^ 
-ir  S  a        -i-    £  à  -i-  £  c 

-f-  Agx'-  +    Bexy     -f-    Bfxi 
~ir  Bd         -^    Cb  -^    C  c 

H-  Ca 

4-  Bgx     -Jr    Cey         ^    C f\ 
-h  Cci 

.   .        .      '^  ^^ 

Ici  il  n'y  a  aucun  coefficient  Inutile  ;  parce  que  ^  quoîqu'oil 
puifle  bien  par  exemple  dans  le  polynôme  Ax-  -[-Bx  -\-  C ,  faire 
dlfparoître  deux  termes  à  l'aide  des  deux  dernières  équations , 
on  ne  le  pourroit  néanmoins  qu'en  en  introduifant  de  nouveaux, 
ce  qui  anéantiroit  la  forme  que  nous  avons  fait  voir  convenir  au 
polynôme  'multiplicateur. 


270       ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

II   n'eft  donc  plus    queftion   que    de  calculer  la  valeur  3ft 
AA'A"BB'B"CC'C". 
Nous  aurons  donc  comme  il  fuit ,  en  parcourant  fucceflivement 

X\yxy  ,x\,xy  ,    X7^,    XJ  y   T[^(ii.  y. 

Première  ligne cA'  A", 

Seconde  ligne —  (hc')A"BB'B"  [àcaufe  de  (cb')  =  —  {bc')  ]. 

TroiCème  ligne...  —  (bc'f')BB'B"  -4-  (bc' )A"c  B'B". 

Quatrième  ligne.,  l—  (  bc' f'jbB'B"  ■+■  (bc'e"  )c  B'B"  -i-  (  bc' )A"  (bc')  B"-iC  C  C". 

Cinquième  ligne..  [  — (  b  c-'f"  )  .(bf)  B"  -»-  (bc'e")  .(cf  )  B"  —  (bc' /")  .(b  c')  A"]C  C'C" 
■+-  l  —  Cbc-'f")bB'B"-^(bc'e")cB'B"-^  (bc')A"(bc')B":\cC'C". 

Sixième  ligne [  (  b  c'f)  .  (b  e'f")  —  (b  c'e")  .  (c  e'f")  ]  C  CC"  —  [—(b  c'f")  .  (bf)  B" 

-h  (bc<e").(cf')B"  —  (bc'f)  .(bc')A"  ibC'C"  ■+■  i—(bc'f").(be')B" 
^(bc'e")  .(ce')B"—  (bc'e").(b^')A"]cC'C"  -^  i  —  (  bc'f"  )  b  B'B" 
-t-  (bc'e"  )cB'M"  -f-  (bc'  )A"(bc')B"](bc')C". 

Septième  ligne [  (h  c'f")  .(be'f)  —  (bc'é').(ceJ")^fCC"  W-  C-  (h  c'f")  .(bf)  B" 

-+.  (b  c'e")  .  cf')B"  —  (b  cf")  .  (b  c>)  A"  ]  (bf  )  C"  —  [—  (bc'f")  .  (b  e' )B'* 
ri-  (l> Ci")  .  (c e')B"  —  (b  c' e")  .  (b  c')  A"J.( cf  )  C"  , 

en  omettant  les  termes  oùrefteroient  B'B"  &  ^"5"qui  difpa^ 
roîtroient  à  la  fin. 

Huitième  ligne [  (b  c'f) .  (b  e'f")  —  (b  c'e") .  (ce'f)  ] .  (ef)  C"-h  [—  (b  cf),(hf)B'* 

-+-  (bc'e").  (cf<)B"—  (bc'f").(bc')A"].(be'f")  —l^(bc'f"),(be')B'* 
^  (bc'e"  ).(ce')B"  —  (bc'e")'(bc'  )A"-\.(ce'f")i 

d'où  l'on  tire 

A"  =  (  b'ce")  .(ce'f  ),(b  c')  —  (bc' f  )•  (  b  e' f"  )  .  (bc' ) 

B"  =  -  (b  c'e")  .  (c  e'f)  .  (c  e')  -H  (b  c'e")  .(bef"),  (cf)  —  (i>  cf)  .  (b  e'f)  .  (Bf)_ 
-+-  (hc'f).  (ce'f  ).(be') 

.    C  =  l(bc'e").(ce'f)   -(bc'f  ).(b  e'f  )^.(ef). 

Mais  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  2 1 8  ) ,  on  a 

(bc'e")f—(bc'f"  )e  -^  (be'f"  )c   —   (ce'f  )b  =  oi 
&    (bc'e")f  —  (bc'f)e'-^  (be'f")c'—(ce'f")b'=o, 

d'où  en  multipliant  la  première  de  ces  deux  équations  par/"' ,  la 
féconde  par  y,  &  retranchant ,  on  tire 

(be'f).(cf)   =(ce'f).(bf)    H-    (hc'f).(ef),\ 

Multipliant  pareillement  la  première  par  e',  la  féconde  par  ^,  ôC 
retranchant ,  on  a 

i':Cf).(be')   =—  fbc'e"),(ef  )  ^_   (he'f").(ce'). 
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Subflituant  dans  la  valeur  de  B",  elle  fe  change  en  cette  autre 

£•'=[(  te' e").  (ce'/")-  (  Bc'/")  .  (è  e'f"  )  ]   l(hf)-  (  ce' ^ 

Donc  faifant,pour  abréger/^  c'é').(c  e'f")  —  (b  c'f'J.fb  e'f")  =  (  i  ), 
On  a 

S'  =  11)  [(>/•)-(«£')]•"&  par  concluent/  B'  =  — (l)  [(t/  )  —  (te)]  V  Se  )  B  =  (i)  [(f/)  — 

C"  =  (i)«/')         J  (c  =-(!)(,/)  3    (c  =  (i)  {«/'). 

Subflituant  dans  les  termes  reftans  de  l'équation-fomme ,  on  a 

(i)  X  [(ai>'c")x'  -H  (bc'd")x^  -H  r^c:'^'>^  ^  rw'j*  +  ('«/'^";]=  o- 

H-r^*/";      -^(hf'ë')     -(ce' g") 
^(ac'e")      -(ce' g")      -^(de'f") 

Cette  équation,  abf1:ra£tion  faite  du  facteur  (  1  ) ,  eut  été  trèS' 
facile  à  trouver,  en  fubftituant,  tout  fimplement,  dans  l'une  des 
trois  équations  propofées ,  les  valeurs  de^  &  ^  tirées  des  deux 
autres  ;  mais  ,  ainfi  que  nous  l'avons  dit ,  nous  traiterons  plus  bas 
des  moyens  les  plus  expéditifs  pour  arriver  à  l'équation  finale  , 
dégagée  de  ces  fortes  de  facteurs ,  autant  qu'il  eft  poflible.  Ce 
qui  nous  miporte ,  &  fait  ici  notre  objet ,  c'eft  le  fa£teur  (  i  ). 

Or  ce  facteur  eft ,  ainfi  que  nous  l'avons  déjà  annoncé  plufieurs 
fois ,  le  fymptôme  auquel  on  peut  reconnoître  le  cas  ou  l'équa- 
tion pourra  être  abaifTée  au  troifième  degré  j  c'eft-à-dire  ,  que  cee 
abaLffement  aura  lieu  ,  li  l'on  a 

(  1  )  ou  1^^  c'e")  .  (c  e'f")  —  (h  e'f")  .  (b  e'f")  =  o. 

C'eft  ce  qu'il  eft  facile  de  confirmer ,  en  prenant  pour  poly- 
nômes-multiplicateurs des  équations  propofées ,  des  polynômes 
de  cette  forme  Bx  -+- Cy  alors  on  arrivera  ,  par  le  calcul  des 
lignes  ,  à  l'équation  de  condition 

fbc'e').fee'f")  -  (bc'f").(be'f")  =  o. 

(  3  2  !•  )  L'équation  en  y  ou  en  :^,  quoiqu'auffi  du  quatrième 
degré ,  ne  fera  pas  à  beaucoup  près  aufTi  fimple  ;  mais  comme 
notre  objet  n'eft  pas  tant  ici  de  faire  du  calcul ,  que  d'expofer 
ia  méthode  pour  en  faire  ,  nous  nous  difpenferons  d'autant  plus 
Volontiers  d'entrer  dans  ce  détail  ,   que  nous  donnerons  par  la 


(«'«")] 
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fuite ,  une  méthode  beaucoup  plus   courte  pour  arriver  à  runé 
ou  à  l'autre  de  ces  deux  équations. 

Attentions  \quil  faut  avoir ,  lorfque ,  pour  les  équations 
incomplettes  ,  on  emploie  des  polynômes-multiplicateurs 
d'une  forme  plus  fimple  que  la  forme  générale  déter- 
minée  (231  &  fuiv.  ). 

(322.)  Nous  avons,  dans  l'exemple  précédent  ,  réduit  3 
CXjj^j^y'"]^"'"'^  la  forme  de  chaque  polynôme  -  multiplica-» 
teur  ,  &  enfuite  zfx)'^. 

Mais  dans  la  forme  générale  [:Cj  (y ,\)^'^^l'^'^'' j^^  eit 
partant  de  la  connoifTance  antérieure  que  nous  avons  ,  que  l'é- 
quation finale  ne  doit  être  que  du  quatrième  degré  ,  nous  avions 
d'abord  réduit  cette  forme  à  \.x^  (y ,7^)'^'^ -y- ^  ôc  enfuite 
^  \.^i(y i\)*~\*  ^'^  f^ jj >\J^ }  parée   que    T  ne  peut  plus 

avoir  de  valeur  plus  grande  que  zéro  5  alors  il  eft  facile  de  voir 
que  les  trois  polynômes-multiplicateurs  fourniroient  trente  coëf" 
ficiens  ,  fur  lefquels  il  y  en  auroit  trois  dont  on  pourroit  difpofer 
arbitrairement  ;  en  forte  qu'on  auroit  en  tout  vingt-fept  coëffir 
ciens  pour  Télimination.  Or  comme  l'équation-fomme  ne  ren^» 
ferme  que  vingt-cinq  termes  afFe£lés  de j/  6c  ^ ,  il  en  réfulte  qu'il 
y  a  un  coefficient  de  plus  qu'il  n  eft  néceffaire  ;  d'où  l'on 
pourroit  être  tenté  de  croire  qu'on  pourroit  l'employer  à  abaiffei; 
l'équation  d'un  degré. 

Cette  perfuafion  paroîtroit  d'autant  plus  fondée ,  qu'on  ne  peut 
çn  effet  ^  à  l'aide  des  équations  proposées ,  faire  difparoître  plus 
de  trois  coëfficiens  dans  les  polynômes-multiplicateurs  ;  favoir 
deux  dans  le  premier ,  ôc  un  dans  le  fécond.  En  multipliant  la 
féconde  &  la  troifième  équations  par  A  &:  A'  refpeftivement , 
&  les  ajoutant  au  premier  polynôme-multiplicateur  ,  il  eft  vifible 
qu'on  ne  peut  y  difpofer  que  de  deux  termes.  Pareillement  en 
multipliant  la  troifième  équation  par  A",  &  ajoutant  au  fécond 
polynôme  -  multiplicateur ,  on  ne  peut,  dans  celui-ci,  difpofer 
que  d'un  feul  terme, 

En  vaiii   même  ,    pour  en  faire  difparoître   un  plus  grand 

nombre 
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nombre  dans  le  premier  ,  tenteroit-on  de  lui  ajouter  les  produits 
de  chacune  des  deux  dernières  équations  par  des  polynômes  plus 
élevés,  avec  la  condition  d'anéantir  à  l'aide  des  coèfficiens  in- 
déterminés ,  les  nouveaux  tvmes  qu'on  introduiroit  :  ou  ne  trou-» 
veroit  jamais  la  poflïbilité  de  lui  ôter  plus  de  deux  termes. 

Il  paroîtroit  donc  que  l'on  a  en  effet  vingt-fept  coëfficiens  utiles 
à  l'élimination,  &  que  par  conféquent  l'équation  finale  pourroit 
être  abaiflee  au  troifième  degré. 

Pour  réfoudre  cette  difficulté,  il  faut  obferver  qu'on  ne  peut 
s'arrêter  à  la  forme  (■^Xj  y,  :^y' ',  qu'après  s'être  afturé  de  deux 
chofes;la  première  ,  c'eft  que  chacun  des  coëfficiens  des  di- 
menfions  fupérieures  de  chacun  des  polynômes-multiplicateurs  de 
formes  plus  élevées ,  eft  zéro  :  la  féconde  que  l'anéantifTement 
de  chacun  de  ces  coëfficiens  ,  ne  fuppofe  pas  tacitement  celui  de 
quelqu'un  des  termes  du  polynôme  reftant  fx,y,  7^)  '. 

Prenons  donc  un  polynôme  plus  élevé ,  par  exemple  ,  le  po- 
lynôme \.x  ,  (y  ,':^)-'W  pour  premier  polynôme-multiplicateur. 

On  peut ,  à  l'aide  des  deux  dernières  équations  ,  faire  difpa- 
roître  huit  termes  dans  ce  polynôme ,  favoir  fix  dans  la  dimenfion 
3,  ôcdeux  dans  la  totalité  des  fuivantes.  Mais  fi  on  en  anéantifToit 
fix  dans  la  dimenfion  5  ,  on  contrediroit  la  fuppofition  que  le 
polynôme  eft  du  troifième  degré  ;  il  faut  concevoir  qu'on  enr 
anéantit  feulement  cinq  dans  la  dimenfion  3  ,  &  les  trois  autres 
dans  la  totalité  des  dimenfions  inférieures  ;  c'eft-à-dire  ,  dans 
le  polynôme  (x  ^y,  ^^*. 

Dans  le  fécond  polynôme  où  l'on  ne  peut ,  à  l'aide  de  la 
dernière  équation ,  faire  difparoître  que  trois  termes  dans  la  di- 
menfion 5  ,  &  un  dans  la  totalité  des  autres  dimenfions ,  il  reliera 
trois  termes  dans  la  dimenfion  fuperieure. 

Et  comme  il  n'y  a  point  d'équation  pour  faire  difparoître 
aucun  terme  dans  le  troifième  polynome-muitipiicateur  ,  on  aura 
donc  en  tout  ,  dans  les  dimenfions  fupérieures  des  trois  poly-* 
nomes-multiplicateurs  ,  dix  coëfficiens  ;  c'eft-à-dire  ,  précifément 
autant  qu'il  y  aura  de  termes  à  faire  difparoître  dans  la  dimen- 
fion j  de  l'équation  produit  ;  donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera 
^gal  à  zéro. 

Mais  en  confervant  un  terme  dans  la  dimenfion  ?  du  premier. 

M  m 
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polynôme-multiplicateur,  nous  venons  de  voir  qu'on  devenoit  le 
maître  de  difpofer  d'un  terme  de  plus  dans  fes  dimenfions  infé-f 
rieures  qui  compofent  le  polynôme  fx,y,  \y  \  donc  en  effet, 
ainfi  que  nous  l'avons  fait  preflentir  ci-deflus ,  l'anéantiflement 
des  dimenfions  fupérieures  des  polynômes-multiplicateurs  ,  fup- 
pofe  tacitement  celui  d'un  des  termes  d'une  des  dimenfions  infé- 
rieures de  l'un  de  ces  polynômes.  Donc  ^  dans  l'objet  dont  il 
s'agit ,  en  prenant  pour  polynômes-multiplicateurs  des  polynômes 
de  la  forme  (x,y  ^t^)^^  quoiqu'il  femble  d'abord  qu'on  ait  vingt- 
fept  coëfficiens  utiles  à  l'élimination  ,  il  n'y  en  a  véritablement 
que  vingt-fix  ;  &  en  employant  le  vingt-feptieme  à  l'anéantifi'e- 
ment  du  terme  x* ,  on  n'arriveroit  qu'à  une  équation  identique  y 
ou  à  une  équation  faulfe  :  voycT^  (  250  ). 

(3230  On  peut  obferver  ici  la  confirmation  &  la  preuve 
de  ce  que  nous  avons  dit  (  235  )  ;  favoir  que  fi  l'on  ne  peut  dans 
chaque  dimenfion  d'un  polynôme  ou  d'une  équation  difpofer  ar- 
bitrairement de  plus  de  coëfficiens  que  nous  ne  l'avons  dit  alors  , 
on  peut  en  même  temps  difpofer  arbitrairement  d'un  moindre 
nombre  ,  &  porter  les  autres  conditions  arbitraires  ,  fur  des 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures» 

En  effet ,  s'il  étoit  nécefTaire  de  faire  difparoître  dans  la  pre- 
mière dimenfion ,  par  exemple  ,  du  premier  polynôme -multipli- 
cateur ,  autant  de  termes  que  les  autres  équations  donnent  lieu 
de  le  faire ,  non-feulement  la  chofe  feroit  fouvent  impoffible  ; 
mais  encore  il  arriveroit  fouvent  qu'il  ne  refteroit  plus  affez  des 
coëfficiens  indéterminés  pour  anéantir  les  termes  de  i'équation- 
produit. 

Suppofons ,  par  exemple  ,  qu'on  prît  \_x ^(y  ^1^)'^^'  pour  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs  dans  l'exemple  dont  il  vient 
d!(être  quefiion  ;  il  faudroit  donc  faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateur ,  onze  ter- 
mes; mais  il  n'en  a  que  dix. 

Si  on  les  faifoit  difparoître  tous ,  il  ne  refleroit  plus  de  la  part 
ides  dimenfions  fupérieures  des  deux  autres  polynômes-multiplica- 
teurs ,  que  fix  coëfficiens ,  puifqu'on  en  pourroit  auffi  faire  dif^ 
paroître  fix  dans  le  fécond.  Or  l'équation-produit  aurait  dix  termes 
à  anéantir. 
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(3  24')  Cette  remarque  nous  conduit  à  une  obfervation  im- 
portante fur  l'ufage  des  polynômes -multiplicateurs  d'une  forme 
plus  fimple  que  la  forme  générale  expofée  (  224  )  ;  fur  leur  ufage 
dans  les  équations  incomplettes. 

Les  polynômes-multiplicateurs  de  ces  fortes  d'équations  ,  peu- 
vent fans  doute,  comme  ceux  des  équations  complettes,  être  pris 
beaucoup  plus  fimples  que  ceux  que  préfente  immédiatement  la 
forme  générale.  Mais  on  s'expoferoit  à  tomber  fouvent  dans  des 
difficultés  pareilles  à  celle  dont  nous  venons  de  parler  à  l'occafioa 
de  l'exemple  précédent,  fi  on  adoptoit  la  forme  plus  fimple  fur  la 
confidération  feule  du  degré  de  l'équation  finale.  On  s'expoferoit 
à  trouver  ou  trop  de  coëfficiens ,  comme  dans  ce  même  exemple  ; 
ou  trop  peu  ,  comme  nous  en  avons  vu  un  exemple  (  5  ip  )•  Or 
dans  le  premier  cas  on  peut  être  induit  en  erreur  fur  l'emploi  des 
coëfficiens  furnuméraires  ;  &  dans  le  fécond  cas ,  on  manque  fou 
but. 

(3^5*)  Voici  donc  la  marche  qu'il  convient  d'obfer\'^er  ,  pour 
employer  avec  fiïreté  les  polynômes  plus  fimples  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  comiiîencera  par  déterminer ,  félon  ce  qui  a  été  dit  (  224)  § 
la  forme  la  plus  générale  que  ces  polynômes  puiffent  avoir.  On 
déterminera  enfuite ,  par  la  connoifi'ance  du  degré  de  l'équatiort 
finale  ,  le  plus  haut  expofant  de  l'inconnue  dont  il  s'agit  d'avoir- 
l'équation  ;  on  détemiinera  ,  dis-je  ,  le  plus  haut  expofant  qu'elle 
doit  avoir  dans  chaque  polynôme-multiplicateur. 

Quant  aux  plus  hauts  expofans  des  autres  inconnues  &  de  leurs 
combinaifons  deux  à  deux  ,  &c.  ils  font  beaucoup  plus  arbitraires  ; 
mais  ils  font  affujettis  aux  conditions  (83  &  ailleurs)  de  i'exif^ 
tence  des  polynômes-multiplicateurs ,  &  de  tous  leurs  dérivés 
qui  concourent  à  l'expreffion  du  nombre  des  coëfficiens  arbi- 
traires ,  ainfi  qu'à  celles  de  la  forme  dans  laquelle  tous  ces 
polynômes  doivent  être  pris  (  1 20  Ê"  fuiv.  ).  On  prendra  donc 
pour  chacun  de  ces  expofans  indéterminés  j  la  plus  petite  valeur, 
qui  puifie  fatisfaire  à  ces  conditions. 

Cela  pofé,  commençant  par  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équa- 
tion-fomme  ,  il  peut  arriver  deux  cas  ;  elle  peut  être  plus  grande 
que  D ,  D  étant  le  degré  de  l'équation  finale  ;  &  elle  peut  être 
feulement  =  D, 

Mm  ij 
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Dans  le  fécond  cas ,  il  n'y  a  rien  à  attendre  pour  la  diminutioni 
delà  dimenfion  totale  d'aucun  des  polynômes-multiplicateurs. 

Dans  le  premier  cas ,  au  contraire,  il  arrivera  très-fouvent  que 
les  polynômes-multiplicateurs  pourront  être  pris  d'une  dimenfion 
moins  élevée  :  &  voici  à  quoi  on  le  reconnoîtra. 

On  déterminera  d'une  part  le  nombre  des  termes  de  la  plug 
haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ;  ce  qui  fera  facile  en  faifant 
varier  de  —  i ,  l'expreflion  générale  du  nombre  des  termes  de 
cette  équation. 

On  déterminera  ,  de  même  ,  le  nombre  de  coëlîîciens  utiles  à 
l'élimination  qui  peuvent  être  fournis  par  la  plus  haute  dimenfioa 
de  chacun  des  polynômes-multiplicateurs.  Alors  fi  la  fomme  des 
nombres  de  ces  coëfficiens  utiles ,  eft  plus  grande  que  le  nombre 
'des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme,  il  ne 
pourra  y  avoir  lieu  à  aucun  abaiffement  de  la  dimenfion  totale 
d'aucun  des  polynômes-multiplicateurs  ;  mais  fi  la  fomme  des 
nombres  de  coëfficiens  utiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des 
polynômes-multiplicateurs  ,  eft  plus  petite  que  Je  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  ou  lui  eft 
feulement  égale  ;  alors  on  peut  abaifi!er  d'une  unité  la  dimenfion 
totale  de  chacun  des  polynômes-multiplicateurs. 

S'il  y  a  égalité ,  il  n'y  aura  pas  autre  chofe  à  obferver  ,  pour 
paffer  à  l'examen  de  la  dimenfion  fuivante  ,  lequel  fe  fera  abfolu- 
ment  de  la  même  manière. 

Mais  fi  la  fomme  des  nombres  des  coëflSciens  utiles  de  la  plus 
haute  dimenfion  de  chaque  polynôme-multiplicateur  ,    eft  plus 

fetite  que  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
équation-fomme  :  c'eft  une  preuve  de  la  furabondance  des  coëfr 
ficiens  que  nous  appelions  inutiles  à  l'élimination  ;  &  comme  , 
ainfi  que  nous  l'avons  dit  (  2^6  &c  323  ),  il  n'y  a  pas  d'obligation 
s.  les  employer  tous  dans  cette  dimenfion ,  on  doit  feindre  que 
lùr  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à  l'élimination ,  dans  cette 
dimenfion,  on  en  emploie,  comme  utiles,  un  nombre  égal  à  celui 
qui  peut  completter  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di-i 
menfion  de  l'équation-fomme. 

Par  exemple ,  fi  iV  eft  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  ré^uation-fomme ,  N'  ia  fomme  des  nombres  deaj 
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icoëfficîens  utiles  de  cliaque  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  ;  ôc  N"  la  fomme  des  nombres  des  coëfficiens 
inutiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  de  ces  mêmes  polynô- 
mes. Si  ,  comme  nous  le  fiippofons ,  N'  <C  N  ;  au  lieu  de  fe 
regarder  comme  ayant  un  nombre  N"  de  coëfficiens  inutiles  dans 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  on  fuppofera  qu'on 

n'en  a  qu'un  nombre  =  N"—  (N—  N'J  =  N"  -f-  N'  —  AT,  ôc 
<3ue  les  A^  —  N'  autres  font  utiles  à  l'élimination  :  &  comme 
alors  on  fe  trouvera  avoir  autant  de  coëfficiens  que  de  termes 
à  faire  difparoitre  ;  chaque  coefficient  étant  alors  =  o  (213), 
il  en  réfulte  que  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  polynôme- 
multiplicateur  peut  être  diminuée  d'une  unité. 

Mais  comme  ,  fur  A''"  équations  arbitraires ,  on  ne  fera  cenfé 
en  avoir  encore  formé  qu'un  nombre  =  N"  •+-  N'  —  A^  ,  il 
refiera  en  faveur  des  dimenfions  inférieures  de  l'équation-fommc 
un  nombre  A'' —  N'  d'équations  arbitraires  à   former. 

On  procédera  donc  à  l'examen  de  la  dimenfion  fuivante  de 
l'équation-fomme ,  en  raifonnnant  de  la  même  manière ,  &  tenant 
compte  des  équations  arbitraires  qui  reftent  fur  la  première. 

Et  Cl  d'après  ctt  examen  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque 
polynôme-multiplicateur  peut  encore  être  abaiflee  d'une  unité  , 
on  obfervera  de  tenir  compte  en  même  temps  du  nombre  total 
d'équations  arbitraires  que  les  deux  dimenfions  fupérieures  de 
l'équation-fomme  auront  lailTées  à  former. 

On  continuera  cet  examen  jufqu'à  ce  que  la  totalité  du  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  actuelle  de  chaque 
polynôme  -  multiplicateur  devienne  plus  grande  que  le  nombre 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  aduelle  de  l'équation- 
fomme  ;  à  moins  que  dans  le  cours  de  cet  examen  ,  cette 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  ne  devînt  égale  au 
degré  de  l'équation  finale.  Alors,  dans  l'un  &  dans  l'autre  cas  , 
on  fera  arrivé  aux  polynômes  les  moins  élevés  qu'il  foit  pofiîble 
de  prendre  pour  polynômes-multiplicateurs.  Je  dis  aux  polynômes 
les  moins  élevés  ,  &  non  pas  aux  polynômes  les  plus  fimples  ; 
car  ils  pourront  encore  être  fufceptibles  de  perdre  plufieurs  de 
leurs  termes ,  ainfi  que  nous  allons  le  voir. 

(S  26'  )  On  pourra  donc ,  pour  procéder  à  l'élimination  ,  le 
|?orner  à  employer  des  polynômes  de  la  dimenfion  qu'on  aura 
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ainfi  déterminée  ;  mais  en  même  temps  ,  pour  ne  pas  être  In*- 
duit  en  erreur  ,  par  la  nouvelle  forme  qu'ils  auront ,  fur  le 
véritable  nombre  de  coëfficiens  inutiles  qui  leur  reftera ,  ou  fur 
le  véritable  nombre  d'équations  arbitraires  qu'on  pourra  former, 
il  faudra  avoir  foin  de  tenir  compte  du  nombre  de  ces  équa- 
tions arbitraires  fournies  par  les  dimenfions  omifes ,  ôc  qui  n'ont 
point  encore  été  employées. 

(327.)  Après  avoir  ainfi  déterminé  la  dimenfion  totale  la 
plus  fimple  qu'on  puiffe  donner  aux  polynômes-multiplicateurs  ; 
pour  connoître  les  autres  termes  qu'on  peut  leur  faire  perdre 
encore,  il  faudra  faire  relativement  à  la  dimenfion  totale  des/z  —  i 
inconnues  qu'on  a  à  éliminer ,  le  même  examen  que  nous  ve- 
nons de  faire  relativement  à  la  dimenfion  totale  des  ii  inconnues  j 
&  lorfque  par  cet  examen  on  aura  pareillement  déterminé  la 
valeur  de  la  plus  baffe  dimenfion  totale  qu'on  puiffe  donner  à 
ces  71  —  I  inconnues ,  on  procédera  à  un  pareil  examen  relati- 
vement à  la  dimenfion  totale  des  n  —  2  inconnues  qui  montent 
à  la  plus  haute  des  dimenfions  formées  par  les  combinaifons  de 
ces  inconnues  n  —  2  h  n  —  2  ;  puis  à  un  femblable  examen  fur 
la  dimenfion  totale  des  n  —  5  de  ces  mêmes  n  —  i  inconnues , 
qui  montent  à  la  plus  haute  des  dimenfions  formées  par  les  com- 
binaifons de  ces  inconnues  n  —  3  h.  n  —  3.  Par-là  on  déter- 
minera, avant  toute  opération  pour  l'élimination  ,  les  polynômes 
les  plus  fimples  qu'il  foit  poffible  d'employer  ;  ôc  tenant  compte, 
àmefure,des  équations  arbitraires  qui  font  cenfées  n'avoir  pas 
été  employées  ,  on  n'aura  plus  à  craindre  d'être  trompé  par  la 
forme  nouvelle  des  polynômes -multiplicateurs  ,  fur  le  véritable 
nombre  d'équations  arbitraires  qu'il  fera  encore  poffible  de  former, 
Eclairciffons  cela  par  quelques  exemples. 

Continuation  des  Applications ,  ôcc. 

(  ^28.)  Propofons  -  nous  de  déterminer  la  forme  la  pIuS 
fimple  des  polynômes-multiplicateurs  propres  à  l'élimination  dans 
trois  équations  de  cette  forme 

a xy  -^  h XT^-^  c y  ^    =  0 
-+-     à  X  -\-    ^  y  "^  f  \ 
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c'eft-à-dire ,  dans  trois  équations  delà  forme  fx',y,  l'J  =0. 

Cette  forme  eft  celle  dont  (  130  )  nous  avons  enfeigné  à  dé- 
terminer le  degré  de  l'dquation  finale  ;  &  ce  degré  eft 
S  —  1  —  1  —  1  =  5'. 

Conformément  à  qui    a    été    dit  (  224  ) ,  je  prends  d'abord 

fx'^'^-,y'^-^'j^'^'*-'J    ''"'^  pour   la  forme  de  chaque  poly- 
nôme-multiplicateur. 

fx^-*-\j^+\l4-^'j'^'^\&Lfx'^^y^j  l^J^  feront  celles 
des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes ,  concourent 
à  l'expreffion  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires. 

Or  tous  ces  polynômes  devant  être  de  même  forme  &  (  1 05  ) 
de  la  forme  des  équations  propofées  3  on  doit  avoir 

A  -\-  A  -^J  ,    A  -^  A>  T,    A  -^  A  •>  Ti 
-^-f-i-f-y^?-f-l>rH-2,  A-lr  H-yf-Hi  >T-t-î,^-Hi  -f- ^-f- i>  T-H  2  i 

6c  ainfi  de  fuite  ;  c'eft-à-dire ,  que  toutes  ces  inégalités  doivent 
avoir  lieu  ,  ou  que  ,  tout  au  plus,  doivent-elles  être  des  égalités. 

Maintenant  ,  puifque  le  degré  de  l'équation  finale  eft  $  ,  je 
vois  que  je  ne  puis  fuppofer  ^  <;  2  ;  je  fuppofe  donc  A  =  2.  ', 
d'où  je  vois  que  T'ne  peut  pas  être  fuppofé  <C  2  ;  je  fuppofe  donc 

T  :=  2, 

A  l'égard  de^  &  ^,  comme  on  doit  avoir   A  H-  ^  >>  7", 

OU  tout  au  plus  =  T=  2  j  je  vois  que  je  ne  puis  fuppofer  h  A  &c  A 

une   valeur  plus  petite  ,   pour  chacun  ,   que  1  ;  je  fais  donc 
A  =  1  ,  de  A  ^   I. 

Ainfi  la  forme  générale  la  plus  fimple  ,  fans  confidérer  ce  que 
les  coëfficiens  arbitraires  peuvent  permettre  d'y  fimplifier ,  eft 
fx*,y  S  î^'J    pour  chaque  polynôme-multiplicateur. 

Préfentement  ^  pour  connoître  fi  cette  forme  peut  être  fim- 
plifiée  tant  pour  la  dimenfion  totale  6  du  polynôme ,  que  pour 
ladimenfion  totale  6  des  deux  inconnues  ^  &  ^,  &  pour  leur 
dimenfion  particulières  3  &  3  ,  je  procède  conformément  à  ce 
qui  a  été  dit  (  32J  &  fuiv.  ) ,  comme  il  fuit. 

La  forme  de  l'équation-fonime  étant  (x^ ^y'^ j'^^J    =  o,  là 
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dimenfion  8  aura  dix-neuf  termes.  Mais  le  nombre  des  coëfflcîenS 
utiles  de  la  dimenfion  5  des  trois  polynômes-multiplicateurs  eft  dix- 
neuf;  on  a  donc  autant  de  coëfficiens  utiles  qu'il  y  a  de  termes  à 
faire  difparoître  ;  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  donc  =  o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite 

En  examinant  de  même  la  dimenfion  7  de  l'équatlon-fomme  ,• 
on  trouvera  qu'elle  a  vingt-un  termes  ;  ôc  la  dimenfion  $  des 
trois  polynômes-multiplicateurs  donne  vingt-un  coëfficiens  utiles  i 
donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  ==  o  ;  donc  la  forme  de 
chaque  polynôme-multiplicateur  peut  être  réduite  à  fx^^y^,  \V** 

Si  on  examine  de  même  la  dimenfion  6  de  Téquation-fomme  ^ 
on  trouvera  vingt-un  termes;  &  la  dimenfion  4  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs donne  vingt-deux  coëfficiens  ;  donc  cha- 
cun n'eft  pas  néceflairement  =  o  ;  donc  l'excédent  peut  être 
utile  pour  l'anéantiïïement  des  termes  des  dimenfions  inférieures  \ 
donc  la  dimenfion  4  ne  peut  être  abaiffée.  La  forme  la  plus 
fimple  ,  quant  à  la  dimenfion  totale,  eft  donc  (x'^,j^j  '^)^. 

Il  faut  donc  aftuellement  examiner  la  forme  (^^J^Sî^V  ^^^ 
polynômes- multiplicateurs  ,  relativement  à  la  plus  haute  di- 
menfion 4 ,  à  laquelle  puiflent  s'élever  les  deux  inconnues  j'  ôc  7^ 
qui  font  à  éliminer. 

La  forme  de  l'équation-fomme  étant  à  préfent  ( x'' ^y^ 3-:^ ) 
ne  peut  donner  que  trois  termes  enjy  &  ^  purs  ,  qui  foient  de  la 
dimenfion  6.  Mais  les  trois  polynômes-multiplicateurs  n'ont  qu'un 
feul  coefficient  utile  ,  parmi  ceux  des  termes  en  jy  ôc  ^  purs 
qui  font  de  la  dimenfion  4 ,  ôc  les  8  autres  font  arbitraires.  On 
peut  donc  (  52J  )  dans  chacun  des  polynômes-multiplicateurs  , 
fupprimer  les  termes  o\xy  &:  ^  montent  enfemble  à  la  dimenfion  4, 
en  concevant  que  fur  les  huit  équations  arbitraires  qu'on  pourroit 
former  ,  on  n'en  forme  que  fix  ;  alors  il  reftera  à  tenir  compte 
des  deux  autres  équations  arbitraires  ,  dans  l'équation-fomme  , 
ce  que  l'on  fera   de  la  manière  fuivante. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eft  donc  {x'',  fy^,  7[^J^  ]  ; 
ôc  celle  de  l'équation-fomme,  eft  par  conféquent  [or',  fy'*,  ^^/2  » 

Le  nombre  des  ternies  où  ,  dans  celle-  ci ,  y  ôc  ^  monteront 

enfemble 
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fenfemble  à  la  dimenfion  J ,  eft  huit  ;  &  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  des  termes  des  polynômes-multiplicateurs  où  y  ôc  :^  montent 
à  la  dimenfion  3,  eft  douze;  mais  comme  il  y  a  deux  équations  arbi- 
traires qui  n'ont  pas  été  employées  ,  on  peut  diminuer  de  2  ce 
nombre  de  coëfficiens  utiles ,  qui  par-là  fe  réduit  à  dix  ;  ôc  comme 
il  eft  plus  grand  que  le  nombre'  des  termes  8  qu'on  a  à  faire  difpa- 
roître  ,  il  faut  en  conclure  (  525"  ) ,  qu'on  ne  peut  abaifTer  da- 
vantage la  dimenfion  totale  de  j^  ôc  ^ ,  à  moins  que  ce  ne  foit  par 
l'abaifTement  dont  la  dimenfion  particulière  de  chacun  pourroit 
être  fufceptible ,  ce  qui  refte  à  examiner. 

On  peut  donc  prendre  [.x'',  (y\\^)  ]  pour  la  forme  de 
chaque  polynôme-multiplicateur  ,  en  fe  fouvenant  qu'on  peut  y 
difpofer  arbitrairement  de  deux  coëfficiens  de  plus  qu'il  ne  fe 
préfenteroit  naturellement. 

La  forme  de  l'équation-fomme  étant  à  préfent  {_x\  (y*,  ^^j  ^  ,' 
il  y  aura  cinq  termes  en  ^"^  ;  ôc  pour  les  faire  difparoître  ,  les 
polynômes-multiplicateurs  fourniront  fix  coëfficiens  utiles  ;  mais 
comme  il  nous  refte  deux  équations  arbitraires  qui  n'ont  point  été 
employées  ,  ne  comptons  donc  que  fur  quatre  coëfficiens  utiles  ; 
alors  (  jsf  )  nous  conclurons  ,  comme  ci-deffus  ,  qu'on  peut 
exclure  les  termes  ^  '  dans  chacun  des  polynômes-multiplicateurs  ; 
&  nous  aurons  encore  à  tenir  compte  d'une  équation  arbitraire. 

Or  il  eft  clair  qu'en  raifonnant  de  même  pour  y*  ^  nous 
verrons  qu'y  comprife  l'équation  arbitraire  qui  nous  refte  ,  nous 
aurons  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  en  j/  *  à  faire 
difparoître  ;  donc  on  peut  réduire  la  forme  des  polynomes-multi-' 
plicateurs  à  [x"*  (y*,  7^)  '  ]  *. 

Dans  cet  état  de  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  ,  on 
peut  encore  abaifTer  la  dimenfion  totale  de  j'  ôc  ^. 

En  effet ,  dans  l'équation-fomme  qui  fera  de  la  forme 
\.x\(y^i  lV^3  j  il  n'y  aura  que  quatre  termes  où  j^  ôc  ^  puif^ 
fent  monter  enfemble  à  la  dimenfion  5  ,  mais  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  des  termes  qui  peuvent  donner  ceux-là  ,  fe 
trouvera  être  zéro  ,  avec  douze  coëfficiens  inutiles  ;  donc  fi  on 
conçoit  (32J)  que  des  douze  équations  arbitraires  on  n'en 
forme  que  huit ,  on  pourra  réduire  la  forme  [:x-%  (y'',  7^)  ^Y  à  la 

forme  [:x:%  (y%  ^)  '  ]  *,  en  confervant  la  mémoire  qu'il  y  aura  dans 
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les  trois  polynômes-multiplicateurs ,  quatre  coëfficiens  arbitraires 
au-delà  de  ce  que  leur  forme  nouvelle  préfente  naturellement. 

Et  fi  l'on  examine  ,  comme  nous  venons  de  le  faire  ci-deflus  , 
s'il  eft  poffible  d'abaifler  la  dimenfion  particulière  de  ^,  on  verra 

que  l'équation-fomme  qui  fera  de  la  forme  [  x%  fy\  ^J  ]  ,  aura 
fept  termes  en  ^'  :  que  les  polynômes-multiplicateurs  donneront , 
pour  ceux-ci,  neuf  coëfficiens  utiles  ;  mais  comme  il  refle  quatre 
coëfficiens  ou  quatre  équations  arbitraires ,  on  ne  doit  compter 
que  cinq  coëfficiens  utiles  ;  donc  on  peut  fupprimer  ^%  &  dans 
la  forme  [  x%  fj%^J*l'^  qui  en  réfultera  ,  il  y  aura  encore 
deux  coëfficiens  arbitraires  au-delà  de  ce  qu'elle  préfente  natu^ 
rellement. 

Et  comme  dans  un  femblable  examen  pourjy*,  on  aura  fept 
termes  en^'  dans  l'équation-fomme,  avec  neuf  coëfficiens  utiles 
de  la  part  des  polynômes-multiplicateurs ,  fur  lefquels  il  faut  err 
déduire  deux  pour  les  deux  équations  arbitraires  qui  relient  à  em- 
ployer ;  on  voit  donc  auffi  qu'on  peut  fupprimer  y*  ;  &  que  par 
conféquent  les  polynômes-multiplicateurs  peuvent  être  réduits  a 
la  forme  Lx^fy^i'/-}^. 

On  peut  encore  arriver  à  une  forme  plus  fimple  :  en  effet  ^ 
l'équation-fomme  ,  d'après  la  forme  que  nous  venons  de  déter*^ 
miner ,  fera  [3c%  (^j^%  ^'y)'^]  =o>  laquelle  aura  trois  termes 
ièulement  où  y  &(.  ■^  monteront  enfemble  à  la  dimenfion  4.  Mais 
les  termes  des  polynômes-multiplicateurs  qui  les  auront  fournis  , 
n'auront  aucun  coefficient  utile  à  l'élimination  ;  6c  ces  coëffi- 
ciens qui  feront  au  nombre  de  neuf,  feront  tous  arbitraires  ;  donc 
fi  on  conçoit  qu'on  en  détermine  feulement  fix  par  des  équations 
arbitraires ,  &  qu'on  en  emploie  trois  à  l'anéantifTement  des  trois 
termes  dont  il  s'agît ,  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o  ,  & 
la  forme  des  polynômes -multiplicateurs  pourra   être  réduite    a 

Zx'^,  fy\  ^^J  '  j"*,  avec  trois  coëfficiens  arbitraires  ,  ou  trois  équa- 
tions arbitraires  dans  l'équation-  fomme. 

Enfin  pour  la  forme  la  plus  fimple  qu'il  foir  poffible  d'em-r 
ployer,  on  zur:i  l  x'^ ,  y' ,  ^  2^  ou  Cimplemem  fx'*  ,y'J'*. 

Car  en  prenant  la  forme  [  x%(^y',  ^'j']'^,  l'équation-fomme 
iquiferoit  de  la  forme  Lx%(y^^y^^J  ]'  =  ©^  aura  neuf  terme^ 


EQUATIONS    ALGÉBRIQUES.        285 

tn  ?*•  Or  pour  ces  neuf  termes,  les  trois  polvnomes-multiplica- 
teurs  fournillent  douze  coëfficiens  utiles  ;  mais  comme  ,  ainii  que 
nous-  venons  de  le  dire ,  il  refte  trois  coëfficiens  arbitraires  ;  Ci 
on  détermine  trois  de  ces  douze  coëfficiens  par  trois  équations 
arbitraires ,  on  n'aura  que  neuf  coëfficiens  pour  faire  difparoître 
les  neuf  termes  en  ^'  ;  donc  chacun  de  ces  douze  coëfficiens 
peut  être  fjppofé  =  o  ;  donc  on  peut  encore  fupprimer  les 
termes  en  ^  dans  chacun  des  trois  polynômes-multiplicateurs  ; 
donc  leur  forme  peut  être  réduite  à  fx*,yj'^f  &  c'eft  la  plus 
fimple  ;  car  les  termes  enj/*  dans  l'équation-fomme ,  étant  auffi  au 
nombre  de  neuf,  pour  lefquels  les  polynômes-multiplicateurs  four- 
niront douze  coëfficiens  utiles ,  on  n'a  plus  la  liberté  de  fuppofer 
aucun  coefficient  =  o. 

(S'^ç.)  Nous  avons  vu  cl-deflus  (520)  que  pour  trois 
<équations  de  cette  forme  ^x,  fy  ^-^J'  j'^  =  o,  le  polynôme- 
multiplicateur  de  la  forme  la  plus  fimple  ,  étoit  fxj\  Mais  (522) 
nous  avons  vu  qu'on  pourroit  prendre  auffi  ,  pour  polynôme- 
multiplicateur ,  un  polynôme  de  la  forme  fx^j^-^J^f  en  ob- 
fervant  toutes  fois  qu'on  auroit  alors  la  liberté  de  former,  dans 
l'équation-fomme  ,  une  équation  arbitraire  par  de-là  le  nombre  5 
de  celles  que   la  forme  fx,y,  \)*  donne  naturellement. 

Pufqu'il  refte  un  coefficient  arbitraire  ,  il  y  a  lieu  de  préfumer 
que  cette  forme  eft  encore  réductible  5  ôc  cela  eft  en  effet. 

Car  l'équation-fomme  ,  qui  fera  de  la  forme  Lx,  fy,^J^2*t 
aura  huit  termes  où  y  &  ^  monteront  à  la  dimenfion  5  ,  foie 
enfemble ,  foit  féparément.  Or  les  termes  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  ,  qui  fourniffent  ces  huit  termes ,  donneront  neuf 
coëfficiens  utiles,  lefquels  à  caufe  de  l'équation  arbitraire  dont 
nous  venons  de  parler ,  peuvent  être  réduits  à  huit  ;  donc  n'ayant 
qu'autant  de  coëfficiens  qu'il  y  a  de  termes  à  faire  difparoître  , 
chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o  ;  donc  on  peut  réduire  la 
forme  f  x  ,y ,'[]''  à.  la  forme  L^,  (y  i\)^']''  '-,  &  comme  nous 
avons  vu  (317)  que  celle-ci  pouvoit  être  réduite  à  (x)  %  voilà 
donc  les  différentes  formes  de  polynômes -multiplicateurs  qui 
fembloient  fe  préfenter ,  ramenées  à  une  feule. 

(330.)  Nous  avons  (  307 )  réduit  à  Lx,fy,iJ'y  la  forme 
des  polynômes  -  multiplicateurs  des  trois  équations  de  la  forme 
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fx,j,iJ'-   =  o.    Cette   forme  lx,fj,iJ*']^  peut  encore , 
ainfi  que  nous  l'avons  dit ,  être  réduite. 

En  effet ,  réquation-fomme ,  qui  fera  de  la  forme  tx,  fy  ,iJ^^ 
aura  cinq  termes  en  ^*  ;  mais  les  termes  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  ,  qui  donneront  ces  termes  en  ^* ,  ne  fourniront 
aucun  coefficient  utile ,  mais  feulement  quinze  coëfficiens  arbi- 
traires ;  donc  fi  on  conçoit  qvi'on  n'en  détermine  arbitrairement 
que  dix ,  &  qu'on  emploie  les  cinq  autres  à  la  deftrudion  de? 
termes  en  ^"^  ,  chacun  de  ces  quinze  coëfficiens  fera  =  o  ;  & 
par  conféquent  la  forme  \^x ,  (y  ,y^)^']^  pourra  être  réduite 
^  \_x,  fy"-,  ^  V]  ^vec  cinq  coëfficiens  arbitraires  fur  la  totalité 
des  trois  polynômes-multiplicateurs. 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  cinq  coëfficiens 
arbitraires  qui  reftent ,  &  qui  donneront  cinq  équations  arbi- 
traires à  former  dans  l'équation-fomme ,  ne  font  pas  cependant 
tellement  arbitraires  qu'on  puifTe  prendre  ces  cinq  équations! 
par-tout  où  l'on  voudra  dans  î'équation-fomme.  En  fe  rappellarht 
ce  que  nous  avons  dit  (254),  on  verra  qu'on  ne  peut  former 
qu'une  feule  équation  arbitraire  dans  la  plus  haute  dimenfion  de 
l'équation-fomme  ;  une  feule  dans  la  dimenfion  fuivante  ,  fi  l'on  en 
a  déjà  formé  une  dans  la  dimenfion  fupérieure  ;  ou  deux  feule- 
ment, fi  l'on  n'en  a  pas  formé  dans  cette  dimenfion  fupérieure  : 
une  feule  dans  la  troifième  dimenfion  en  defcendant ,  fi  l'on  en  a 
formé  dans  chacune  des  deux  fupérieures ,  ou  trois  fi  l'on  n'y 
en  a  pas  formé ,  ôc  ainfi  de  fuite. 

Si   dans  la  vue  de  Amplifier    tout    d'un  coup  ïe  calcul  ,  ort 

prenoit  la  forme  Lx ,  fy"",  7^' J^  2  pour  celle  des  polynômes- 
multiplicateurs  des  équations  de  la  forme  {x,y,iJ*  =  o, 
fans  avoir  fait  l'examen  que  nous  venons  de  faire  ;  on  trou- 
veroit  donc  cinq  coëfficiens  de  plus  que  l'on  n'en  a  befoin. 
D'après  fobfervation  que  nous  avons  faite  (  322  )  ,  on  ne  pourroit 
plus  être  tenté  d'en  employer  aucun  à  la  deftrucVion  des  termes 
les  plus  élevés  de  l'équation  finale  ;  &  l'on  fauroit  bien  qu'il  faut 
les  déterminer  par  toute  autre  équation  arbitraire  ;  mais  on  voit 
que  cet  arbitraire  n'eft  pas  illimité  ;  &  fi  l'on  alloit  former  dans 
une  des  dimenfions  fupérieures  de  l'équation-fomme  ,  plus  d'é- 
quations arbitraires  que  nous  ne  venons  de  le  dire ,  quoiqu'en 
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moindre  nombre  qu'on  n'a  de  coëflFiciens  arbitraires ,  on  man- 
queroit  l'équation  finale ,  6c  l'on  n'arriveroit  qu'à  une  équation 
identique ,  ou  à  une  équation  faufle. 

(  3  3  I-)  On  peut  juger  par  ces  obfervatîons  ,  fi  la  Théorie 
ue  nous  donnons  aduellement,  importoit  à  la  perfe£tion  &  à 
îireté  de  l'Analyfe  algébrique  ;  &  ce  qu'on  doit  penfer  des  folu- 
tions  où  employant  la  méthode  des  coëfficiens  indéterminés  ,  on 
fe  contenteroit  de  faire  voir  qu'on  a  plus  de  coëfficiens  qu'on  n'en 
a  befoin  pour  la  folution  dont  il  s'agit. 

(3  3^*)  Après  avoir  donné  les  exemples  que  nous  avons 
préfentés  jufqu'ici,  tant  fur  la  manière  de  calculer  la  valeur  des 
coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs ,  que  fur  celle  de  les 
réduire  au  plus  petit  nombre  poffible  ,  il  ne  refle  plus  qu'à 
donner  un  exemple  de  la  manière  de  déterminer  ces  mêmes  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  dans  le  cas  où  l'expreffion  générale  du 
nombre  de  leurs  termes  eft  fufceptible  de  plufieurs  formes  diffé- 
rentes, ainfi  que  nous  avons  vu  {120  &  Juiv.). 

(3330  Prenons  donc  pour  exemple  les  trois  équations! 
fuivantes 

fjl  =03 

>4-  m 


e'xi 


<-h    h' X   -^   ky   •+'    l' i 


m' 


h!'x    H-   /t>   -t-    ï\  =  o  ^ 


w!' 


Ces  équations  rapportées  à  la  forme  expofée  (  82)^  font  de$ 
formes  fuivantes 
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D'après  ce  qui  a  été  dit  (  224  &  23  3  ) ,  on  aura 

pour  la  forme  de  l'équation  -  fomme. 
Celle  du  polynôme-multiplicateur  de  la  première  équation  fera 

i(x^-^\y^^^)    ,r^^+%t^-^v'  ,ry-^si^-^V"  ^ 

Celle  du  Polynôme-multiplicateur  de  la  féconde  fera 

lCx^+\y^+^)      ,fx^+\i^-^V'    .(y^^\\^^'-)"     ^ 

Celle  du  polynôme-multiplicateur  de  la  troifième  fera 

cr-^^+sjK^+v    ,r^^-^%î^-^V'   ^rj^^-^si^-^v  -' 

Celles  des  trois  polynômes  dont  les  nombres  des  termes  entrent 
dans  TexprelTion  du  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difpa- 
roître  dans  le  premier  des  trois  polynômes-multiplicateurs  ,  à 
l'aide  de  la  féconde  &  de  la  troifième  équations ,  feront  comme 
il  fuit 

lfx^-^\y^-^V      ,fx^^\i^-^V'    ,fy^-^\-^-^V"    ^      ' 

&     lfx^,y^f,fx\i^y,(y^,i^f-^''' 

Enfin  celle  du  polynôme  dont  le  nombre  des  termes  exprime 
celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  dans  le  fécond  poly- 
nôme-multiplicateur ,  à  l'aide  de  la  troifième  équation  ,  fera 

Cr^^-^-Sy-^V       ,r^^+%^^+'/     ,(y^-^\i^-^7'      ■' 

Cela  pofé ,  les  trois  équations  propofées  qui  font  généralement 
comprifes  dans  les  formes  expofées  (  120  &  Juiv.  ),  tombent  parti- 
culièrement dans  le  cas  examiné  (  i2p);  &  l'on  voit  par-là 
1°.  Que  le  degré  de  l'équation  finale  eft  3  :  2°.  Que  les  poly- 
nômes que  aou&  venons  de  préfenter ,  ôc  qui  (  105  )  doivent  tous 
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jppaftenir  à  une  même  quelconque  des  formes  expofées  (  120  £» 
Juiv.),  peuvent  appartenir  indifféremment  à  toutes.  Prenons -les 
donc  dans  la  première  forme  (  120),  comme  s'ils  ne  pouvoienc 
appartenir  qu'à  cette  fomie. 

Les  conditions  qui  déterminent  c&tto,  forme  (  en  faifant  attend- 
lion  que  ce  que  nous  y  appelions  C,  eft  ici  T)  font 

T—B<B  —  A;    T—B<,B^A  ;    T—B<B—A. 

t  Ht  I  it  t, 

Puîfque  l'équation-produit  ,  &  tous  les  autres  polynômes  cî- 
deffus  doivent  tomber  dans  cette  même  forme  ,  on  aura  donc 
comme  il  fuit 

T+J-B-î<B4-4-^-B-î;  T+J.B-}<B  +  4-^-î;    3"+ y-B-4  <B+4-^-3j 

c'eft-à-dire  , 

T—  B  •ir\<B  —  A;  T—S-^i<B-.A;  T—  B  <  5  —  ^< 

Pareillement 
T—B-hi<B  —  A-hJiT  —  B-hi<B  —  A,'  T    —    B    <B—A 

I  II  t  tua 

T  —  B-^kCB  —  A  ;        T—B-hi<B—A-i-i;  T^  B-hï  <B  —  A-t-f 

I  II  I  t  If  »i 

T  —  B-i-i<,£—A-hJi  T—£-^z<ZB  —  A-i-i;  F  — ^-f-i  < -ff  — ^-H.t 
T   —    S    <:B  —  Ai       T   —    B    <B  —  Ai         T   —    B    <.B  —  A 

I  //  /  //fit 

T--B-+-\<B—AA-ïi  T—B-^K^B  —  A;  T    —    JB   <,£  —  A 

T  —    B     <.B  —  A;         T    —   B     <B  —  A;        T  —     B    <B  —  A 
T—B-irï<B—A  i         T—B-^  i<^_^^_  , ,.  r    —   B    <.B  —  A, 

Toutes  ces  inégalités  qui  ,  comme  il  eft  aifé  de  le  voir ,  fç 
réduiront  toujours  à  trois ,  pour  les  équations  à  trois  inconnues^ 
fe  réduifent  ici  aux  trois  fuivantes 

T  —  B<:B  —  A  —  ii   T—B<B  —  A—ii    T  —  B  <B  —  A, 

Donc  pourvu    que   les  quantités    T,  B,B,  ByA,A,  A 

fatisfàlTent  à  ces  trois  inégalités ,  l'équation-produit  ,  &  les  fepc 
autres  polynômes  appartiendront  tous  à  une  même  forme  f 
ainfi  qu'il  eft  nécefîaire. 

On  peut  donc  prendre  arbitrairement  pour  ces  quantités ,  tels 
nombres  ^ue  l'on  voudra ,  pourvu   i .°  qu'ils  fatisfaflènt  à  ces 
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conditions  ;  2.°  Qu'ils  fatisfaflent  aufli  aux  conditions  générales 
de  l'exiftence  des  polynômes  mentionnées  (85);  3.°  Enfin  que 
^  -+-  3  ne  foit  pas  plus  petit  que  3  (  fi  c'eft  l'équation  en  x 
qu'on  veut  avoir,  puifque  l'équation  finale  doit  être  du  troi^ 
(ième  degré. 

Or  pour  que  les  conditions  générales  de  l'exiftence  de  tous  ces 
polynômes  foient  fatisfaites  ,  il  fuffit  qu'elles  le  foient  fur  le 
polynôme 

Lfx^.j^/,  fx^,  i^r,  (y^,  i^f^""' 

Cela  pofé ,  comme  les  inégalités  ci-defTus  comprennent  yafîi 
le  cas  d'égalité  ,  je  fuppofe  tout  de  fuite 

f  ni  I  it  il 

iÔc  j'en  tire 

T—-lB-^  A  —  A^A-'-!.iB=B^A  —  A  —  \i  B  —B  +  A-^  A  —  rj 

Il  t  '       /  //  //  ft 

Je  fuppofe  arbitrairement  A  =^  A  =^  A  ,   &  j'ai 

r=  ^B  —  A  r-  z,  Bz=B  —  I,  B  =  B  —  t: 

Et  comme  la  plus  petite  valeur  de  A  qui  puifle  aiSluelIe- 
ment  fatisfaire  à  l'exiftence  du  polynôme  dont  il  vient  d'être 
queftion  ,    çà  A  =  2  ;  jç.  fuppofe    donc  A  =  A  =  A  =  2  ; 

alors  la  plus  petite  valeur  que  je  puifle  donner  à  B  fans  manquer 
aux  conditions  de  l'exiftence  du  polynôme  ^  eft  B  =  ^^ 
j'ai  donc 

r  r=4,    B=4,B=j,   B=i,A  =  iyAz=tyA=rt 

'&  le  polynôme  -  générateur  devient 

Cela  pofé  ,  l'équatîon-produit  ,  &  les  fept  polynômes  cî-^ 
^jieljTus,  prendront  donc  les  formes  fuivantes 

cr^sjV^  r^s  \')\  (y',  i'/^'=  °> 
.  .   cr^sjKv',  r^SîV',  fy%v/^' 
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cr^sjK'/,  r^SîV',  fr,i'/2^ 
cr^sj'V',  r^SîV*,  r-rM'/:  • 


D'après  lefquelles  &  ce  qui  a  été  dit  (  52^  6"  fulv.) ,  il  eft  aifé 
à  préfent  de  déterminer  avec  fureté  les  formes  plus  fimples  que 
peuvent  avoir  les  trois  polynômes-multiplicateurs. 

On  trouvera,  par  exemple,  que  la  plus  haute  dimenfion  de 
l'équation-fomme  ,  aura  dix  termes  à  faire  difparoître  ;  ôc  que  la 
totalité  des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chaque  polvnome-multiplicateur  ,  ne  fera  que  de  dix  ,  fur  vingt- 
quatre  coëfficiens  au  total;  donc  quifqu'on  n'a  qu'autant  de  coëf- 
ficiens utiles  qu'il  y  a  de  termes  à  faire  difparoître  ;  fi  on  fuppofe 
d'ailleurs  =  o  chacun  des  quatorze  coëfficiens  arbitraires,  chacun 
des  dix  coëfficiens  utiles  fera  aufîî  =0.  Donc  la  dimenfion  totale 
de  chaque  polynôme-multiplicateur  ,  peut  être  diminuée  d'une 
unité.  Mais  fi  on  examine  de  même  la  dimenfion  fuivante  de 
l'équation-fomme  ,  on  trouvera  qu'elle  a  dix-huit  termes  pour  la 
deftruûion  defquels  on  aura  dix -neuf  coëfficiens  utiles;  donc 
la  dimenfion  totale  ne  peut  plus  être  abaiflee  ,  à  moins  que 
ce  ne  foit  d'après  l'abaififement  de  la  dimenfion  totale  de 
^  &  :{,  ou  d'après  l'abaifTement  particulier  de  chacun.  On  fera 
pareil  examen  relativement  à  la  dimenfion  totale  dey  d<.  ^,  puis 
enfin  relativement  à  ^ ,  &  relativement  à  ^  ^  ainfi  qu'on  l'a  vu 
ci-devant. 

(334-)  On  voit  par-là  que  quand  les  équations  propofées  ne 
tombent  pas  toutes  dans  une  même  forme  ,  celle  des  polynomes-' 
multiplicateurs  fe  préfente  d'une  manière  plus  compofée  :  en 
effet  dans  l'exemple  donné  (328)  où  l'équation  finale  doit  être 
du  cinquième  degré  ,  tandis  que  ,  dans  celui-ci ,  elle  ne  doit  être; 
que  du  troifième ,  nous  fommes  arrivés  bien  plus  promptement  Se 

O  o 
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bien  plus  facilement  à  la  forme  générale ,  ôc  à  la  forme  la  plus 
réduite  des  polynômes-multiplicateurs ,  parce  que  les  équations 
propofées  étoient  toutes  de  même  forme  :  &  cependant  les  équa- 
tions dont  il  s'agit  à  préfent ,  ne  font  que  des  cas  particuliers 
de  celles  dont  il  s'agifToit  alors. 

Quoique  les  polynômes-multiplicateurs  fe  préfentent ,  dans  le 
cas  actuel ,  d'une  manière  bien  plus  compofée  que  dans  l'autre  , 
il  n'en  eft  pas  moins  vrai  qu'ils  font  fufceptibles  d'être  réduits 
à  une  forme  plus  fimple  que  ceux  du  cas  précédent.  Mais  pour 
arriver  à  cette  forme  plus  fimple ,  il  faut  néceffairement  partir 
d'une  forme  qui  ne  peut  être  déterminée  avec  fureté  qu'en 
fuivant  le  procédé  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple. 
Ce  n'eft  qu'en  partant  de  cette  forme  générale  qu'on  fera  affùré  , 
à  chaque  pas ,  du  vrai  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  qui  en- 
treront fucceffivement  dans  toutes  les  formes  de  plus  en  plus 
fimples  par  lefquelles  on  arrivera  enfin  à  la  plus  fsmple  de  toutes. 

En  partant  fubitement  d'une  forme  plus  fimple  ;  par  exemple, 
d'une  forme  plus  fimple  que  celle  que  nous  avons  déterminée 
(328  );  il  femble  qu'on  ne  pourroit  courir  aucun  rifque  de  s'é- 
garer ,  puifque  les  équations  a£tuelles  n'étant  que  des  cas  parti- 
culiers de  celles  dont  il  s'agifToit  alors  ,  les  polynômes  doivent  en 
effet  être  plus  fimples  j  ou  du  moins  tout  au  plus  aufïi  compofés. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'en  partant  de  cette  forme  , 
on  ne  feroit  plus  aflïiré  que  la  forme  des  polynômes  qui  ex- 
priment le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  ,  fut  celle  qui 
exprime    leur  plus  grand  nombre  ;   &    alors    n'ayant  rien  pour 

fuider ,  on  pourroit  arriver  ou  à  une  équation  finale  fauffe ,  ou 
une  équation  identique, 

(33  T-  )  On  voit  donc  que  fi  pour  arriver  à  l'équation  finale, 
on  veut  opérer  fur  les  équations  telles  qu'elles  font  propofées, 
îl  n'y  a  aucune  fureté  à  le  faire  autrement  que  nous  ne  le  pref- 
crivons.  Il  faut  abfolument  connoître  le  degré  de  l'équation 
finale ,  &  la  forme  générale  des  polynômes  -  multiplicateurs  de 
chaque  équation  ,  ainfi  que  des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de 
leurs  termes ,  expriment  celui  des  équations  arbitraires  que  l'on 
pourra  former. 

4  3  3^')   Au  refte,  on  peut ,  fi  on  le  veut ,  fe  difpenfer  de 
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paiïer  par  ces  formes  plus  compofées,  en  calculant  l'équation 
iînale  réfultaiite  de  pareil  nombre  d'équations  de  même  forme  , 
&  d'une  forme  à  comprendre  les  équations  propofées.  Par 
exemple ,  dans  le  cas  préfent  ,  on  pourroit  calculer  l'équation 
finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 

r^sy/,  r^',  t)\  (f,  <f=  o. 

Celle-ci  comprendroit  fûrement  l'équation  finale  cherchée , 
comme  un  cas  particulier ,  ôc  la  donneroit  par  la  comparaifon 
des  coëfficiens  de  ces  dernières  équations ,  avec  les  coëfficiens 
des  équations  propofées.  Mais  il  arriveroit  prefque  toujours  que 
cette  équation  finale  feroit  d'un  degré  plus  élevé  qu'elle  ne  doit 
être.  A  la  vérité  ,  nous  favons  ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  294.  6* 
fuiv.) ,  à  quels  cara£tères  on  reconnoîtra  fi  l'abaiflement  peut 
avoir  lieu  ,  ôc  quels  moyens  il  faut  employer  pour  y  parvenir  ; 
en  forte  qu'à  la  rigueur  ,  on  peut  par  ce  moyen  arriver  à  l'équa-i 
tion  finale  la  plus  bafle  pour  les  trois  équations  dont  il  s'agit. 

Mais  fi  l'on  y  fait  bien  attention  ,  on  verra  que  ce  feroit  s'a- 
î?ufer  que  d'avoir  recours  à  ce  moyen  ,  comme  plus  fimple. 

En  effet ,  on  ne  parvlendroit  à  l'équation  finale  la  plus  bafle  , 
qu'après  avoir  exécuté  tout  au  long  le  calcul  de  l'élimination  , 
&  cela  fur  des  équations  plus  compofées  que  les  équations  pro- 
pofées :  travail  dont  on  doit  à  préfent  fentir  toute  la  longueur  , 
&  qu'on  ne  doit  fe  déterminer  à  entreprendre  que  lorfqu'on  s'eft 
affuré  qu'on  n'aura  à  calculer  que  des  quantités  indifpenfables 
pour  le  réfultat. 

Au  lieu  que  l'examen  de  la  véritable  forme  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  de  la  forme  la  plus  fimple  à  employer  pour  les 
équations  propofées ,  telles  qu'elles  font ,  n'exige  qu'une  énumé- 
ration  méthodique,  &  par  un  procédé  certain,  du  nombre  des 
termes  de  l'équation-fomme ,  des  polynômes-multiplicateurs ,  ÔC 
des  polynômes  qui ,  par  le  nombre  de  leurs  termes  ,  expriment 
celui  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître.  Enumération  qui 
donne    l'exclufion  à  plufieurs  termes  de  ces  polynômes  ,    fans 

Oo  ij 
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qu'on  ait  befoin  de  procéder  au  calcul  de  l'équation-fomme." 

'  (3370  On  voit  donc  par-là,  que  la  recherche  du  degré  de 
l'équation  finale  ,  n'eft  rien  moins  qu'une  recherche  de  pure  fpé- 
culation  dans  la  Théorie  des  équations.  Indépendamment  de  l'u- 
tilité qu'elle  peut  avoir  dans  tous  les  cas  où  il  eft  moins  queftion 
de  la  valeur  des  racines ,  que  de  leur  nombre  ,  ôc  ces  cas  ne 
font  pas  rares  (  Voye-^^,  par  exemple ,  ^%  ),  on  voit  ici  que  la 
forme  qu'on  doit  donner  aux  polynômes-multiplicateurs  pour 
arriver  avec  fureté  à  l'équation  finale ,  dépend  abfolument  de 
la  connoilTance  antérieure  du  degré  de  l'équation  finale.  Tant 
qu'on  n'aura  pas  cette  connoiiïance  ,  on  aura  des  coëfficiens  arbi- 
traires à  la  vérité  ,  mais  qui  ne  feront  pas  tellement  arbitraires 
qu'on  ne  puifïe  fe  tromper  dans  les  déterminations  qu'on  en  feroit. 

Des  Equations  ou  h  nombre  des  inconnues  ejl  moindre 
d  une  unité  ,  que  le  nombre  de  ces  équations.  Procédé  h 
plus  expéditif  pour  arriver  a  l'équation  finale  réfultante 
d'un  nombre  quelconque  d'équations  a  pareil  nombre 
d' inconnues  » 

(3  38-)  Lorsque  le  nombre  des  équations  furpafle  celui  des 
ânconnues  ,  d'une  unité  ,  alors  l'équation  finale  eft  une  équation 
,de  condition  entre  les  coëfficiens  des  équations  propofées.  Mais 
cette  équation  de  condition  peut  être  plus  ou  moins  fimple ,  félon 
le  procédé  qu'on  emploiera  pour  y  arriver.  Celui  que  nous  allons 
donner ,  &  qui  eft  une  fuite  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu'ici , 
nous  paroît  le  plus  fimple.  Il  eft ,  en  même  temps ,  la  méthode 
îa  plus  expéditive  pour  arriver  à  l'équation  finale  réfultante  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  à  pareil  nombre  d'inconnues. 

En  effet ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft  le  même  que 
celui  des  équations ,  on  peut  toujours  eh  repréfentant  par  une 
feule  lettre  la  totalité  des  termes  en  ^xr  (  fi  c'eft  par  rapport  à  x 
qu'on  veut  avoir  l'équation  finale  )  qui  aff^etlent  une  même 
puiffance  ou  un  même  produit  des  autres  inconnues  ;  on  peut 
toujours  ,  dis-je  ,  donner  à  la  queftion  la  forme  d'une  queftion 
ou  le  nombre  des  inconnues  eft  moindre  d'une  unité  que  le 
nombre  des  équations. 
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Par  exemple ,   Ci  l'on  a  l'équation 

û  X*  -f-  hxy  H-  cy""  -^  dx  -^  ey  ^^  /  =  0. 

En  faifant  c  =  A,  b  x  -^  e  =  B ,  ax^-^dx-^f=  C  j 
on  peut  mettre  l'équation  fous  cette  forme 

Ay''  -h  By  -h  C  =  o  , 

c'eft-à-dire  fous  la  forme  d'un  équation  à  une  feule  Inconnue. 
Si  l'on  a  l'équation  à  trois  inconnues 

ax*  -^  b  xy  ■+■  c  x  ■}^~\-  dy*  'h  ey  ■[^-  /^  =  O  } 
•^  g  X     -i^   hy    'i-  ki^ 

-h  l 

En    faifant    d  ■=  A  y    e  =  B  ,  /:=  CyBx''+-h  =  D 
cx-\-k=E,ax*-\'gx-\-l=Fy    on   peut    mettre 
cette  équation  fous  la  forme  fuivante 

Ay*  -t-  ^jp^  -t-    C^*    =0, 

■4-    Dy     -+-;     El 

-J-    F 

c'eft-à-dîre ,  fous  la  forme  d'une  équation  à  deux  inconnues. 

En  prenant  ce  parti ,  on  abrège  confidérablement  les  calculs 
que  notre  première  méthode  exige  ,  parce  qu'on  a  un  bien 
moindre  nombre  de  coëfficiens  à  calculer.  Mais  avant  que  de 
préfenter  cela  tout-à-fait  à  l'avantage  de  cette  féconde  méthode, 
il  eft  utile  de  débuter  par  la  comparaifon  de  l'une  &  de  l'autre. 

(3  39')  En  laiflant  aux  équations  tout  leur  développement 
naturel ,  on  eft  toujours  fur  par  la  première  méthode  de  ne  jamais 
excéder  le  degré  auquel  l'équation  finale  doit  monter  ,  même 
lorfque  des  relations  particulières  entre  les  coëfficiens ,  peuvent 
donner  lieu  à  l'abaifTement  de  l'équation  générale.  On  n'obtient 
cet  avantage  ,  à  la  vérité  ,  que  par  le  calcul  d  un  très-grand 
nombre  de  coëfficiens.  Mais  lorfque  y  par  les  procédés  que  nous 
avons  fait  connoître ,  on  a  réduit  ces  coëfficiens  au  plus  petit 
|ionibre  pcflible  ,  on   eft .  jaiTùré   de   trouver  dans  le  réfultat  j 
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non-feulement  l'équation  finale  qui  a  lieu  ,  abftraaion  faite  de 
toute  relation  particulière  entre  les  coëflSciens ,  mais  encore  tous 
les  fymptomes  qui  peuvent  indiquer  la  polTibilité  de  l'abaifTement 
àe.  cette  équation  ,  ce  qu'aucune  méthode  n'a  donné  jufqu'à 
préfent.  En  un  mot ,  on  trouve  dans  le  réfultat  tout  ce  qu'il  y  a 
a  connoître  fur  les  équations  propofées  ,  &  l'on  évite,  ainfi  que 
nous  l'avons  vu  (  282  ) ,  de  donner  à  l'équation  finale  des  racines 
qui  ne  peuvent  appartenir  à  la  queftion  ,  inconvénient  auquel  on 
eft  expofé  dans  la  méthode  ordinaire  pour  les  équations  à  deux 
inconnues,  ôc  qui  feroit  encore  plus  grand  dans  l'application  de 
cette  méthode  à  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ,  quand 
mêrne  on  auroit  des  moyens  d'éviter  que  cette  application  n'a- 
joutât au  degré  général  de  l'équation  finale.  En  un  mot ,  notre 
première  méthode  envifagée  analytiquement ,  eft  ,  ce  me  femble  , 
auifi  parfaite  qu'il  eft  pofTible. 

^  Mais  du  côté  de  la  pratique  ;  c'eft-à-dire ,  à  confidérer  la  com- 
modité ôc  la  célérité  des  calculs  ,  la  féconde  préfente  de  très- 
grands  avantages.  N'employant  qu'un  nombre  de  coëfficiens 
beaucoup  moins  confidérable  ,  fes  réfultats  feront  plus  fimples  , 
ainfi  que  les  moyens  pour  les  obtenir.  En  fuppofant  que  les 
équations  propofées  n'aient  entre  leurs  coëfficiens  aucune  rela- 
tion qui  donne  lieu  à  l'abaifTement  de  l'équation  finale ,  elle 
donnera  cette  équation  finale  de  la  manière  la  plus  expéditive  qu'il 
paroît  poffible  de  l'obtenir. 

Nous  difons  de  la  manière  la  plus  expéditive  qu'il  paroît  pofTible 
jde  l'obtenir,  ôc  non  pas  toujours  l'équation  la  plus  fimple  qu'il  foit 
|joflible.  En  effet ,  quoique  les  réfultats  de  cette  féconde  méthode 
comparés  à  ceux  que  l'on  tenteroit  d'obtenir  par  la  méthode  d'élimi- 
nation fucceffive,  foient  immenfément  moins  compolHs,  ôc  dégagés 
des  fadeurs  exceftivement  compliqués  ôc  étrangers  à  la  queftion^ 
auxquels  cette  dernière  conduit  fans  pouvoir  d'ailleurs  les  faire 
reconnoître  ;  elle  ne  fera  pas  néanmoins  généralement  exernpte 
détonner  à  l'équation  finale  un  ou  plufieurs  fa£leurs.  Ces  fac- 
teurs, à  la  vérité,  ne  feront  pas  étrangers  à  la  queftion  ;  mafs 
ils  n^indiqueront  prefque  toujours  que  des  folutions  de  la  nature 
de  celles  que  nous  avons  fait  connoître  (  279  ôc  287  )  ;  en  forte 
que  ne  procurant  fur  la  queftion  que  des  lumières  fouvent  faciles 
■a  prévoir ,  il  feroit  à  défirer  fans  doute  qu'ils  ne  fe  mêlaifent  pas 
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fi  la  queftion  générale.  Mais  quoiqu'on  puiflé  éviter  ces  fatleurs 
dans  plufieurs  cas ,  &  qu'en  particulier  on  le  puifle  toujours  lorP 
qu'il  n'y  a  que  (Jeux  équations  ,  il  paroît  fort  douteux  qu'on 
puifle  avoir  une  méthode  générale  pour  arriver  à  l'équation  finale 
d'un  nombre  quelconque  d'équations ,  fans  avoir  de  ces  fadeurs 
parafites  ;  dès  qu'il  eft  queftion  de  méthodes  générales ,  la  nature 
de  l'Analyfe  appelle  indiffcremiiient  les  folutions  générales  ,  ôc 
les  folutions  particulières  j  &  voilà  la  caufe  qui  peut  faire  douter 
que  dans  cette  féconde  méthode ,  on  patvieiine  à  éviter  géné- 
ralement les  fatleurs  dont  il  s'agit. 

Mais  fi  d'un  côté  il  ne  paroît  pas  poffîble  d'éviter  généralement 
ces  fadeurs ,  du  moins  arrivera-t-il  fort  fouvent  qu'ils  fe  mani- 
fefteront  avant  la  fin  du  calcul ,  comme  nous  en  avons  déjà  eu 
des  exemples  ,  &  comme  nous  en  aurons  encore.  Alors  on 
pourra  les  extraire  ,  &  Amplifier  par-là  le  reile  du  calcul.  Dans  le 
petit  nombre  de  cas  oia  le  fadeur  n'arrivera  qu'avec  l'équation 
finale  ,  il  pourra  être  plus  difficile  de  le  diftinguer  ;  nous,  en 
donnerons  cependant  les  moyens. 

Voilà ,  ce  me  femble  ,  tout  ce  qu'on  peut  défirer  fur  cette 
féconde  méthode  d'élimination  :  ou  qu'elle  évite  les  fadeurs  qu'il 
n'eft  poim  important  de  calculer;  ou  fi  elle  ne  peut  les  éviter  5 
qu'elle  les  faffe  connoître  j  en  forte  qu'on  puifle  les  extraire  de 
l'équation  finale. 

Des  Polynomcs-muldplicaHurs  propres  a  l'élîminadon 
dans    cette  féconde  méthode. 

(  340')    Ce  que  nous  avons  dit  de  la  forme  générale  des 
polynômes-multiplicateurs  dans  les  équations,  lorfqwe  leur  nombre- 
eft  égal  à  celui  des  inconnues ,  s'applique  également  dans  le  cas 
où  le  nombre   des    inconnues  eft  moindre  d'une   unité    que  le 
ixombre  des  équations. 

Cette  forme  doit  toujovjrs  être  telle  que  l'exprefllon  du  degré 
'de  l'équation  finale  foit  une  dififérencielle  exade  d'un  ordre  égal 
au  nombre  des  équations:  Or  dans  le  cas  oii  l'on  a  une  équation 
de  plus  qu'il  n'y  a  d'inconnues ,  le  réfukat  de  l'élimination  devant 
être  une  équation  de  condition ,  c'eft-à-dire  ,  ne  renfermer  aucune 
des  inconnues  ,  le   degré  de  l'équation  finale  doit   être  zéro. 
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C*eft  auflî  ce  qui  aura  toujours  lieu,  en  prenant  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs  telle  que  nous  le  difons.  Car  fi  l'om 
a,  par  exemple,  trois  inconnues  &  quatre  équations  repréfen-* 
tées  par 

fu...^)'  =0, 
fu...3j'  =  o, 

(u  . . .  3^'"'=  o. 

JLeurs  polynômes-multiplicateurs  refpe£l:lfs  feront 

f  u...  3  J'^ +  '  +  '  +  '"', 
f  u...  3  J^  +  '-^ '■*-'", 

Le  nombre    des  coëfficiens  utiles  du  premier  fera 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  fera 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  troifième  fera 
à  N(u . . .  3;^+  '  +  '■  +  '". .  .  (  ^  +  '  +  ;'+  '■■'  ). 

Et  enfin  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  quatrième  lèra 
N(u...  3;r+r +  .•+,; 

Puis  donc  que  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  eft  le 
nombre  total  des  termes  de  l'équation-fomme ,  moins  un  ,  il 
faut  que 

Or  cette  équation  ,  ainfi   que  nous  en  avons  déjà   eu   des 

exemples 
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Exemples  (50^)  peut    être  ramenée  à  celle-ci 

équation  qui  a  évidemment  lieu,  puifque  iV^... 3^^"+"'  + *'+'"+*" 
n'eft  qu'une  fonclion  de  trois  dimenfions  (  12  ôc  3p  ). 

(  5  4  I  •  )  Quant  aux  équations  incomplettes ,  la  forme  géné- 
rale que  nous  avons  enfeigné  à  déterminer  ,  lorfque  le  nombre 
des  inconnues  eft  égal  à  celui  des  équations  ,  conviendra  encore 
également ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  fera  moindre  d'une 
unité  que  le  nombre  des  équations  :  mais  il  faut  ajouter  quelques 
obfervations. 

(34^-)  Si  l'on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  (  84  ù  fuiv.  ), 
on  pourroit  penfer  que  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
n'étant  pas  unique,  on  auroit  befoin  auffi  pour  le  cas  aûuel  i 
de  vérifications  femblables  à  celles  qui  ont  été  prefcrites  (1206* 
fuiv.  )  pour  s'affurer  entre  toutes  les  différentes  formes ,  quelle 
eft  celle ,  ou  quelles  font  celles ,  qu'on  peut  admettre  ou  qu'on 
doit  rejetter.  Il  faut  donc  faire  voir  que  dans  le  cas  préfent  , 
toutes  les  différentes  formes  expofées  {120  &  fuiv.)  ^  éc  toutes 
celles  qui  pourront  avoir  lieu  dans  toutes  les  autres  équations  , 
feront  toutes  admilTibles.  Il  n'y  aura  d'autres  conditions  à  fatis- 
faire  ,  Ci  non  que  tous  les  polynômes-multiplicateurs  des  équa- 
tions propofées  ,  l'équation-fomme  ,  &  tous  les  polynômes  qui  , 
par  le  nombre  de  leurs  termes  ,  expriment  celui  des  termes  qu'oa 
peut  faire  difparoitre  dans  chaque  polynôme  -  multiplicateur  , 
appartiennent  tous  à  une  même  forme,  peu  importe  d'ailleurs 
laquelle. 

(  3  4  3  •  )  En  effet ,  fi  pour  plus  de  fimplicité ,  nous  ne  confidé- 
rons,  comme  nous  l'avons  fait  {Livre  premier)  qu'un  feul  polynôme- 
multiplicateur  ;  l'expreffion  du  nombre  des  termes  reftans  après  en 
avoir  fait  difparoitre  tous  ceux  qu'il  eft  poffible  d'en  faire  difpa- 
'roître  ,  à  l'aide  de  toutes  les  équations ,  autres  que  celle  dont 
nous  confidérons  actuellement  le  polynôme-multiplicateur  ,  fera 
une  différentielle  exacte  de  l'ordre  n ,  n  -h  i  étant  le  nombre 
total  des  équations. 

Par  la  r^me  raifon,  l'expreffion  du  nombre  des  termes  reftans, 
^n  admettant  les  termes  d'introduction  fictive  (  110),  fera  aufli 
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une  difFérentielle  exa£te  de  l'ordre  n  ;  donc  la  différence  entre  le 
nombre  des  termes  reftans  fans  introduttion  fidive  ,  &  le  nombre 
des  termes  reftans  en  vertu  de  l'introduftion  fictive ,  fera  ime 
différentielle  exade  de  l'ordre  n  -\-  i.  Mais  comme  le  nombre 
des  inconnues  eft  tz  ,  la  dimenfion  totale  des  variables  qui  entrent 
dans  l'expreiïion  de  ce  nombre  de  termes,  ne  peut  aufli  être 
que  n  ;  donc  cette  dernière  différentielle  fera  =  o  ;  donc  l'in- 
troduction fittive  ne  fera  pas  difparoître  plus  de  termes  qu'on  n'en 
feroit  difparoître  fans  elle  ;  ôc  comme  ce  raifonnement  eft  appli- 
cable à  chacune  des  formes  dont  peut  être  fufceptible  l'exprefflon 
du  nombre  des  termes ,  on  peut  prendre  le  polynôme-multipli- 
cateur dans  telle  de  ces  formes  que  l'on  voudra. 

Donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  n'eft  affujétie  par 
aucune  des  conditions  mentionnées  (  \ 20 ùjuiv.). 

(3  440  II  ri'y  ^  donc  d'autres  conditions  à  obferver  que  de 
prendre  tous  les  polynômes-multiplicateurs  dans  une  même  quel- 
conque des  formes  mentionnées  (120  &  fuiv.  ),  &  d'affujétir  à  cette 
même  forme,  l'équation-fomme ,  &  tous  les  polynômes  qui ,  par 
le  nombre  de  leurs  termes ,  expriment  celui  des  termes  qu'on  peut 
faire  difparoître  dans  chacun  des  polynômes- multiplicateurs, 

Procède    de  la   Méthode. 

(345*)  Non-seulement  on  imitera  pour  déterminer  la 
forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs ,  ce  qui  a  été  fait 
(  224  )  pour  le  cas  où  le  nombre  des  équations  étoit  égal  à  celui 
des  inconnues;  mais  on  fe  conformera  encore  au  procédé  que 
nous  avons  prefcrit  (  305  &'fuiv.  )  dans  le  même  cas,  pour  réduire 
ces  polynômes-multiplicateurs  à  la  forme  la  plus  fimple  ,  c'eft- 
à-dire,  au  plus  petit  nombre  de  termes  poffible. 

Et  dans  le  cas  où  l'expreflion  du  nombre  des  termes  de  la 
forme  qu'on  aura  adoptée ,  fera  elle-même  fufceptible  de  plufieurs 
formes  différentes  ,  on  prendra  arbitrairement  l'une  quelconque 
de  ces  formes ,  &  on  y  affujétira  tous  les  différens  polynômes 
dont  on  fera  ufage,  foit  comme  polynômes-multiplicateurs  ,  foit 
comme  concourans  à  l'expreffion  du  nombre  des  termes  qu'on 
peut  faire  difparoître  dans  ces  polynômes-multiplicateurs. 

Les  polynômes-multiplicateurs  étant  ainfi  choifis  ,  &  réduicï 
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enfuîte  à  la  forme  la  plus  fimple  ,  on  fuivra  pour  le  calcul  de 
l'équation  finale ,  le  même  procédé  que  dans  le  premier  cas  ,  à 
l'exception  feulement  qu'on  ne  fe  propofera  pas  de  déterminer  les 
valeurs  particulières  de  ces  coëfficiens  indéterminés  ,  valeurs 
dont  on  n'a  nullement  befoin  ,  &  dont  nous  avons  même  vu 
qu'à  parler  exactement,  on  n'avoit  pas  befoin  non  plus  dans  la 
première  méthode.  On  fera  fucceiïivement  le  calcul  des  diffé- 
rentes lignes ,  en  parcourant  fucceiTivement  tous  les  différens 
termes  de  l'équation-fomme  ,  dans  tel  ordre  qu'on  le  jugera  à 
propos  :  la  dernière  ligne  égalée  à  zéro  ,  fera  l'équation  de 
condition  ,   ou  l'équation  finale  cherchée. 

EclaircilTons  tout  cela  par  des  exemples. 

I."    Exemple     général. 

(  3  4^0  Propofons-nous ,  pour  premier  exemple  général,  l'é^* 
limination  dans  les  équations  de  degré  quelconques  ,  à  deux 
inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'une  feule  inconnue  ,  (bat 
donc  repréfentées  par  (x...  iJ'^=:o,  (x...  iJ''=o. 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première  (  224)  eft  ,  en  gé- 
néral, de  la  forme  (^x .  , .  ij^"*-'  ;  &c  celui  de  la  féconde,  de, 
la  forme  fx  .. .  ij'^'^'. 

Sous  cette  forme  le  degré  de  l'équation  finale  devant  être 
zéro,  rien  ne  détermine  la  valeur  de  T  fi  non  que  T -\~  t'  ne 
foit  pas  plus  petit  que  t' ,  fans  quoi  on  donneroit  l'exclufion  à  des 
termes  que  l'équation  fx...  ij''  ne  donne  pas  moyen  d'exclure. 

Je  fuppofe  donc  T  =  o  ;  &  les  polynômes  -  multiplicateur 
deviennent  fx  . . .  ij'&c  f  x . ..  ij'. 

Pour  favoir  fi  l'on  ne  peut  pas  encore  réduire  cette  forme  ,- 
j'obferve  que  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  eft  i  ,  &  dans  la 
plus  haute  dimenfion.  Je  vois  donc  que  dans  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  laquelle  eft  de  la  forme 
fx  ...  1^'  "^  ''=  o  ,  je  n'aurai  qu'un  coefficient  utile  pour  faire  • 
difparoître  le  terme  x'  +  ^'j  ce  coefficient  fera  donc  =  o,  fi, 
comme  j'en  fuis  le  maître ,  je  fuppofe  fon  analogue  dans  l'autre 
polynôme -multiplicateur  =  q, 

Ppij 
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La  forme  des  deux  polynômes-multiplicateurs ,  peut  donc  être 
réduite  à  (x.,.  \)''~^  ,  &  (x...  iy)'~';  ce  qui  s'accorde 
parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  Mémoires  de 
l^ Académie  des  Sciences  y  année  ^764,  6c  qu'alors  nous  avens 
trouvé  par  une  voie  bien  différente, 

(347')  Ainfi  s'il  s'agit  de  deux  équations  de  la  forme 


û5c*-4-3x-l-c  =  o 


je  multiplie  chacune  par  un  polynôme  de  la  forme   A  x  «4-  5  ^ 
&  j'ai  pour  équation  -fomme,  une  équation  de  cette  forme 

Aax'^  -h  Ah  x"  '\-  Acx  -f-J5c  =0, 
-H     Ba     -^  Bb 

Egalant  à  zéro  le  coefficient  total  de  x\  celui  de  ;x;%  &c.Je 
procède  au  calcul  de  AA'B  B' ,  comme  il  fuit  : 

Première  ligne. .....  aA'  B  B' 

Seconde  ligne  .  .  .  .  (  ab')BB'—  aA'aB' 

Troifième  ligne (  af  )hB'  —  (at'  )aB' 

en  rejettant  le  terme  où  refteroit  A  '  qui  n'étant  point  dans  ÏS^ 
,'dernière  équation ,  ne  peut  plvis  influer  fur  l'équation  finale. 

Quatrième  ligne (  a  b'  )  ,  (  l>  c'  )  —  (  ac'  )': 

On  a  donc  pour  équation  finale  (ab').(bc')  —  (ac^)^  =  0<i- 

(3480  Si  les  deux  équations  propofées  font  de  cette  forme 

û5c'-f-^:xr*-t-  c  x  '\'  d  =  o. 

Chaque  polynôme-multiplicateur  étant  (  3-i<î  )  de  la  forme 

Ax^  -h  Bx  -^  C, 

L'équation-fomme  fera  de  la  forme 

jiax^  •+■  Abx^  -f-  Acx'  -^  Adx'  -^  B  dx  'h  Cd  =t  o, 
-:i'    B  a     -k-Bb^Bc-^Cc 
"i?     C  a     "h  C  b. 
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On  aura   donc  comme  il  fuit 
Première  ligne. .. .  a  A'  £  B' 

Seconde  ligne i(ah')B£' --  aA'aB']CC' 

Troifième  ligne.. .  [(ab')bB' —  (ac<)aB' -^aA'(<ih')-\CC'  -\-[(ah')BB' —  aA' aB"iaC' 

.Quatrième  ligne.. .  [(at'Xèc')  —  (ac').(a  c')  ■+■  (ad').(ab')  ■}€€' —l(ab')hB'-'(ac>)aB'}bC' 
-t-   i(  ab'  )cB'  —  (ad'  )aB']aC' 

En  rejettant  les  termes  où  refteroient  ^  '  &  BB'  qui  ne  peuvent 
plus  avoir  d'influence  fur  l'équation  finale 

Cinquième  ligne.. .  [  (a b').(b  c')  —  (a c').(a c>)  ■+■  (ad').(al>')]cC'  —  [(a b').(b d')—(a  c').(a d'j  ] b  O 
-h    [(ab'),(cd< )  —  (ad').(ad')^aC' 

En  rejettant  les  termes  ou  refteroit  B' 

Sixième  ligne.  ...  i{ah').{hc')^{ae').(ac')-^  (ad').{ab')-\  {cd')  ~  [[ab').{bd^^  {ac'].{ad^2{b^ 
-h  [(ay).(cd'  )  —    (ad')^](ad') 

L'équation  finale  eft  donc 

l(ab'J.(bt')^(ac')^-i-(aà').(ay)  1  (cd')-[  (ab'J  .  (bd')-(ac').  (ad>)-\  (bd')  \ -^  ^ 

^  [(ab').(cd')  —  (ad')^]  (ad'JJ 

Il  eft  trop  facile  a£luellement  d'appliquer  aux  degrés  fupérieurs^ 
pour  que  nous  croyons  devoir  multiplier  ces  calculs. 

11.^     Exemple    général. 

(3490  Propofons-nous  pour  fécond  exemple  général  ,   l'élis 
mination  dans  les  équations  complettes  à  trois  inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  incon- 
nues, peuvent  être  repréfentées  par  trois  équations  de  cette  forme 

fx  .  .  .  2J'  =  o  , 
fx...  2yl''=  o  , 
fx  .  . .  2)^'  =  o. 

le  polynôme-multiplicateur  de  la  première  fera. .,  (  x ,  ,.i  )  t 

T  +  t  +  «  " 
Celui  de  la  féconde  fera. ,  .  ,  (  x  ...  z  )  f 

t^  ■  T  -t  t  +  t' 

Et   celui  de  la  troifième  fera.  ...i.....'.(x..,i)  • 

jVIais  le  degré  de  l'équation  finale  devant  être  zéro  ,  T  n'efî 
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afTujéti  par  aucune  condition ,  fi  non  que 

ou  que  tout  au  plus  il  y  ait  égalité.  Ces  conditions  réfultent  de 
ce  que  l'expreflion  du  nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difpa- 
roître  dans  l'un  quelconque  des  trois  polynômes-multiplicateurs, 
à  l'aide  des  deux  autres  équations ,  doit  être  un  nombre  entier 
pofitifi  or  cette  expreffion,  pour  le  premier,  par  exemple,  eft 

T-\-t'  ,  T+t'  T. 

N(x...i)  -^  N(x...z)  —  N(x.  ..  i)     y 

donc    fi    l'on    avoit   T-ht'-^t"<:t''^t"j    ou    r<o, 

iV^l^ac. . .  2^  ^  feroit  négatif,  ôc  nous  ne  ferions  point  autorifés 
à  employer  les  expreflîons  que  nous  avons  trouvées  (  3P  )  pour 
fx. . .  nj'^. 

Nous  pouvons  donc  fuppofer  tout  de  fuite  ,  T*  =  o,  &  prendre 

les  polynômes-multiplicateurs ,  comme  il  fuit  : 

t'  +  t'' 
Pour  la  première. . .  i .  t .  (  x ,  ..t  ) 

t  +  t" 
Pour  la  féconde ( x  . .  ,i ) 

t  +  «' 
Pour  latroifième (x...i) 

Pour  favoîr  préfentement  fi  cette  forme  eft  la  plus  fimple  , 
j'obferve  que  l'équation-fomme  qui  fera  de  la  forme 

^5c ...  2  J'  +  ''+'==  o  ,  aura  dans  la  plus  haute  dimenfion  ,  un 
nombre  de  termes  =r-h  î!  -\-  t!'  -\-  \  à  faire  difparoître. 

La  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  r'  -+■  ^'  -i-  i  —  /"  —  i 
—  t' —  1-4-1=0. 

La  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynôme-multiplicateur,  four- 
nira un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  r-H  t!'  -\-  i  —  t  —  i  ==t!'. 

Enfin  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynôme-multipli- 
cateur, fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  r-t-  f'-f-  i. 

C'eft-à-dire,  que  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions 
des  trois  polynômes-multiplicateurs ,  il  y  aura  un  nombre  de 
coëfficiens  utiles  =  t  -\-  t'  -^  t"  -^  i. 

Donc  on  aura ,  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  de  la  pKis 


Pour  la  première 

.    (X,. 

•o 

Pour  la  féconde 

.  (x.. 

t 

Pour  la  troifième 

.    (  X.  , 

t 

.1; 
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haute  dimenfion  de  l'ëquation-fomme  ,  précifément  autant  de 
coëfficiens  que  de  termes  à  faire  difparoître  ;  donc  chacun  de 
ces  coëfficiens  fera  =  o. 

Les  polynômes-multiplicateurs  des  trois  équations  propoféesji 
peuvent  donc  être  pris ,  comme  il  fuit  : 

f'  +  f'—ï 

0 

l^')0.)  Si  l'on  examine  de  la  même  manière  ïa  plus  haMtÔ 
"dimenfion  de  l'équation-fomme  réfultante  de  cette  forme ,  on 
verra  qu'elle  aura  un  nombre  de  termes  à  faire  difparoître 
==  ?  -i-  /  -H  r". 

Que  la  plus  haute  dimenlîon  du  premier  polynôme-multiplica- 
teur ,  donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  't'  -4-  t"  — ' 
r'  —    r"  =  o. 

Que  la  plus  haute  dîmenfîon  du  fécond  polynome-multiplî-* 
cateur ,  donnera   un    nombre    de  coëfficiens  utiles  =  r  H-  x'^ 

Et  que  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynôme-multipli- 
cateur, donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  t  -i-  t'. 

Donc  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions  des  trois 
polynoriies-multiplicateurs  ,  il  y  aura  un  nombre  de  coëfficiens 
utiles  =  t  -+-  t'  -+-  t"  ,  c'eft-à-dire ,  égal  au  nombre  des  termes 
qu'on  aura  à  faire  difparoître.  Donc  chacun  de  ces  coëfficiens 
fera  =  o  ;  donc  les  trois  polynômes  -  multiplicateurs  peuvent 
être  pris ,  comme  il  fuit  : 

f'  +  t"— a 
Pour  la  première  équation.  ;  .  (  x,i ,  i  ) 

t  +  t"—i 
Pour  la  féconde ,,,.,( x ,,.  z  ) 

n  j    4-   t'_  i 

Pour  la  troifième ,  ,  .  (x .  .  .  i  )  • 

Mais  fi  l'on  fait  un  pareil  examen  fur  la  plus  haute  dimenfion 
de  l'équation-fomme  réfultante  de  cette  nouvelle  forme  ,  on  verra 
que  le  nombre  des  termes  de  cette  dimenfion  fera  r  -+-  r'-i-  t" — i. 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateur 
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fournira  un  nombre  de  coëfBciens  utiles  =  t!  -\-^'  —  i_/-i-| 
—  f''  -f-    I  =    I. 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynôme- multipli-- 
pateur ,  fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  f  H- t" — i; 
^  r  H-  I  =  r". 

Et  que  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynôme-multipli- 
cateur, fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  r  -+-  r' —  I. 

Donc  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  il  y  aura  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 
p=  t  -h  t'  -\- 1" ,  c'eft-à-dire  ,  plus  grand  d'une  unité  que  le 
nombre  des  termes  qu'on  aura  à  faire  difparoître  ;  donc  on  ne 
peut  fuppofer   chaque  coefficient  =  o. 

Donc  les  trois  polynômes-multiplicateurs  (x  .  .  .  2^''+ '"""*^ 
[x  .  >.  2j'-^  '"-''  j  fx.,_.2j"^''—'-  ne  peuvent  être  abaifTés 
à  une  moindre  dimenfion. 

(  3  5  I .  )  Il  refte  maintenant  à  examiner  {  x  &c  y  étant  les 
deux  inconnues  à  éliminer  )  s'il  e.ft  néceflaire  que  x  ôcj^  mon-* 
tent  chacune  à  la  dimenfion  totale  du  polynôme. 

Je  remarque  d'abord  que  l'équation-fomme  n'aura  qu'un  feul 
terme  où  y  monte  à  la  dimenfion  t  -\-  t'  ■+•  t'^  —  2  ;  que  pour 
ia  deftruÊlion  de  ce  terme  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des 
trois  polynômes  -  multiplicateurs  ,  fera  égal  à  zéro  ,  c'eft-à-dire , 
qu'il  y  aura  moins  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire 
difparoître ,  puifque  pour  un  terme  à  faire  difparoître  ,  il  n'y  a 
point  de  coëfficiens  utiles;  donc  fi  conformément  à  ce  que 
nous  avons  dit  (  5  2  j  ) ,  on  imagine  qu'au  lieu  de  former  les 
trois  équations  arbitraires  qu'on  peut  former  ici  ,  on  n'en  forme 
que  deux ,  &  qu'on  emploie  la  troifième  à  la  deftrudion  du 
terme  dont  il  s'agit  ;  chacun  de  ces  trois  coëfficiens  arbitraires 
fera  zéro ,  &  il  refiera  une  équation  arbitraire  fur  la  totalité  dç$ 
trois  polynômes  qui  feront  alors ,  comme  il  fuit  : 

Four  la  première  équation. .•»  (x  ,y  ) 


t  +t"  —  T.         t  -i- t"  —  ^     t  +  t" —  t 
Pour  la  féconde '  ,  (x  ,  y  ) 

rour  ui  troiueme. .. (x  ,  y  ) 


(3/^.) 
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{$  ^  2.)    Dans  cette  nouvelle  forme  des  polynômes-multipli- 
cateurs,   l'cquation  -  fomme  fera  donc   de  la  forme 

^^t-ht+f'  —  t       t+f  +  t"  —  ijt  +  t'-i-t'—t__  Q^ 

Il  y  aura  donc  deux  termes  où  j/  montera  au  degré  t  ■+■  r'-f- 1'' — 3 

lefquels  feront  ArjK'  + '-*■'■- 5,  &  jk"^ '^ '' " '• 

Pour  la  deftruclion  de  ces  deux  termes ,  les  trois  polynômes- 
multiplicateurs  fourniront  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  6 
—  5=0;  donc  Cl  l'on  conçoit  que  des  fix  équations  arbitraires 
que  l'on  aura  à  former  ,  on  n'en  forme  que  quatre,  &  qu'on  em- 
ploie les  deux  autres  à  la  deftruclion  des  deux  termes  dont  il 
s'agit,  les  fix  coëfficiens  des  trois  polynômes-multiplicateurs  qui 
ont  donné  les  termesj^'"^'  +«'  —  3  dans  l'équation -fomme,  fe- 
ront zéro  ;  &  ces  polynômes-multiplicateurs  feront  réduits  aux 
formes  fuivantes 

p      ,  .,      ,      .  ,   t'+t"-i     «■  +  «■ -4  «'+«"- ^ 

rour  la  première  équation. . ..  ( x  ,  y  ) 

rour  la  féconde (x  ,j  ) 

t  +  t'—  1         «-+-£—  4'+'—  ' 

Pour  la  troifième (  x  ,  y  ) 

avec  trois  équations  arbitraires  qui  refteront  à  former  :  favoir  , 
une  provenante  de  la  première  rédudion  &  deux  provenantes 
de  la  féconde.  Mais  il  faut  bien  obferver  que  de  ces  trois  équations 
arbitraires,  on  ne  peut  en  attribuer  plus  de  deux  à  la  plus  haute 
dimenfion. 

(353')  P^r  un  raifonnement  femblable  ,  on  s'aflurera  que  les 
polynômes  -  multiplicateurs  peuvent  être  réduits  à  la  forme 
fuivante 

„  ,  .  ,  .  t'+f-~Z  t    +   t'—  'i   ,t+  t."  —   T. 

Pour  la  première  équation....  (x  ,  y  ) 

p         I     r         j  ^    t^t'-^       t  +  £- 5    t  +t"-  s 

rour  la  féconde (x  ,  y  ) 

p        ,          ...  ^    t^t■  —  ^       ,+  £'_î    t  +  £'_i 

rour  la  troifieme (x  ,  y  ) 

avec  fix  équations  arbitraires  à  former  dans  l'équation  -  fomme  ; 
favoir ,  une  provenante  de  la  première  rédudion  ,  deux  de  la 
féconde ,  &  trois  de  la  troifième.  Et  l'on  obfervera  que  de  ces 
fix  équations  arbitraires  ,  il  ne  peut  en  appartenir  plus  de  trois  à 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'éauation-fomme  ,  plus  de  deux  à  la 

Qq 
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féconde  dimenfion  en  defcendant  ,  fi  l'on  en  a  attribud  trois  à 
la  première  ;  &  plus  d'une  à  la  troifième,  fi  l'on  en  a  attribué 
cinq  aux  deux  fijpérieures. 

(354")  En  général,  on  s'afliirera  par  le  même  raifonnement 
que  les  polynômes  -  multiplicateurs  peuvent  être  réduits  aux  formes 
fuivantes 

Pour  la  première  équation...  (  x  ,  y  ) 

t  ■+  t"  —  1        t   +  t"  —  1  —  q    t  +  t"  —  a 
Pour  la  féconde.  .,.,...(  x  ,  y  ) 

Pour  la  troiiieme ,  (  x  ,  y  ) 

avec  — - — ^  '  •  '  ^  "^.  équations  arbitraires  à  former  dans  l'équation- 

fomme  ;  favoir ,  un  nombre  =  q  dans  la  première  ou  plus  haute 
dimenfion ,  un  nombre  =  q  —  i  dans  la  féconde ,  un  nombre 
=  q  —  2  dans  la  troifième ,  &  ainfi  de  fuite. 

(3  5  5*)  Po"r  fixef  la  plus  grande  valeur  de  q  ,  nous  fuppo- 
ferons  r>  /'>/",  ce  dont  on  eft  toujours  le  maître,  parce  qu'on 
peut  toujours  prendre ,  pour  première  équation  ,  celle  que  l'on 
voudra. 

Alors  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  aura  lieu  jufqu'à  q  =  î"  — i 
inclufivement  ;  en  forte  que  la  forme  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  peut  être  prife  ,  comme  il  fuit  : 

t'+  t"—  1      t'—  I    t'+  t"—  1 
Pour  la  première  e'quation...  (  x  ,  y  ) 

t  ■+-  t" —  z       t  —  I    t-f-j'' —  i 
Pour  la  féconde (  x  ,  y  ) 

t  +  t'  —  1       t  +  t' —  t"  —  '    t  +  t'  —  i 
Pour  la  troifième (  x  ^  y  ) 

avec  lès  mêmes  nombres  d'équations  arbitraires  que  nous  venons 
de  dire. 

(356^')  Mais  ce  n'eft  point  encore  là  la  forme  générale  la 
plus  fimple  relativement  à  y. 

En  effet ,  il  n'eft  plus  poiïible  de  faire  difparo'itre  de  termes 
dans  le  premier  polynôme-multiplicateur ,  à  l'aide  de  la  féconde 
équation ,  mais  feulement  à  l'aide  de  la   troifième  ,  d'où  il  fuit. 

Que  pour  faire  difparoître  dans  l'équation-fomme  les  termes 
affe£lés  dejK  '  "^  '  ~  '  qi^fi  font   au  nombre  de  t" ,  on  aura  de  la 
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part  du  premier  polynome-multipiicateur  ,  un  nombre  de  coëf- 
iiciens  utiles  =  o. 

De   la  part  du  fécond ,   un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  o. 

Et  de  la  part  du  troifième ,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  t". 

Donc  on  aura  précifément  autant  de  coëfficiens  utiles ,  que  de 
termes  à  faire  difparoître  ;  donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  =  o. 

Donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite, 
comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation...  (x  ^  y  ) 

t  +  t"—  i       t  —  z    t  +  t'  —  ^ 
Pour  la  féconde (x  ,  y  ) 

t+f  —  z        t  +  t'  —  f-z    t+  t'  -t 
Pour  la  troifieme (x  ,  y  )  • 

Et  en  général  à  celle  qui  fuit 

t'our  le  premier  polynôme...  (x  t  y  ) 

rour  le  fécond (x  ,  _y  ) 

rour  le  troifieme (x  ^  y 

jufqu'à  ce  que  t'  —  q'  =  t" —  i  ;  c'eft-à-dire  ,  jufqu'à  ce  que 
q'  =  t'  —  r"  H-  I  ;  car  le  raifonnenient  que  nous  venons  de  faire, 
aura  lieu  jufques-là.  Mais  dès  qu'on  aura  q'  =  t'  —  t"  -+-  i  j  alors 
il  ne  fera  plus  poiïible  d'abaiffer  la  forme  relativement  à  j^. 

En  effet ,  la  forme  des  trois  polynômes-multiplicateurs  fera  alors 

_  ,  .  ,  ,     t'+t—z        t"  —  I     t'-t-t"—  1 

Pour  le  premier pol/nome...  (x  ,y  ) 

t    +   t—Z  ,   —   t+    t"_   I       £   +    ,"_    t 

rour  le  fécond (  x  ,  y  ) 

t  +  t'—Z  t—    I      t+t'—Z 

rour  le  troifieme (  x  ,  y  ) 

Or,  dans  cet  état,  où  il  n'efl:  plus  poffible  de  faire  difparoître 
aucun  terme  dans  le  premier  polynôme  -  multiplicateur  ,  foit  à 
l'aide  de  la  première  équation  ,  foit  à  l'aide  de  la  féconde ,  on 
verra  que  pour  faire  difparoître  dans  féquation-fomme  ,  tous  les 
termes  aiîeilés  dejy*  +  '  —  '  qui  font  au  nombre  de  r' ,  on  aura 
de  la  part  du  premier  polynôme-multiplicateur,  im.  nombre  de 
coëfficiens  utiles  =  r'.  .       ; 
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De  la  part  du  fécond,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  o. 

Et  de  la  part  du  troifième ,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =  ^, 

Donc  le  nombre  2  t'  des  coëfficiens  utiles  ,  excédant  le 
nombre  t'  des  termes  qu'on  aura  à  faire  difparoître ,  on  ne  peut 
fuppofer  que  chacun  de  ces  coëfficiens  deviendra  zéro  ;  donc 
relativement  à  j' ,  la  dernière  forme  ci-deflus  des  polynômes- 
multiplicateurs  efl  auffi  fimple  qu'il  eft  poffible, 

(3  570  Examinons  préfentement  cette  forme  relativement  a  x. 

Il  n'y  aura  ,  dans  l'équation-fomme  ,  qu'un  feul  terme  af- 
fe£lé  de  a:  '  +  '  '  "*■  '  '~  ^  ;  pour  le  faire  difparoître,  les  trois  polynômes- 
multiplicateurs  fourniront  trois  coëfficiens  dont  deux  feulement 
peuvent  être  réputés  utiles  ,  parce  qu'on  peut  en  faire  difparoître 
un  dans  le  fécond.  On  auroit  donc  plus  de  coëfficiens  utiles  que 
de  termes  à  faire  difparoître  ;  &  par  conféquent  il  paroîtroif 
qu'on  ne  peut  fuppofer  =  o  le  coefficient  de  chaque  terme  en  x 
pur  ,  dans  chaque  polynôme-multiplicateur.  Mais  on  doit  fe  fou- 
venir  (  354)  qu'il  nous  relie  à  former  un  nombre  d'équations  arbi- 

(q-ir-\)q  t"  (  t" —  l)  c     J  1'  •  ' 

traires  =  -—^ ^-2-  =  — i^ ^.  bi  donc  1  on  conçoit  qu  on 

en  emploie  une  dans  le  cas  préfent  ,  nous  retomberons  dans  le 
cas  de  n'avoir  qu'autant  de  coëfficiens  utiles ,  que  de  termes  à 
faire  difparoître  ;  donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
peut  être  réduite  ,  comme  il  fuit  : 

Pour  le  premier  polynôme..  (  x  ,  y  ) 

,+t'-i       t-,+  t'-  ï    t+  t"^i 
Pour  le  fécond (  x  ,  y  ) 

t  +  t'— 3        t  —  i     t  +  t'  —  2 
Pour  le  troifième ,  ,  (x  ,  y  )  • 

Si  nous  raifonnons  de  même  fur  les  termes  affe£lés  de 
^t+t'+t"  — 5  ^gj^g  l'équation-fomme;  nous  verrons  i.°  qu'ils 
font  au  nombre  de  deux  ;  2°  Que  pour  la  deftruftiori  de  ces 
deux  termes  ,  les  trois  polynômes-multiplicateurs  fourniront  fix 
coëfficiens  dont  quatre  feulement  peuvent  être  réputés  utiles  > 
parce  qu'il  eft  poffible  d'en  faire  difparoître  deux  dans  le  fécond  j 

fie  fi  Ton  fait  attention  que  fur  le  nombre  — ■ —  i  d'é- 
quations arbitraires  qui  nous  reftent  à  former  ,  on  peut  en 
.employer  ici  deux  :  on  verra  de  même  qu'on  peut  encore  réduire 
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la  forme  des  polynômes-multiplicateurs ,  comme  il  fuit  : 

t'-f-r' — 4        t'' —  I     t   +t    — l 
Pour  le  premier  polynôme...  (  x  ,  y  ) 

t  ~\- t'  —  4       t  —  t+t  — I    t  +  t"—'i. 
Pour  le  fécond (  x  -,  y  ) 

r-t-t'  —  4        t  —  i     t  -^  t' —  ï 
Pour  le  troifième (  x  ,  v  ; 

Et  en  continuant  le  même  raifonnement,  on  verra  que  cette 
forme  peut  en  général  être  réduite  à  ce  qui  fuit  : 

t'+t'  —  Z—q"  t"—I      t'+t'—i- 

Pour  le  premier  polynomct.  (x  ,y  ) 

t+t—l—q'  t  —  t+   t—  I      t+  t'  —  i. 

Pour  le  fécond (  x  ,  y  ) 

rour  le  troiCeme ,  (  x  ,  y  ) 

jufqu'à  q"  =  t"  —   i. 

En  forte  que  la  forme  générale  la  plus  réduite  eft  enfin  celle-ci  ; 

rour  le  premier  polynôme...  (  x  ,  y  ) 

t  —  i       t  —  t'+t'—t    t+t'—i 
Pour  le  fécond (x  ,  y  ) 

t-i-t-^t'—i         t  —  ït+f—Z 

Pour  le  troifième.. (x  ,  y         ) 

Lorfque  nous  difons  que  cette  forme  eft  la  forme  générale  la 
plus  réduite ,  on  ne  doit  pas  entendre  qu'il  ne  refte  plus  aucun 
coefficient  arbitraire  ;  au  contraire,  il  en  refte  encore  un  nombre 
exprimé  par  Nfx'-'-'jy'-'  —  ^J'  —  "-  dans  le  fécond  poly- 
nôme. Mais  cela  fignifie  qu'il  n'eft  plus  pofflble  de  faire  perdre 
de  nouveaux  termes  aux  trois  polynômes  à  la  fois. 

(358-)  ^^  ^"^  "°^s  venons  d'expofer  ,  fouffre  quelques  ex- 
ceptions qu'il  eft  à  propos  de  faire  connoître. 

1.°  On  doit  excepter  le  cas  de  t  =  t'.  En  effet  dans  ce  cas  , 
non-feulement  il  n'eft  plus  poffible  de  faire  difparoître  aucun 
terme  dans  le  premier  polynôme,  du  moins  fans  le  fecours  des 
équations  arbitraires  en  réferve  ;  mais  il  en  eft  de  même  pour 
le  fécond  polynôme  ,  dès  qu'on  eft  arrivé  à  la  forme  générale 
la  plus  réduite  feulement  relativement  à  y.  En  forte  que  ce 
que  nous  venons  de  dire  fur  la  forme  la  plus  réduite  ,  tant 
par  rapport  à  j  que  par  rapport  à  jc  ,  ne  peut  avoir  lieu 
lorfque  r  =  ^  ;    ôc  dans  ce  cas ,  la  forme  fuivante  des  trois 
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polynômes-multiplicateurs 

ne  peut  être  fufceptible  de  perdre  quelques  termes ,  que  par  les 
équations  arbitraires    en    réferve ,  lefquelles  font  au  nombre  de 

-,  dont  un   nombre  t"  —  i  appartient  à  la  première 


ou  plus  haute  dimenfion,  un  nombre  ^"  —  2  appartient  à  la 
féconde  ,  &  ainfi  de  fuite.  Ce  ne  peut  donc  être  que  par  les 
valeurs  particulières  de  t"  que  l'on  pourra  ,  dans  chaque  cas 
particulier,  juger  fi  l'on  pourra  encore  faire  perdre  quelques 
termes  aux  polynômes-multiplicateurs. 

Par  exemple  ,  fi  r"  =  2 ,  le  nombre  des  équations  arbitraires 
en  réferve  n'étant  que  =  i  ,  on  ne  pourra  pas  faire  perdre  à 
ichacun  des  trois  polynômes  -  multiplicateurs  ,  leur  terme  tout 
en  X.  Il  reftera  feulement  une  équation  arbitraire  à  former  dans 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation -fomme. 

Si  t"  =  ^  ,  le  nombre  des  équations  arbitraires  en  réferve 
étant  =  3  ,  dont  deux  pour  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équa- 
tion-fomme ,  6c  une  pour  la  féconde ,  on  pourra  faire  perdre  à 
chaque  polynôme-multiplicateur  le  terme  tout  en  x  ,  &  il  reftera 
une  équation  arbitraire  à  former  dans  la  féconde  dimenfion  de 
l'équation-fomme. 

2.°  On  doit  encore  excepter  de  la  forme  générale  la  plus 
réduite  par  rapport  à  jc  &  à  j/ ,  le  cas  où  l'on  auroit  t"  ^  t  —  t' 
OM  t  <it"  -k-  t' j  ^  l'on  doit  fe  borner  dans  la  forme  générale 

i<t"  -i. 

En  effet ,  le  raifonnement  par  lequel  nous  fommes  arrivés  à 
la  forme  générale  la  plus  réduite  par  rapport  z  pc  &l  àjy,  fuppofe 
que  le  polynôme  Y  ^'-^"î'  ,  j/'~''~ 'y) '~^  qui  exprime  le 
nombre  de  termes  qu'on  peut  encore  faire  difparoître  dans  le 
feciond  poiynome-multiplicateur  ,  eft  un  polynôme  réel  &  du 
•degré  t  ^-   2  ;    or  pour    que   cela     foit   ,    il    faut    que 


'-')'- 

•  ■  •  1 

(.'+''-' 

-î' 

\/-'-*-'"^ 

-I ,«+'" 
j 

-1 

.(-'■ 

à  la 

valeur 

4'  - 

t 

t! 

i,fi 

t  - 

-  t' 

c'eft- 

à-dire , 

fi  r< 

t!' 

-t-r'. 
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t  —  2  —  ^"  •+■  t  —  t'  —  i  >  t  —  2  ou  tout  au  moins  =  t  —  2  ; 
c'eft-à-dire  ,  que  q"  <.  t  —  t' —  i  ou  tout  au  plus  lui  eft  égal  ; 
donc  Çit"  —  I  étoit  >  f  —  t'  —  1  ,  il  faudrait  arrêter  la 
forme  à  q"  =^  t  —  t'  —  i  fans  quoi  elle  feroit  faufle. 

Donc  fi  r  <  r'  -t-  r" ,  la  forme  générale  la  plus  réduite 
relativement  à  x  &  à  jy  ,  fera  comme  il  fuit  : 

.  zt'-Irt'  —  t  —  i        t'—  t    t'+t'  —  z 

Pour  le  premier  polynôme...  (x  ^y  ) 

„  ,       -  .  .       f+t'—l  t—t'-\-t—ï      t+t"—Z 

rour   le  fécond (  x  ,jy  ) 

rour  le  tromeme (  x  ,  y  ) 

Et    il    y    aura   encore  un  nombre  de  coëfBciens  en  réferve 

t"(i"—,)          (t-t' ).(t  —  t'-^)      .  .  , 

=  ■ —  — ,   ôc    un    certam    nombre 

d'équations  arbitraires  à  former,  en  vertu  du  nombre  de  termes 
qu'il  fera  encore  poiuble  de  faire  difparoître  dans  le  fécond 
polynôme. 

111/  Exemple    général. 

(3  59*)  Pi'dons  pour  troifième  exemple  général,  l'élimi- 
nation dans  les  équations  incomplettes  du  premier  ordre,  à  trois 
inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  incon- 
nues ,  font  généralement  repréfentées  par 

(x^\  j?'J'^  =   G  , 

fx^\  j?'J''  =   G. 

La  fjrme  générale  des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc 
(224.  &  Juiv.)  comme  il  fuit   : 

n  ,  -,  ,  ■  .     A+a'+a'        A-\- a-i-  a"     T -h  t  -h  c'' 

rour  la  première  cquation...  (x  ■>  y  ) 

P^„,  1      r  j  ^     A+a  +  a''        A+ a  +  a"     T-h  '  +  '" 

rcur  la  féconde ( x  ,  y  '       '        '  ) 

Pour  la  troiGeme (x  >  y  ) 

I\Iais  comme  le  degré  apparent  de  l'équation  finale  doit  être 
zéro ,  rien  ne  déterminant  ici  les  valeurs  de  2",  A  ai  A  y  fi  non 
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que  Fexpreffion  du  degré  de  Téquation  finale  foit  zéro  ,  comme 
cette  condition  fera  encore  remplie  en  faifant  T=^=  o  ,A  ^^  o , 
A  =  Oy  je  fais  donc  tout  de  fuite  cette  fuppofition  ,  &  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs  devient  la  fuivante  : 

rremier  polynôme. ..(  x  ,  y  ■       ■   ) 

Second (  x  ,  y       >    ) 

Troifieme (x  ,y         "    )  • 

Mais  fi  l'on  examine ,  comme  nous  l'avons  fait  (  5  j  i  ) ,  la  plus 
haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  on  verra  qu'elle  a  un 
nombre  de  termes 

=  a  -i-  a'  -i^  a"  ^  a  -t-  a'  -i-  a"  —  t  —  t'  —  c"  -h  t. 

Que  la  première  dimenfion  du  polynome-mltipliçateur  ne  four- 
nira aucun  coefficient  utile. 

Que  la  première  dimenfion  du  fécond ,  en  fournira  un  nombre 

=  a-h  a" -h  a  -h  a"  —  t  —  c"  ■+•  i  —  a  — a-f-f—  i  =^a"-H  a"  —  i". 

<^ue  la  première  dimenfion  du  troifieme,  en  fournira  un  nombre 

=     a  -^    a'    -i-   a  -^    a'  —    r   —   t'  -(-  i. 
*  * 

On  aura  donc  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à 
faire  difparoître  ;  donc  chaque  coefficient  des  termes  de  la  plus 
haute  dimenfion  de  chaque  polynôme-multiplicateur  eft  zéro  ;  donc 
on  peut  diminuer  d'une  unité  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque 
polynôme-multiplicateur. 

Un  raifonnement  femblable  appliqué  à  la  plus  haute  dimenfion 
de  chaque  nouveau  polynôme-multiplicateur  ,  fera  voir  que  la 
dimenfion  totale  dç  chacun  peut  être  abaifTée  d'une  unité,  mais 
pas  au-delà  ;  donc  la  forme  générale  la  plus  fimple  relativement 
a  la  dimenfion  totale  de  chaque  polynonie-multipÛcateur,  eft  celle 
qui  fuit  : 

rremier  polynôme,..  (  x  ^  y  ) 


Second (  x  y  y        '   ) 

rr      -r-  f     a  +  a'         a+a',t4-«'--  * 

Troifieme.  ,....,(  x  ,  y        <    )  • 

(3^0.)  Voyons  maintenant,  en  fuppofant  que  cette  forme 

puiiTe 
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J5uifle  être  réduite  relativement  à  y  ,  quelle  eft  la  plus  grande 
valeur  qu'on  puifle  donner  à  q  dans  la  forme  fuivante  qui  aura 
lieu  alors. 

Tj  .  ,  ,     a'-t-  a"        a'+  a"  —  a    *'+  t  '  ^  1 

rremier  polynôme...  (x  ,  y>       •        ^ ) 

Second (  x  -,  y  ) 

Troilieme (  x  ,y'        -        ^  ) 

L'équation-fomme    aura    donc  alors ,  en  termes    afïe£tés   de 
yf+f  +?'— î^  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

t  -^  t'  -\-  t"  —  2  —  a  —  a'  —  a"  -^  q  ->r  i. 

Pour  la  deftruttlon  de  ces  termes ,  le  premier  polynome-multî- 

{)licateur  ne  fournira  aucun  coefficient  utile  ;  mais  il  y  aura  même 
ieu  ,  pour    fon   compte ,  à  un  nombre   d'équations    arbitraires 

=  ?  —  I. 

Le  fécond  polynôme  fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 
^  t"  —  a!'. 

Le  troifième  en  fournira  un  nombre 

=  r  -4-  r'  —  2   —  a  —  a'  -f-   i  -f-  ^. 
Donc  on   aura  un  nombre 


=  fJrt''irt"—2  —  a  —  û'  —  û'-t-i-H^  —  ^-+- 


i 


c'eft-à-dire,  un  nombre  =  r  -h  r'  -+-  r"  —  a  —    a'  —  a"    de 

coëfficiens  utiles ,  pour  la  deftrudion  d'un  nombre  de  termes 

=  r  -t-  r^  -f-  /'  —  a  -t-  a'  —  û"  -h  5  —  I. 

Donc  fi  l'on  conçoit  que  fur  la  totalité  des  équations  arbi- 
traires que  l'on  pourra  former  ,  on  n'en  forme  qu'un  certain 
nombre  ,  &  qu'on  en  emploie  un  nombre  =  q  —  i  pour  la 
deftruâion  des  termes  de  l'équation  -  fomme  ,  on  aura  autant 
d'équations  que  de  coëfficiens  ;  donc  chaque  coefficient  pourra 
être  fuppofé  =  o  '-,  donc  on  pourra  réduire ,  en  effet ,  à  la 
forme  en  queftion  ,  fi  ce  que  fuppofe  le  raifonnement  que  nous 
venons  de  faire  a  lieu.  Et  alors  il  reftera  un  nombre  =  q  —  i 
d'équations  arbitraires  à  former  ;  c'eft-à-dire  ,  que  nous  aurons 
q  —  I  équations  arbitraires  en  réferve  ,  fans  compter  celles 
que  peut  fournir  la  pofTibilité  de  faire  difparoitre  encore  d'autres 
termes  dans  les  polynômes-multiplicateurs. 

Rr 
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(  3  6  I .  )  Voyons  donc  ce  que  fuppofe  le  raifonnement  que 
nous  venons  de  faire ,  &  ce  qui  détermine  la  plus  grande 
valeur   de  q. 

Ce  raifonnement  fùppofe  que  la  valeur  de  q  n'anéantit  l'exif- 
tence  ni  d'aucun  des  trois  polynômes-multiplicateurs,  ni  d'aucun 
de  ceux  qui  concourent  à  l'expreflion  du  nombre  des  termes 
que  l'on  peut  faire  difparoître  dans  le  premier  ôc  dans  le  fécond. 
Or  pour  cela  il  faut  qu'on  ait  q  <!  a  j  q  <Ca'  ;  q<i  a".  Il  faut 
de  plus  que 

a"  :■+■  il"  —  q'>t" —  1 ,-  a' -h  a' —  ^>r'  —  i;  a-ha  —  q>t—i; 

donc  on  ne  peut  prendre  q  plus  grand  que  la  plus  petite  des  (ïx 
quantités  fùivantes 

î  <  f  »•    î  <  f ';  î  <  f  "  ;  î  <  û  -f-  f  —  f  4- 1  ;  y  <  a' 4-  a'  —  *'  -m  ; 

î  <  a"  H-  a"  -t-  r"  -H  î  ; 

ce  qui  fe  réduit  à  ne  pas  prendre  q  plus  grand  que  la  plug 
l^etite  de  ces  trois  dernières ,  ou  à  le  prendre  tout  au  plus  égal 
a  la  plus  petite  de  ces  trois  dernières. 

Donc  fi  l'on  prend  q  égal  à  la  plus  petite  de  ces  trois  dernières 
quantités  augmentée  d'une  unité  ,  on  aura  la  forme  la  plus 
réduite  qu'il  foit  pofllble ,  en  vertu  du  raifonnement  &  du  calcul 
ci-deffus.  Mais  ce  ne  fera  pas  encore  la  forme  la  plus  réduite 
^u'il  foit  pofllble   généralement. 

En  donnant  cette  valeur  à  ^ ,  &  enfulte  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes ,  il  arrivera  ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  , 
que  dans  le  premier  ou  le  fécond  polynôme-multiplicateur ,  il  ne 
fera  plus  poiïible  de  faire  difparoître  de  termes ,  à  l'aide  de  l'une 
des  deux  dernières  équations.  Raifonnant  donc  d'après  cette 
attention  ,  comme  nous  l'avons  fait  (  ?  5'5  &  fuiv.  ) ,  on  verra 
qu'on  peut  faire  perdre  encore  un  certain  nombre  de  termes  aux 
polynômes-multiplicateurs,  relativement  à  j/ ,  jufqu'à  ce  que  c^  foit 
devenu  égal  à  la  plus  petite  des  cinq  plus  grandes  des  fix 
quantités  ci-deflus. 

Mais  cette  nouvelle  rédu£lIon  n'ajoutera  rien  au  nombre  des 
équations  en  réferve,  lequel  étant  q  —  i  à  chaque  puifTance 
de  j'  qu'on  a  fait  difparoître  dans  l'équation-fomme  ,  en  vertu 

du  premier  raifonnement ,  donne  au  total  ^^^~'  ■   équations 
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arbitraires  en  rdferve  depuis  q  =  o  ,  jufqu'à  la  plus  grande 
valeur  de  ç ,  ou  jufqu'à  q'  =  o.  Alais  comme  à  chaque  valeur 
de  q'  on  aura  précifcment  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de 
termes  à  détruire  ,  il  reftera  encore  le  même  nombre  d'équa- 
tions arbitraires  en  réferve ,  quand  on  fera  arrivé  à  la  plus 
grande  valeur  de  q' ,  c'eft-à-dire  ,  à  la  plus  petite  puilTance  de  j'. 

(362.)  A  l'égard  de  x  ,  pour  favoir  s'il  eft  aufR  fufceptible 
d'abaiffement ,  on  fe  conduira,  comme  nous  l'avons  fait  (  357  )^ 
en  employant  les  équations  arbitraires  en  réferve. 

(  3^3')  Nous  avons  fuppofé  dans  ce  que  nous  venons  de  dire  j 
que 

a' -H  a"  <  f'-t-/"—  i;   a' 4-  a"  <t' -{- t"  —  z;   a  -+-  a"<f  +  i"  —  r  , 

&  ainfi  de  fuite  ;  fi  le  contraire  avoit  lieu ,  on  réduiroit  tout  de 
fuite  la  forme  ^ar"'"^"",  _yf'"*"  fV' '"*"  *  ~^i  P'i''  exemple  , 
à   ^jc''+ »"--*,  ^f'  +  ?/'+'"-' ,     fi    l'on    avoit    feulement 

fi  l'on  avoit  aufll  a'  -»-  a"  >  t'  -^  t"  —  2  ;  &  l'on  procéderoit 
enfuite  comme  ci-deflus  à  l'examen  des  réductions  ultérieures. 

IV/  Exemple    général. 

(3  640  Nous  bornerons  aux  équations  à  quatre  inconnues  j 
le  développement ,  par  exemples  généraux ,  de  ce  que  nous  avons 
établi  jufqu'ici  ;  &  même  nous  n'examinerons  que  les  équations 
complettes,  &  relativement  à  la  dimenfion  totale  de  leurs  po- 
lynômes -  multiplicateurs  :  nous  dirons  feulement  un  mot  des 
réductions  ultérieures  dont  ils  font  fufceptibles  ;  parce  qu'avec 
tout  ce  qui  précède,  les  applications  ne  nous  paroifTent  plus 
exiger  plus  de  développement  pour  la  Amplification  des  formes. 

(  ^6  ') .)  Les  équations  complettes  à  quatre  inconnues ,  mifes 
fous  la  forme  de  trois  inconnues ,  peuvent  être  repréfentées  par 

(x  .  .  .  i)'  =  o  , 
(x  .  .  .  3  j''  =  o  , 
(x  .  ,  .  sJ'"  =  o  , 

Rr  ij[ 
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Après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  exemples  généraux  i ,  2  6c  J^ 
on  voit  que  la  forme  prefcrite  (  224  &fuiv.  )  pour  les  polynômes^ 
multiplicateurs,  peut  être  réduite  à  celle  qui  fuit 

fx.  ..3;' ■*-'"+'"'=  o, 
fx  .  .  .  sj'-^''  +'"=  o  , 
(x  .  ,  ,  3^' +  '■  +  «■  ^  o. 

Mais  cette  dimenfion  totale  des  polynômes  peut  encore 
être  abaiffée. 

En  effet ,  la  plus  haute  dimenfion  de  l'é'quation-fomrae  ,  aura 
mi  nombre  de  termes  =  Nfx  ...  2^  '  +  *'+''  "♦"  ^"'. 

La  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynôme-multiplicateul! 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 

t"  t"  o  »' 

ri-N(x,.,t)      -i-N(x...i)      -~N(x...i)     ^^N(x.,.^) 

La  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynôme-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 

^N(x,..^)  ^      ^N(x...t)  -^NCx.,.!)^    +^(x...i) 

t  +  t"  +  t"'       /  t+  t"+  t"'\ 
=  d^N(x...z)  ..\      t\t'"       ]' 

La  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynôme-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 

=  d N(x.,.  t)  ..  .Q         ^,„         j. 

Et  enfin  la  plus  haute  dimenfion  du  quatrième  polynome-muItîpIT- 
Cateur  fournira  un  nombre  decoëfficiens  utiles  =  N(x...2)'^'  "^'"^ 

Donc  la  diff(érence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître^ 
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&  le  nombre  des  coëfficiens  utiles ,  eft 

.  Donc  chaque  coefficient  de  chaque  plus  haute  dimenfion 
de  chaque  polynôme-multiplicateur ,  fera  =  o  ;  donc  on  peut 
abaifler  d'une  unité  la  plus  haute  dimeniion  de  chaquepolynome  •< 
multiplicateur. 

Un  pareil  examen  appliqué  aux  deux  dimenfions  fuivantes  j 
fera  voir  qu'on  peut  auffi  les  fupprimer.  Donc  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à 

(x  .  .  .  s  J'  +  '•■+^'-5 
fx...  3j'  +  '■  +  «"'-  î 
fx.  .  .  3j'-^  «'  +  «■-  î 
("x  .  .  .  sj'  +  ''  +'■  -  î. 

(3^^-)  Donc  en  général  les  polynômes-multiplicateurs  les 
plus  fimples  auront  toujours  leur  dimenfion  totale  telle  que  la 
dimenfion  totale  de  l'équation-fomme  fera  égale  à  la  fomme 
des  dimenfions  de  toutes  les  équations  données ,  diminuée  d'au- 
tant d'unités  qu'il  y  a  d'inconnues. 

Car  en  général  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  d^ 
la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  tous  les  poly-^ 
nomes  -  multiplicateurs ,   fera  toujours 

d    N(x...n-i)  ...(      ,.,,.,,.^&,.      J  =  o, 

n  étant  le  nombre  des  inconnues. 

La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  la  nouvelle  équation-fomme ,  &  le  nombre  des 
coëfficiens    utiles    de  la  plus   haute  dimenfioa  des  nouveaux 
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polynômes-multiplicateurs  fera  toujours 


<i"  A^Cjf...»— 0 


La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dî- 
menfion  de  la  féconde  nouvelle  équation-fomme ,  ôc  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  nouveaux 
polynômes-multiplicateurs  ,  fera  toujours 

d    N(x...n—ï)  ...Q  t'.t".  t'".iLc.  )—"' 

ÔC  ainfi  de  fuite  jufqu'à  r  -H  f'  -h  r"  -h  t'"  ■+■  &c.  —  n. 

Pour  s'en  convaincre  généralement,  il  faut  faire  attention 
que  (  3P  ) 

r 
t  ■i;t'  +  t''+t"''hSCe,  -  J  __    (*+t'+t  "  +  t"-i-kc.  -  q  +  l).(t  +  t'+  t"+t"'+  Sce.  —  q  +  Z)., 

W(jx,..n  - 1  )  —  I  .  1  .  3 

.  .  .  (f-f-t'  •+•  t"  +  t'"  +  &c.  —  q  +  n —  I  ) 


(n—  I) 


Or  fi  l'on  conçoit  qu'on  fupprime  fucceflîvement ,  dans  cette 
expreflîon ,  les  quantités  z',  t",  t"'y  &c.  une  à  une  ,  deux  à  deux , 
trois  à  trois,  &c,  pour  avoir  les  différentes  exprellions  que  ren-- 
ferme  implicitement 

on  verra  facilement  que  toutes  ces  exprellîons  auront  lieu  tant 
qu'elles  ne  deviendront  pas  négatives,  c'eft-à-dire,  tant  que 
q  <Cn  —  1 ,  &  jufqu'à  q=  n  —  i  î  donc  l'équation 

d'N(x...n'-J)  ...^  t',.".  t"'.&c.  ;=® 

aura  encore  Heu.  Donc  la  forme  de  l'équation-fomme  eft  gêné" 

ralement  rédudible  à  |^a:. .  .n^ '+*'  +  '"+'"'+*='=•-"  =  o,  d'où 
il  eft  facile  de  conclure  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs, 

(  ^670  Après  avoir  ainfi  déterminé  d'une  manière  général© 
la  dimenfion  totale  la  plus  fimple    de  chacun   des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  le  plus  court  eft  à  préfent  de  déterminer  aufli 
d'une  manière  générale,  la  plus  haute  pu iffance  à  laquelle  chaque 
inconnue  doit   monter  dans    chaque  polynôme-multiplicateur   ?' 
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nous  n'entrerons  pas  dans  ce  détail  qui  eft  fufceptible  d'un  trop 
grand  nombre  de  fubdivifions,  lorfqu'ii  s'agit  de  la  plus  grande 
généralité.  Mais  ce  que  nous  avons  dit  (  371  ù  ailleurs  ) ,  fuffira 
pour  fe  conduire  dans  quelque  cas  propofé  que  ce  puifle  être. 

(3  68')  Venons  maintenant  à  des  exemples  particuliers  ^ 
tant  pour  développer  plus  parfaitement  ce  que  nous  venons  de 
dire  ,  que  pour  éclairer  fur  les  fadeurs  qui  peuvent  fe  préfenter 
dans  le  cours  du  calcul  pour  arriver  à  l'équation  de  condition, 
e'eft-à-dire ,  à  l'équation  finale. 

(3  6ç.)  Suppofons  d'abord  qu'on  demande  l'équation  finale 
réfultante  des  trois  équations  fuivantes 

a  x^  -i-  h  xy  -t-  cy*-H<fx-+-  ey  4-y:=  o, 
<i'  X  -t-  e'_y  -+-/'=  o  , 
d"x  -h  e"y>rf'  =  o. 

La  forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs  qui  (2245^ 
^iv.)  feroit  (x,y)'^'^'^,(x  ,y)  ^"+'',fjc,jKy*^"^'>  avec  un 
nombre  de  coëfficiens  arbitraires  =  2  iV|^ai; ,  y^  ^"^  '  —  NfxjyJ"^ 
dans  le  premier  ,  &  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires 
s=  N ( X ,y )'^  dans  le  fécond,  c'eft-à-dire  ,  avec  un  nombre 
d'équations  arbitraires  =  o.N (x ,  y)^"^  '  dans  l'équation-fomme, 
fe  réduit  {  s^i^  &fuiv.)  à  la  forme  fx,yj°,  (^XfyJ'yfxyyJ', 
avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  =  1  5  dans  le  fécond  i 
c'eft-à-dire ,  avec  une  équation  arbitraire  dans  l'équation-fomme. 

Multipliant  donc  la  première  équation  par  C,  la  féconde  par 
A'x~i-  B'y  -h  a,  la  troifième  par  A' x  -^  B"y  -*-  C"  on 
aura  pour  équation- fomme ,  l'équation  fuivante 

Car*    +    C  b  X  y     •+■    C  c  y^    =0, 
•+■    Ad'     +    A'  e'        +    B'  e' 
•+■    A'd'  +    A''e"        +    B"t« 

S'd' 

B"d" 

■^  C  dx    +^«y 

+    Af      +   3  /' 

+  AT  H-  ^'f'  ; 

•♦-    Cd'      +    ^'  «'  ' 

-t-    Cf 

+  c  r 
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Je  prends  pour  équation  arbitraire  B' d'  -+-  B"  d"  =  o  ;  & 
je  calcule  la  valeur  de  A'A"B'B"CC'C"  comme  il  fuit,  en 
parcourant  fucceffivement  les  termes  x'^xy  ,  l'équation  arbi- 
traire ,  &  les  termes  y* y  x  ^y  ^  &  le  terme  fans  x  ni  y.  Je  prends 
d'abord^'^^CCC". 

Première  ligne. . .  d'A"CCC"  -if  A'A"aC' C" 

Seconde  ligne  .. .  l(d'e")CC'C"  —d'A''bC'C"-{-e'A"aC'C"+A'A"(ab')C"-\B'B" 
Troifième  ligne...  —  [  (  d' e")  CC  C  —  d<  A"  b  CC"  -^  e'A"aC'  C"  -^  A'A"  (ab'  )C"-\  d'£" 
Quatrième  ligne. .  —  [  (d'e")  c  C'C" -i-d'A"(bc')  C"  —  e'A"(ac)  C" -\-A'A"(ab'c")  ]  d'B" 
-f.  l(d'e")CC'C"—d'A"bC'C"  -t-  e'A''aCC''-irA'A"(ab')C"-\(d'e"), 

J'obferve  maintenant  qu'on  a  (a  b' )C"  =  o ,  fb  c'JC"  '=  o, 
fac'jC"=o,  &  (ab'c")  =  o  ,  fi  l'on  fe  rappelle  que 
fb  c')  C"  n'eft   que  la   repréfentation    abrégée   de 

(b  c'  —  b'c)  C"  —  (b  c"—  b"c)  C  H-  (b'c"—  b"d)  C 
qui  eft  zéro ,  puifque  ^'  =  o ,  è"  =  o ,  c'  =  o  ,  c"  =  o  ;  on  verra 
de  même  que  (a  c')C"=Of  (a  b')  C"  =  o  ,  &  que  (a  b'c")  =  o. 
La  quatrième  ligne  fe  réduit  donc  à 
—  (d'e")cC'C"d'£"-\-(d'e")\_(d'e")CC'C"^d'A"bC'C''  -t-  e'A"aC>C"-\i 

OU  en  extraiant  le  faveur  commun  (d' e.  " )  que  nous  examine-, 
rons  par  la  fuite  , 

—  cC'C"  d'B"-^  l(d'e")CC'C"—d'A"bC'C"  -h  e'A"aC'C"] 
Cinquième  ligne..  —(cd')C"d'B"-hl(d'e")dC'C"~-(d'f")bC'C"-{-(e'f')aC'C"l 
en  omettant  les  ternies  où  refteroit  A" 

Sixième  ligne.,..  -+-  (cd')C" (d'f")  +  [  (d'e".).(de')C"-^  (d'/").(be'XC"  ■h(e'/").(ae')C"2 
Septième  ligne.. .  (cd'f"),(d'f")  +  (d<e"),(de'f)—(d'f').(beJ'>)-\-  (e'f").(ae'f''  )  =  o. 

C'eft-là  l'équation  finale  en  y  omettant  les  termes  afîèftés  de 
ç!,  b',  c';  a",  b",  c"  qu'elle  eft  cenfée  comprendre  j  en  forte  que  la 
véritable  équation  finale  eft 

c  (  d'f"  j  ='  -t-  C^'  e") .  (de'f"  )  —  b  (e'f  )  .  (d'f"  )  +a(e'f")''  =  o. 

Ob  S  E  RVATION, 
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Observation. 

(3700  Or^  p6"t  parvenir  à  cette  dernière  équation,  plus 
promptement ,  en  tirant,  à  l'aide  des  deux  dernières  des  trois 
équations  propofées,  les  valeurs  de  x  &c  j  ^  &  les  fubflituant  dans 
la  première.  En  général,  lorfque  n —  i  des  équations  propofées 
au  nombre  de  n ,  feront  du  premier  degré ,  on  arrivera  plus 
promptement  à  l'équation  finale,  par  la  fimple  fubftitution  ;  mais 
outre  que  ces  cas  d'un  calcul  plus  facile  que  par  la  méthode  gé- 
nérale aduelle ,  font  rares,  on  voit  qu'en  même  temps,  on  perd 
de  vue  le  facteur  (d'e" )  que  nous  avons  rencontré  ci-defTus  ^ 
^  qui  n'efl:  pas  toujours  fans  utilité. 

En  effet ,  c'eft  une  obfervation  générale  ,  &  dont  nous  feroiîs 
voir  la  généralité,  que  toutes  les  fois  qu'on  rencontre  le  fafteur 
avant  la  fin  du  calcul  des  lignes ,  c'eft  une  preuve  que  dans  le 
cas  où  ce  facleur  eft  égal  à  zéro  ,  l'équation  finale  eft  fufceptible 
de  fimplification  ,  &  qu'on  peut  y  arriver  avec  un  moindre 
nombre  de  coëfficiens, 

Ainfi  dans  l'exemple  aiSluel,  fi  l'on  avoir  (d' e")  =  o,  je  dis 
que  l'équation  finale  eft  beaucoup  plus  fimple  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver.  En  effet ,  fi  l'on  multiplie  la  féconde 
des  trois  équations  propofées  ,  par  e"  ,  &  la  troifième  par  e  ' ,  ÔC 
qu'on  retranche  le  fécond  produit  du  premier  ,  on   aura 

(  d'e"  )x    -  (  e'f")     =    o  , 

qui,  à  caufe    de   fd'e"J  =  o  ,    fe  réduit    à  fe'f'J  =05 
&"  c'eft-là   l'équation  finale,  lorfque  (d'e")  =  o. 

Quant  à  ce  que  nous  avons  ajouté  ,  qu'on  peut  alors  parvenir  à 
l'équation  finale,  en  employant  un  moindre  nombre  dç  coëfHciens, 
en  voici  d'abord  la  preuve  par  le  fait. 

Si  outre  l'équation  arbitraire  5  V  -ï-  B"d"  =  o  ,  que  nous 
avons  formée  ci-defTus  ,  nous  fermons  cette  autre  équation 
arbitraire  B' e'  -^  B"e"=^o,  ou  ce  qui  revient  au  même,  fi 
aous  fuppofons  B'  =  o ,  B"  =  o  j  alors  l'équation-fomme  fait 

Ss 
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voir  que C  =  o;  elle  fe  réduit  donc  à 

ji'd'x''-+-   A'e'xy   =    o  j 
-h  A"i"      -+-   A"t" 

H-  A'f'x    +    C'e'y 
-h  A"f"      +   C"«" 

+  C"/" 

Or  il  eft  aifé  de  voir  qu'il  réfulte  de  cette  équation  ,  que 
A'  =  o,  &  A"  =  o  j  on  n'a  donc  plus  pour  équation-fomme ^ 
que  l'équation 

C'd'x   ■+■    C  e'y  =    o  , 
-h    C"d"    4-    C"e" 

H-    ^'/' 

H-    C"/" 

&  feulement  deux  coëfEciens  C  &  C,  pour  y  fatîsfaire. 
Mais  les  deux  équations 

C'd'  ^  CW=o,    &    Ce'  -^  Ce"  =  o  , 
conduifent  à  l'équation  de  condition  fd'  e!' )  =  o  ,  laquelle  ayant 
lieu    par    l'hypothèfe  ,    il   eft  clair  qu'une    feule  de  ces  deux 
équations ,  combinée   avec    l'équation  C f    -t-    C" f"  =  o  , 
fuiBra  pour  fatisfaire  à  la  queftion. 

Or  l'une  donnera  pour  équation  finale  ( d' f" )  =  o,  & 
l'autre  (e'f")  =  o  ;  &  il  eft  aifé  de  voir  qu'elles  rentrent 
l'une  dans  l'autre,  en  vertu  de  ce  que  (d'e")  =  o. 

(37^-)  Quant  à  la  démonftration  de  la  propofition  ,  que 
toutes  les  fois  qu'on  rencontrera  le  fadeur  avant  que  d'arriver  à 
la  dernière  ligne ,  c'eft  une  preuve  ,  que  dans  le  cas  où  ce  facteur 
eft  zéro ,  on  peut  employer  moins  de  coëfiiciens  ;  elle  fe  tire 
de  ce  que  dès  qu'on  arrive  à  la  ligne  qui  fournit  ce  fa6leur , 
l'équation  que  l'on  emploie  pour  le  calcul  de  cette  ligne  ,   fe 
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trouvant  fatiçfaite  ,  par  l'hypothèfe  que  ce  fafteur  eft  zéro  ,  on  a 
donc  une  équation  de  plus  qu'il  n'eft  néceffaire  pour  fatisfaire  à 
la  queftion  ;  on  peut  donc  omettre  cette  équation  ;  &  alors  on 
fe  trouve  avoir  une  inconnue  de  plus  qu'on  n'en  a  befoin.  On 
peut  donc  former  une  nouvelle  équation  arbitraire  ,  qui  fouvent 
comme  nous  en  verrons  des  exemples ,  peut  être  telle  qu'elle 
permette  de  fuppofer  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ou 
de  coëfficiens  égaux  à  zéro. 

(37^')  ^^  ^'^'"^  ^^  P^s  ^s  même  ,  lorfque  le  fadeur  ne  fe 
préfente  qu'à  la  dernière  ligne ,  c'eft-à-dire  dans  l'équation 
finale  ;  car  puifque,  par  l'hypothèfe  ce  fa£teur  n'arrive  qu'avec 
l'équation  finale  ,  c'eft  une  preuve  qu'il  n'eft  pas  fadeur  commun 
des  valeurs  des  inconnues  ;  que  par  conféquent  la  fuppofition  que 
ce  fadeur  eft  zéro  ,  n'en  anéantit  aucune  ,  ce  qui  a  lieu  au 
contraire  ,  lorfque  le  fadeur  arrive  avant  la  dernière  ligne. 

Si  l'on  veut  un  exemple  du  cas  où  le  fadeur  n'arrive  qu'avec 
l'équation  finale  ,  on  peut  fe  propofer  de  trouver  l'équation  finale 
réfultante  des  trois  équations  fuivantes 

a  X'  -h  i  xy  •+■  c  y^  -h  d  x  -4-  ey-f-y=o« 
a'  x'-  -h  b'  xy  -f-  c'y*  4-  d' X  4-  e' y  -i-  /'  =  o  , 
d"x     ■+-   e"y     -t-  /"  =  o, 

on  verra  qu'on  peut  réduire  les  trois  polynomes-multîplîcateurs 
de  ces  équations ,  à 

£>x   -+■    F,  D>x   -\-    F' ,    ^''x"  -H  B"xy  4-   D"  x  -hE"y  4-  F". 

Si  l'on  procède  au  calcul  ,  on  ne  trouvera  aucun  fadeur 
commun  dans  aucune  des  lignes ,  fi  ce  n'eft  dans  la  dernière  , 
ou  dans  l'équation  finale   qui  aura  e"  pour  fadeur. 

Si  au  lieu  de  prendre  ces  polynômes-multiplicateurs ,  on  prend 
ces  autres- ci 

Dx  -^Ey  +  F,    D'x  4-  E' y  4-  F\  B"xy  ■+■  D"x  4-   E'y  4-  F". 

Et  qu'on  forme  l'équation  arbitraire  que  l'on  a  droit  de  former, 
parce  qu'il  y  a  un  coefficient  inutile  ,  on  verra  qu'aucune  des 
lignes  ne  donnera  de  fadeur  commun,  fi  ce  n'eft  la  dernière 
où  l'équation  finale ,  qui  aura  pour  fadeur  (a  c' }. 

Ss  ij 
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Alors ,  ce  fadeur  n'indique  autre  chofe  qu'une  folution  de  la 
nature  mentionnée  (ayp&aSy);  il  n'indique  nullement  qu'on 
puiffe  arriver  à  l'équation  finale  avec  un  moindre  nombre  de  coëffi- 
ciensj  mais  il  indique  une  autre  chofe  qu'il  eft  bon  de  faire  remar- 
quer. C'eft  qu'alors  les  polynômes-multiplicateurs  qu'on  a  choifis, 
feroient  vaine4iient  employés  à  l'élimination  :  je  m'explique. 

iSi  dans  le  cas,  par  exemple,  où  l'on  emploie  les  trois  poly"» 
nomes-multiplicateurs 

Dx-hF^  D'x  -h  /",  A"x^  -4-  B"xy  -+-  D"x  -H  É"y  +  F", 

on  avoit  e"  =  o  ;  c'eft-à-dire  ,  fi  la  troifième  équation  étoit  fim- 
plement  d"x-\-f"  =  o;  alors  l'équation  finale  à  laquelle  on 
arriveroit  avec  ces  polynômes-multiplicateurs ,  feroit  o  =  o  j, 
qui   ne  feroit  rien  connoître, 

La  raifon  eft  que  ces  trois  polynômes ,  qui ,  plus  généralement > 
font 

jDx-^Ey-^F,   D'x-+-E'y  +  F,A"x^-'r  B"xy-^CY-hD"x  +  E"y^F",^ 

n'ont  été  réduits  à  la  forme  plus  fimple  que  nous  leur  avons 
donnée,  que  par  la  fuppofition  tacite  qu'il  étoit  pofTible,  à  l'aide, 
de  la  troifième  équation ,  de  faire  difparoitre  les  termes  Ey  &  E'y 
dans  les  deux  premiers  polynômes.  Or  cette  fuppofition  qui  eft 
fondée  tant  que  e"  n'efî  pas  zéro ,  ne  l'eft  plus  lorfque  e"  =s  o  i 
car  n'y  ayant  plus  de  termes  en  y  dans  Téquation  d"x  H-  f"  =  o^ 
elle  ne  peut  plus  fervir  qu'à  faire  difparoître  des  termes  en  x„ 
Les  deux  premiers  polynômes-multiplicateurs  doivent  donc  alors 
être  Ey-^  F,  E'y -^  F'  au  lieu  de  Dx -+-  F,  ôi  D'x  ~h  F'  ; 
&  le  troifième  fera  B"xy  -i-  C'y'  ■+-  D"x  -h  E"y  -h  F". 

Au  refle,  cela  n'empêche  pas  ,  que  fi  après  avoir  calculé 
l'équation  finale  avec  les  polynômes  tels  que  nous  les  avions  pris 
d'abord,  on  extrait  enfuite  le  fadeur  e" ,  cela  n'empêche  pas  ," 
dis-je,  que  l'autre  fatleur  ne  foit  la  véritable  équation  finale, 
La  véritable  équation  finale  n'efl  dans  le  cas  d'échapper  à  cette 
forme  de  polynômes-multiplicateurs ,  que  lorlqu'avant  de  pro- 
céder au  calcul,  on  a  exprimé  dans  l'équation  d"x-he"y  H-/"=  o,  • 
la  condition  que  e"  =  o  ;  c'efc- à-dire  ,  quand  on  l'emploie 
comme  d"x  -H  f"  =  o. 

Un    raifonnement  femblable    s'applique   au    cas    où  l'on   a 
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On  voit  donc  que  lorfque  le  fa£leur  n'arrive  qu'avec  la  der- 
nière ligne  ,  fon  ufage  eft  de  faire  connoître  que  dans  le  cas  où 
les  coërticiens  des  équations  propofées  auroient  la  relation  ex- 
primée  par  l'équation  que  l'on  auroit  en  égalant  ce  fadeur  à 
zéro  ,  la  forme  adoptée  pour  les  polynômes-multiplicateurs ,  ne 
peut  convenir  à  ce  cas ,  &  qu'il  faut  en  prendre  une  autre  , 
ce  qui  eft  toujours  facile. 

(  373-)  Suppofons  maintenant  qu'on  demande  l'équation 
réfultante  de  l'élimination  de  x  &c  y ,  dans  les  trois  équations 
fuivantes 

a  X  y  -i-  è  X  •+■  c  y  -h  d  =0, 
a' X  y  •+■  b' X  H-  c'y  4-  <i'  =ï  o  , 
a"xy   -+-  b"x  +   c"y   -4-   ^'  =  o. 

Je  prendrai  donc  (  ^jp)  tout  fimplement ,  pour  polynômes-» 
multiplicateurs,  trois  polynômes  de  la  forme  ( x' ,  y"" y- 

Mais  fi  nous  appliquons  à  ce  polynon^  les  mêmes  raflbnne- 
mens  qui  ont  été  faits  (  3  JP  ) ,  nous  verrons  que  nous  pouvons 
en  fupprimer  les  dimenfions  4  ,  3  &  2  ;  parce  que  chacun  de 
leurs  coéfficiens  fe  trouveroit  ==  o.  Donc  le  polynôme-multi- 
plicateur le  plus  fimple ,  pour  chaque  équation  ,  fera  de  la  forme 

Préfentement ,  le  nombre  de  coéfficiens  inutiles  eft  1  ;  parce 
qu'à  l'aide  des  deux  dernières  équations,  on  peut  toujours  faire 
difparoître  un  terme  dans  le  premier  polynôme ,  ôc  cela  fans  en 
introduire  de  nouveaux  *. 

Multipliant  donc  chaque  équation  par  un  polynôme  de  la  forme 
A X  -^  By  -f-  C,  &  ajoutant  les  trois  produits,  j'aurai  pour 
«équation-fomme  une  équation  de  cette  forme 

A  ax-y    -\-    B  a  xy"-  =:  o  , 
-t-    Ab  x' •^-   Ac  xy     4-    B  c  y'' 
-\-    B  b 
•+-   C  a 

4-    A  dx    -Jr  B  dy 
^    Cb       ^    Ce 

^     Cd 

»  ■  o— ^— — — — — a  n 

*  Si  onavoit  pris  la  forme  (a."  ,  j'  )-  pour  celle  de  chaque  pol/nome-multipri'ea- 
teur,_on  auroit  trouvé,  en  raifonnant  comme  on  l'a  fait  (  3ï9)  .  que  cette  forme 
peut  être  re'cîuitc  à  (x',  jy»  )■  avec  une  équation  arbitraire  dans  l'équation-fomme, 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  difons  actuellement. 
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Et  à  caufe  du  coefficient  inutile,  je  forme  l'équation  arbitraire 
^,.  _^  A'c'  -\-  ^"c"=o,  ou  Bb  -t-  B'b'  -h  B"b"  =  o, 
ou  C  a  -¥■  C  a'  -^  C"ci'  =  o  ,  ou  &c.  Je  m'arrête  à  la  première  ; 
&  j'obferve  qu'avec  les  deux  équations  que  donneront  les  termes 
x'^y  &  jc* ,  dans  lefquelles  il  n'entre  aurti  que  les  coëfiiciens 
A  y  ^',^",  j'arriverai  à  la  conclufion  A  =  o,  ^'=  o,  ^"  =  o.  Je 
r.'ai  donc  véritablement  à  calculer  que  la  valeur  de  BB'B"C  C'C", 
Parcourant  donc  fucceflivement  les  termes  xy^jXy ^y^yX  Sx.y  % 
&  celui  fans  x  va  y ,  j'ai  comme  il  fuit  : 

Première  ligne aB'B"CC'C" 

Seconde  ligne (ab')B"CCC"  +  aB'B"aCC" 

Troifième  ligne. ...  (a  b'c"  )  C  C'C"  ■+■  (ac')  B"a  C'C 
Quatrième  ligne. . .  (ab'c")bC'C"  —   ( ac')  B"  (ab')C" 
Cinquième  ligne...  (  ab'c"  )  .(  b  c')C"  —  (  ac'd")  ,(ab' )C" 

en  rejettant   le  terme    où  refteroit  B"  qui  ne  peut  plus  avoltf 
d'influence   fur  l'équation  finale. 

Sixième  ligne ( ab' c" )  .( bc'd" )  —  ( ac'd").(ab'd" )  =  o, 

c'eft-là  l'équation  finale. 

(3  740  Si  l'oi^  fuppofe  que  a,b,c,d  fuient  refpe£lîvement 
de  o ,  I ,  I  ôc  2  dimenfions  en  ^  y  &  qu'il  en  foit  de  même  de 
a',b')C'  d' f  &  de  a",b",  c",  d" i  on  voit  donc  que  l'équation 
finale  en  ^ ,  fera  du  degr^  o-H  i-Hi-t-  iH-i-i-2,  c'eft- 
à-dire  ,  du  degré  6.  Or  les  trois  équations  propofées ,  feroient  , 
dans  tout  leur  développement,  de  la  forme  ^jc',^',  '^J*  =  o  , 
lefquelles  doivent  en  effet  (  62  )  conduire  à  une  équation  finale 
du  degré  6. 

(375-)    Suppofons  à  préfent  trois  équations  de  la  forme 

a  X*  -i-  b  xy   =   o  , 
-1-    ex     -^   d y 
•+■    e 

On  peut  prendre  d'abord  pour  forme  de  chaque  polynôme- 
multiplicateur  ,   le   polynôme  ^^^jJ'V**  ^^^   ^"  raifonnant 
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comme  il  a  été  fait  (  34P  6*  fuiv.  ) ,  on  verra  qu'on  peut  ad- 
mettre la  forme  plus  fimple  (x* ,y)'^ ,  puis  la  forme  encore  plus 
/impie  (x^ij)^  i   ôc  enfin  (x^)''  la  plus  fimple  de  toutes. 

Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  fera  zéro  ,  parce  qu'on  ne 
pourroit  entreprendre  d'en  exclure  aucun ,  dans  cette  forme,  fans 
en  introduire  de  nouveaux. 

Concevons  donc  qu'on  multiplie  chaque  équation  ,  par  uni 
polynôme  de  la  forme  Ax^  -4-  J5  x  -}-  C ,  l'équation- fomme 
fera  de  la  forme 

A  ax"*  -\-   A  b  x^  y    =  o  ^ 

■\-  A  cx^   -k-   Ad  x^y 
r^  Ba       -^   B  b 

'h  A  ex'-    •+■   B  d  X  y 
H-  Bc        ^   C  b 
"t-  Ca 

•\-  B  ex     -\-   C  d  y 
-t-  Ce 

-^  C  e 

On  aura  donc  comme  il  fuit  : 

Première  ligne. ,  .  .  a  A'  A" 

Seconde  ligne..  .  .  iab' )  A"B  3'  B'' 

Troiûème  ligne  .  .  .  {abc')BB'B'^  iab')  A"  aS  '  B" 

Quatricme  Ugne Hab' c')b  B' B"  —  {ab'  d)  aB' B"  +  (ab' )A"(a  b')B  "]  C  C  C" 

Cinquième  ligne.  .  .  Hab'c").{bc)B"- {ab'd"  Uac"iB" -i-(ab' e"  ).(ab' )B'']CC'C'-i-  Hab' c")bS'B'-(ab'd")aBB-iaC'C' 

En  rejettant  les  termes  où  refteroit  A"  qui  ne  fe  trouvant  plus 
dans  les  équations  fuivantes ,  ne  peut  plus  avoir  d'influence  iur 
l'équation  finale. 

lixième  ligne [(  abc'Ubc'd")  — (ai'<i").f<ic'.J")H-(a6V').{a6'<£'')]  CCC"+ [(a6V').(6d')B"-(aW).(flJ')B'']  tf  CT' 

—  [(abc'')Abc')B'—lab'd").(ac')B"+(ab'e'').lab')B"'ibC'C" 

En  rejettant  les  termes  où  refteroit  B'B"  qui  ne  peuvent  plus 
avoir  d'influence  fur  l'équation  finale. 

Septième  ligne.  .  .  .  l  {ab'c").{bc'd")  — (ab'd").(acd')  +  (ab'e"y(''b'd")]cCC"+[{ab'c"}.{bd'e")—(ab'd").iad'e")'3aC'C^ 
.—  [  (  a  b'c").(b  ce")  —  (a  b'd  ').{ace')  +  (a  b'e").(ab'e  ")  ]bC'C'' 

pn  rejettant  les  termes  où  refteroit  B'\  ' 
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Huitième  ligne  ...  [  (  a  b'c')4b  cd  ')  —  iab'd'  ).lac'd')  +  iab'e").^ab'd")]  (cd')C'  +  i{ab'c").ibd'e")  —  [abd').(,ad'e")](ad')C'- 

—   i[ab'c  ).(bcc')—labd").{ac'e')+{ab'e").{ab'e")'i  {bd:)C" 

Nçuvicme  ligne   ou   équation  finale 

Habc').[bcd")---iab'd").{acd")-^i[ab'e).[ab'd')Hcd'e')  +  Hab'c').[bd't')—(,ab'd'').[ad'e")  ].(fld'e")  •) 

>  =  a. 

—  [(at'c  ').(6ce  ")  — (a6'<f").(flc'e")-f-{ii6'e").(a6'e')].{6d'«')   ■' 

Equation  dégagée  de  tout  fa£leur  fuperflu. 

(37^0  Si  l'on  fuppofe  que  les  trois  équations  que  jufqu'icî 
nous  avons  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  inconnues,  foient 
dans  leur  développement ,  de  la  forme  (x\y\  "^ )  =  o  ;  on  fait, 
par  ce  qui  a  été  dit  (  ^2  ) ,  que  l'équation  finale  doit  être  du  degré 
8  —  1=7;  c'eft  auffi  ce  que  donne  l'équation  à  laquelle  nous 
venons  d'arriver  ;  car  alors  les  dimenfions  de  a,  b ,  e ,  d ,  £  font 
refpetlivement  de  o  ,  o  ,  1 ,  1,2;  il  en  eft  de  même  de 
a' ,b',c' ,d' ,e'  ,  &  de  a",b",c",d",  e",  d'où  il  eft  aifé  de 
conclure  que  chaque  terme  de  l'équation  finale  ci-defllis ,  comme 

(ab'c")  .(bc'd'J  .(cd'  e"), 
eft  de  la  dimenfion  o-Ho-ï-m-o  -hi-|-i-l-ï-+-i-t-2  =  7. 

Si  les  trois  équations  en  jc  ,j/  &  :^  font  de  la  forme  [jc,  (y,  -{^J'T  ; 
alors  (131)  l'équation  finale  doit  être  du  quatrième  degré.  C'eft 
auffi  ce  que  donne  l'équation  finale  ci-defTus  ;  car  alors  a,b,c,d,e 
font ,  refpedivement ,  des  dimenfions  0,0,1,0,1;  il  en  eft  de 
même  de  a' ,  b' ,  c' ,  d' ,  e\  &  de  a",  b",  c",  d",  e"  ;  donc  chaque 
•0  :),  terme    de  l'équation  finale  ci-deffus  ,  eft    de  la  dimenfion 

o-f-o-}-i-+-o-hi-i-o-+-i-i-o-f-i=4., 

■(  ^77-)    Nous  avons  (  320  &  321)  donné   l'équation   finale 
enx  réfultante  de  trois  équations,  de  la  forme  [_x ,  ( y ,  "^j^ y  =  o  i 
„„,.  mais  nous  avons  dit  que  l'équation  finale  en  y  ou  en  7^,  trouvée 

par  la  même  méthode  ,  offrant  plus  de  complication  ,  nous  la 
donnerions  ailleurs,  par  une  méthode  plus  fimple.  L'équation 
iinale  ci-defiTus,  la  fournit  la  plus  fimple  qu'il  eft  poffible. 

En  général ,  fi  les  trois  équations  propofées ,  font  de  la  forme 
f  a- ,  1^7  ,  ;[^  '  3'  =  o  ;  en  les  mettant  fous  la  forme  d'équations  à 
deux  inconnues,  il  ne  s'agira  ,  pour  avoir  l'équation  en  x  ,  que 
de    trouver    l'équation,  de    condition    réfultante    de  ces  trois 

équations 
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équations 

a' y   -H    b'  i    •+-    c'  =  o  , 
a!>y  -^    h\  -H    c"=  o, 

qui  eft  f  û  ^'c'V  ■■=  o-  Ainfi  tant  que  deux  des  inconnues  ne 
pafleront  ni  enfemble  ni  féparément  le  premier  degré  ,  i'équatioa 
finale  pour  la  troifième  inconnue  fera  très-facile  à  déterminer. 

Quant  à  l'équation  finale  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
deux  autres  inconnues ,  on  mettra  les  équations  fous  cette  forme 

Alors  raifonnant  comme  dans  l'exemple  précédent ,  on  trou- 
vera que  pour  arriver  à  l'équation  finale ,  les  polynômes-multi- 
plicateurs les  plus  fimples  que  l'on  puiffe  employer ,  font 

{  X  )  pour  la  première  équauon  , 

t  Jf.  t"  —  t-  --a 

(  X  )  pour  la  féconde, 

t  +  t'  —  1 
(  X  )  pour  la  troifième  ; 

c'eft-à-dire ,  qu'ils  ne  feront  fon£bion  que  d'une  feule  des  deux 

inconnues, 

(  378-)  Suppofons  aÊluellement  que  les  trois  équations  pro- 
pofées  ,  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  deux  inconnues  ,  font 

de  cette  forme   fx,jj'^  =  o. 

Le  polynôme  -  multiplicateur  de  chacune  peut  (3^0)  être 
réduit  à  la  forme  fx  ,  yj  ' ,  ôc  même  (  5  ?  i  )  à  la  forme  fx*,y'J^f 
avec  une  équation  arbitraire  dans  telle  dimeiifion  que  l'on 
voudra. 

Concevons  donc  que  les  trois  équations  propofées  font  de  cette 
forme 

a  x''   •+■    b  X  y    •+•    c  y*  =:  o  , 
•^   d  X     -^-    e  y 
-f-   / 

&  qu'on  multiplie  chacune  par  un  polynôme  de  cette  forme 

A  x'-   -^    £   X  y 
+    n  X     -^    E  y 

Te      ^ 


550        ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

L'équation -fomme  fera  de  la  forme 

^  ax*  -h    Ah  x^y    -h    A  c  x'^y'-  -+■    ^  c  «  yî  =;  o  g. 


-4- 

B  a 

-H 

Bh 

Adxi  -»- 

A  e  x'-y 

+ 

Btxy--  ^^   Ecyi, 

I>  a      ■+■ 

£  d 

■+■ 

D  h 

4- 

De 

-t- 

Ea 

4- 

E  b 

A/x^  -4- 

Bfxy 

4- 

Eey- 

D  d      -+- 

De 

4- 

Fo 

Fa       ■+■ 

Ed 

■+■ 

F  b 

Dfx    -f. 

Efy 

Fd       4- 

Fe 

-4-    Ff 

Le  nombre  des  coëfficîens  mutiles  ^tant  i  ,  &  ce  coefficient 
pouvant  être  pris  dès  la  première  dimenfion  ,  je  forme  Féquation 
arbitraire  B  a-\-  B'd  -i-  B"a"  =  o  ;  je  pourrois  faire  beaucoup 
d'autres  fuppofitions ,  mais  je  préfère  celle-ci  quieftune  des  plus 
propres  à   fimplifîer  le  calcul. 

La  queftion   eft  donc   réduite  a  calculer  la  valeur  de 

A  A'  A"  B  B'  B"  D  D' D"  E  E'  E"  F  F'  F". 

Comme  nous  avons  donné  jufqu^ci  un  affez  grand  nombre 
d'exemples  de  la  manière  de  faire  ce  calcul,  nous  ne  le  détaillerons 
pas  pour  l'exemple  atSluel  :  nous  le  pourfuivrons  feulement  jufqu'au 
calcul  de  la  ligne  qui  manifeftera  le  facteur  de  l'équation  finale  ^ 
&  nous  donnerons  feulement  le  réfultat  du  refte  du  calcul. 

Parcourant  donc  fucceffivement  les  équations  fournies  par  les 
fermes  x%  x^ y  ,  l'équation  Ba-^  B'a'  -4-  h"a!'  —  o,  &  celles 
fournies  par  les  termes  x  ^j-  '  &  xy  %  nous  aurons  comme  il  fuit  j 

Première  ligne...  a  A' A" 

Seconde  ligne...,  (  a  h'  )A"  B  B'£<' 

Troifième  lig...  —  (ab' )A"  aB'B" 

Quatrième  lig...  —(  a  b' c"  )a£'B''  +  (  ab' )A"  (  ab'  )  B" 

Cinquième  ligne.  .  [  —  (a h'c"j  . (a  c'jB''  —  (a  b')A" (a  b'c")  ]  D D'D'\ &c: 

On  voit  donc  que   toutes  les  lignes  fuivantes    auront  poxii: 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.       331 

facteur  commun  la  quantité  (a  b'c" )  y  laquelle  fera  par  conféquent 
fccteur  de  l'équation  finale.   Détachant  donc  ,  pour  plus  de  fim- 

{)Iicité,ce  facteur,  il  refte  à  calculer,  à  l'aide  des  termes  x\  xy,  ôcc. 
a  valeur  de 

—  [(ac')B"  ■+■  (ah')A"]D  D'D"EE'E"FF'F" 

que  l'on  trouvera  donner  l'équation  finale  fuivante   (  A  ) 

na<fe'').[(a6V)  +  (ac'd')]  — (fl  ty  ■).[;*  J«')— (a  c/')  3  — («&/'■  ).(flfre ')].[(  fc<;V).(<ff/'' )  +  [«.«/■■  ).;,;<f/')] 
-t-  Hab'c").UabT)  —  {adVn  +  {acd")-—  (a  fc'i' ).(fcc<i' )].[  (t<f/^').(cc/"  )  —  i.cdf  )^~  {cctei' ){dej"  )-\ 

—  l(act").HadCe")  —  iabf)  +    {acd').(acj)  —  {ab'd").U  ie)-\.[<.a  ce').{de  f)  +  {  acf  Uc  dT  )\ 
+  [(ai/").[(afrV)+(ji:'</")]  —  {abi').{bdf  )  —  (  a  t/  )=].[(6c<i').Cce/  )  —(bceUbef)  +(.bcf  )  =] 

—  Hae'e'Uadf)—  labf"Uac'f'')—(abd'Ucdf')-i.llac'd'Uce'f)-i-iacf).(bcf')—(ae'e'Hbef'):i 
+  Ltat/"J-[(a6'e'')  +(a<:'rf')]  —  {  acj' ).{abf"  )  — {  abrUbef')].  Kae'f'U  b  ce")  —  (.ac'f  )-(bcf)  ] 
-f-  t(ac>").C«e/")— (ac/")'—  (a6'd').(c  «y")  ]  [(  ac/")  »— (acV').(ae/")] 

H-  C(«fcc").(«er')-l-Cac''i'U'»<:/')  — (afc<i").{6<:/")  ].  [(afc/"  ).(£«/')  +  (cde').(aef  )  —  (acf   ).{cdf  )-i 
-h  (abc'Uecf").  HabJ"Ui'T")—  (abd').(de'f')  —  (acf'U^dT)l 

—  («<<'/").  (ce/  ').[  (a  b'c").{acf   )-\-  [acd).{ace)  —  {abd').{.bce')  ] 

c'eft  l'équation  finale  réfultante  de  trois  équations  à  trois  in- 
connues ,  quelque  foit  d'ailleurs  le  degré  de  ces  trois  équations  , 
pourvu  feulement  que  deux  des  inconnues  n'y  paflent  pas  le 
iecond  degré. 

(3  79«)  Nous  obferverons  ,  que  dans  le  calcul  de  cette 
équation ,  lorfqu'on  arrive  à  la  huitième  ligne ,  on  trouve  entre 
autres,  les  termes 

(ab'e"J.(ac')D"  —  f  a  c' e"  )  .  (ab' )D". 

Au  lieu  de  ces  deux  termes ,  nous  avons  fubftitué  (a  b'd' ),(a  e'JD"^ 
fondés  fur  ce  que  (  221  )  l'on  a 

(a  de")  .(ab')^(a  b'e" )  .  (a  c')  +  (a  b'c") .  (a  é)  =  o. 

Cette  fubftitution  fait  naître  dans  le  calcul  de  la  onzième  ligne  ^ 
le  terme  (ab'c"J .  (a  de!')  qui  n'étant  autre  chofe  que 

(a  b'd')  [  (a  d  —de)  d'  —fad'^  a"e)  d  -h  fa'd'  —  a"d)  c  ] 
eft   évidemment  =  o. 

(380-)  Si  l'on  fuppofe  c  =  c'  =  c"  i=  o  ;  alors  chaque 
quantité  comme  (ab'd')  ,    (add")^  (  c  d'  d'  )  y  &c.    dans 

Ttij 


=   o. 
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laquelle  entre    c  ou  c'  ou  c" ,  fera  =  o. 

Concevons  qu'on  anéantifTe  d'abord  dans  l'équation  {A)  ch 
'deffus  tous  les  termes  où  l'une  quelconque  des  quantités  c  ,  ou  c', 
ou  c''  ,  doit  monter  à  plus  d'une  dimenfion  :  alors  Téquatiorï 
fera  réduite  à 


[(ad'e").(ah'e")—(al>'d").(bd'e")  —  (ah'f").(ab'e'')].(hc'e").(de'f")  =ôi 
^  [  (ad'/").(ai'e")  —  (ab\V').(b  d'f")  —  (ab'f  ")''■]  (b c' e" ) .  (b e'f"  ) 
4-  [  (ae'/").(ab'e")  —  (ab'd").(be'f' )  ]  .  (ae'f")  .  (b  c' e"  ) 

Maintenant  il  eft  clair  que  le  premier  memtre  de  cette  équation 
eft  zéro,  par  la  fuppofition  de  c  —  c' =  c"  ==  o.  Mais  comme 
toute  l'équation  a  pour  fadeur  (  b  de!')  ,  il  eft  clair  qu'on  a 
aufli  (i?) 

l(ad'e").(ab'e")  —  (ab'd").(bd'e")  —  (aP/")  .  (aFe")  ]  .  (de'f")  =  0  J 
^  i(ad'f").(ab'e")  —  (ab'd").(bd'f")  —  (ab'f")'--^  '  (b  e'f"  ) 
:-H  [  (ae'f").(ab'e")  —(ab'd" ).(b  e'f«)  ]    (a  e'f") 

Equation  qui  en  changeant  denc,  eend,fen  e,  revient  en- 
tièrement à  celle  que  nous  avons  donnée  (  375  )  ;  &  il  eft  aifé 
,de  voir  que  cela  doit  être  en  effet. 

(  3  8  I  •  )  Si  dans  l'équation  {  B  )  on  fuppofe  a^=^  a'  =  d'  ■=  O3 
&  qu'on  anéantifTe  de  même  d'abord  ,  les  termes  ou  les  quantités 
ç. y  a' y  a" y  doivent  monter  à  plus  d'une  dimenfion ,  on  aura 

—    (  ab'd"  )  .(bd'e")  .  (  de'f")  ■+■  (  ab'd").(b  e'f"  )  .  (bd'f"  )  =o, 

ou,  en  fupprimant  le  fa£leur  (ab'd")  ,  on  aura(C) 

(  b  e'f"  ).(  bd'f"  )  —  (bd'e"  )  .  (de'f")=.  o. 

Equation  qui  eft  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  (  375  )> 
en  changeant  /»  en  a  ,  c/en  ^ ,  e  en  c,  ôc/en  i/;  ôc  cela  doit 
(être  en  effet. 

(382.)  Si  dans  f  équation  (  C)  on  fuppofe  b  =  b'-=  h"  ^=  o  , 
&  qu'on  fupprime  d'abord  feulement  le  terme  où  b  ,  b' ,  b" 
paiferoient  la  première  dimenfion,  on  aura  —  (b  d'e").(de'f")  =  o, 
ou  fupprimant  le  fadeur  —  fbd'e"),  on  aura  fd  e'f")  =  0  i 
c'eft  en  effet  l'équation  de  condition  que  doaneroient  les  trois 
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équations 

d'  X  -h   e'j  -+-  /'  =  o  i 
d"x  -f-  e"y  H-/"  =  o. 

(383-)  Examinons  préfentement  le  facleur  ( ah' c" )  que 
nous  avons  trouvé   dans  le  calcul  de  l'équation  (  A  ). 

Ce  fadeur,  ainfi  que  nous  en  avons  déjà  prévenu,  n'indique 
iqu'une  folution  particulière ,  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons 
fait  connoître  (279  &  287  ). 

En  effet  fi  l'on  conçoit  qu'à  l'aide  des  deux  dernières  des  trois 
équations  propofées ,  on  détermine  les  valeurs  de  y'^  &  de  xy  , 
&  qu'on  les  fubftitue  dans  la  troifième  pour  en  conclure  la 
valeur  de  jc  * ,   on  trouvera 

faiV^^-H   (bc'd'<)x  +  (b</e")y  -4-   (hc'f)  =  oi 

Concevons  maintenant  qu'on  fubftitue  cette  valeur  de  x*  dang 
l'une  quelconque  des  trois  équations  propofées  ,  je  dis  qu'elle 
fatisfera  à  toutes  les  trois  dans  le  cas  on  f  a  h'  c" )  =  o. 

En  eifet,  dans  ce  cas  on  a 

(bc'  d"  )x  4-  (bc'e"  )y  -+-  (hc'f"  )  =  O, 

&  par  conféquent  x*  =  ~  •■,  cette  valeur  fubftituée  dans  chacune 
des  trois  équations  propofées  ,  y  fatisfait  donc  ;  c'eft  donc  une 
folution  de  la  nature  de  celles  que  nous  avon3  lait  connoître 
(  27P  &  287  ). 

(3  84-)  Mais  Ç\  ( a  b' c"  }  =  o  f  n'indique  d'autre  folution 
ique  celle  que  nous  venons  d'expofer ,  c'eft  en  même  temps  (  370  ) 
le  figne  que  dans  ce  même  cas  de  (^  û  /«'c"^  =  o  ,  on  peut  arriver 
à  l'équation  finale  avec  un  moindre  nombre  de  coëfficiens  3 
puifque  ce  facleur  s'eft  préfenté  ,  dans  le  calcul  des  lignes ,  avant 
qu'on  foit  arrivé  à  l'équation  finale. 

En  effet  ,  fî  en  vertu  de  cette  confidération ,  on  forrrtd 
Une  nouvelle  équation  arbitraire  ;  par  exemple  ,  l'équation 
B  b  -ir  B' b'  H-  B"b"  =  o  ,  outre  l'équation  arbitraire 
^ a  -+-  B' a'  'f'  B" a"  ^=  o  ,    qu'on  avoit  forijiée  lors  de  Iss 
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folution  générale  ;  on  verra  qu'avec  l'équation  fournie  par  le 
terme  xy  '  de l'équation-fomme, on  fera  conduit  \  B=q^  B' ^. o, 
B"=  o  ;  &  fi  l'on  procède  au  calcul  de  AA'A"DUp"EE'E"FF'F", 
on  verra  que  quoiqu'on  ait  un  coefficient  de  moins  qu'il  ne  refte 
d'équations ,  néanmoins  on  fatisfera  à  l'élimination  ,  parce  que 
des  trois  équations 

Aa-^A'a'-hA"a"  =  o^  Ab -ir  A'b'  -\- A"h"  =.0 ^  A<:  +  A'c'-fr  A"c"  =  0 

ique  donneront  les  termes  x'*,xy,  xy^  ^  l'une  a  toujours  lieu  , 
quand  on  fuppofe  (ab'c"  )^=o\  ou  ce  qui  revient  au  même  , 
l'équation  de  condition ,  à  laquelle  elles  conduifent ,  eft  précifé- 
ment  (a  h' c" )  =  o. 

Ainfî  pour  arriver  à  l'équation  finale  convenable  à  ce  cas  , 
avec  le  moindre  nombre  de  coëfficiens  pofllble ,  on  prendroit  trois 
polynômes-multiplicateurs  de  cette  forme  A  x^-\r  O  x-h  Ey  -+■  F, 
&  en  procédant  au  calcul  des  lignes ,  on  omettroit  l'une  des 
trois  équations 

Aa+A'a'-^A"a"  =  o,Ah-it-A'b'-^A"b"z=zo,  A c-\- A'c' -<rA"c" —  o. 

Au  refte,  nous  examinerons  plus  généralement  ce  fadeur ,  par 
la  fuite. 

(  3  8  5-)  ^^  terminant  ce  qui  concerne  les  trois  équations  que 
nous  venons  de  confidérer ,  nous  préviendrons  fur  une  appa- 
rence de  folution  plus  fimple  qui  pourroit  peut-être  s'offrir  à 
quelques  Ledeurs. 

Si  l'on  conçoit  qu'à  l'aide  des  trois  équations  propofées  ,  on 
en  forme  trois  autres ,  telles  que  chacune  ne  renferme  qu'une  feule 
des  trois  quantités  jc%  xy  ôc  ^%  on  aura  les  trois  équations 
Suivantes 

(ab'c")x'-  -t-  (hc'd")x  -+-  (bc'e")y  ■+•  (bc'f")  =  o, 
(ab'c")xy  —  (ac'd")x  —  (ac'e")y  —  (ae'f")  =z  o, 
(ab'c")y''    ■+-  (ab'd")x  -f-  (ab'e")y  4-  (ab'f")  =  o, 

âui,  dans  le  cas  de  {a  b' c" )  =  o ,  deviennent  ces  trois  autres 

(bc'd")x-i-  (bc'e")y-i-  (bc'f")=:Oy 
(ac'd")x-+-  (ac'e")y^  Cac'/";=o, 
(ab'd"Jx-i-  ((ià'e"))'-i-.(ak'/")=o, 
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d'où  il  fembleroit  qu'on  peut  arriver  à  l'équation  finale,  dans  ce 
cas  de  (ab'c")=  o,  bien  plus  fimplement  que  ci-defllis ,  puif- 
qu'il  ne  s'agit  que  de  fubftituer  dans  l'une  de  ces  trois  équations  , 
les  valeurs  à^x  Sx.y  fournies  par  les  deux  autres. 

Mais  cette  folution  feroit  illufoire  ,  &  conduiroit  à  une  équation 
identique. 

En  effet ,  des  deux  premières ,  par  exemple  ,  on  tire 

l(bc'd<').(acU")  —  (ac'd").(bc'i")-\x-i,-(bc'f").(ac'c")  —  (bc'e").(ac'f<)=s<n 

Or  il  eft  facile  de  voir  par  les  Théorèmes  donnés  (221  ) ,  que 

(bc'd"  ).(ac'e"  )  —  (ac'd"  ).(hc'e"  )  =  o, 
&     (bc'f"  ).(ac'e'')  —  (bc'e"  ).(ac'f")  =0. 

Il  en  feroit  de  même  pour  l'équation  qui  donneroit  la  valeuf 
de  y.  Il  en  feroit  de  même  auffi  en  combinant  la  première  de 
ces  trois  équations  avec  la  troifième,  ou  la  féconde  avec  la 
troifième.  Donc  de  ces  trois  équations ,  l'une  étant  fuppofée  avoir 
lieu ,  les  deux  autres  n'en  font  qu'une  réplique.  Donc  ces  trois 
équations  n'expriment  rien  de  plus  pour  la  queftion  que  ne  le 
fèroient  deux  d'entr 'elles. 

Réflexions  fur  le  facteur  qui   affecte  l'équation  finale 
trouvée  par  la  féconde  méthode^ 

(  3  85.)  Dans  la  première  méthode  que  nous  avons    donnée 

f)Our  arriver  à  l'équation  finale  ,  il  ne  peut  jamais  fe  préfenter  de 
acleur  qui  puiffe  altérer  le  degré  de  l'équation  finale.  Le  facteur 
ou  les  fadeurs  qui  affecteront  cette  équation  ,  ne  peuvent  jamais 
être  que  des  fondions  des  coëfficiens  donnés  des  équations 
propofées  :  &  ces  fadeurs  ont ,  comme  nous  l'avons  vu ,  l'ufage 
important  de  faire  connoitre  les  cas  où  l'équation  eft  fufceptible 
d'abaiffement. 

Dans  la  féconde  méthode  ,  c'eft-à-dire,  lorfqu'on  veut  pro- 
céder à  l'élimination ,  en  donnant  aux  équations  la  forme  né- 
ceffaire  pour  préfenter  une  inconnue  de  moins  qu'il  n'y  a 
d'équations  ,  l'équation  de  condition  à  laquelle  on  arrive  ,  eft 
très-rarement  fans  fadeur.  Et  comme  les  coëificiens  des  différentes 
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inconnues  qu'on  a  à  éliminer,  font  des  fondions  de  l'inconnue 
relativement  à  laquelle  on  cherche  l'équation  finale  ,  le  degré 
apparent  de  cette  équation  finale  peut  dans  plufieurs  cas  être 
différent  du  véritable. 

Comme  les  calculs ,  par  cette  féconde  méthode  ,  font  incom- 
parablement plus  courts  que  dans  la  première  ,  l'inconvénient  de 
rencontrer  des  fadeurs  fuperflus,  n'eft  pas  affez  grand  pour 
faire  renoncer  aux  avantages  qu'elle  préfente.  Mais  il  eft  né- 
cefîaire  d'avoir  des  moyens  de  dégager  l'équation  finale,  de  ces 
facteurs ,  fi  comme  il  y  a  grande  apparence  ,  on  ne  peut  efpérec 
de  les  éviter  généralement. 

Nous  avons  déjà  dit(339),  6c  nous  prouverons  parla  fuite,qu'on 
ne  rencontrera  jamais  de  ces  fortes  de  fadeurs  dans  les  équations 
à  deux  inconnues ,  mifes  fous  la  forme  d'une  feule  inconnue.  Mais 
il  n'en  eft  plus  de  même ,  lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft 
au-delà  de  deux  ;  &  le  fadeur  devient  en  général  d'autant  plus 
compofé  ,  tant  pour  fa  dimenfion ,  que  pour  le  nombre  des 
lettres  qui  y  entrent ,  cjue  le  nombre  des  inconnues  eft  plus 
çonfidérable. 

(3  87-)  Il  femble  d'abord  que  puifque  par  les  méthodes, 
données  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage  ,  on  peut  toujours 
favoir  quel  doit  être  le  véritable  degré  de  l'équation  finale ,  il 
ne  s'agit  plus  que  de  chercher  dans  l'équation  finale  donnée  par 
la  féconde  méthode ,  les  divifeurs  commenfurables  ;  que  le  fadeur 
fuperflu  ne  peut  manquer  d'être  l'un  de  ces  divifeurs  commen- 
furables ;  Ôc  que  fon  degré  eft  déterminé  par  la  différence  entre 
le  vrai  degré  que  Ton  fait  avoir  lieu  ,  &  le  degré  apparent 
donné  par  la  féconde  méthode  d'élimination. 
^  Cela  eft  vrai  ;  mais  la  recherche  du  fadeur  (liperflu ,  par  unç 
femblable  méthode,  conduiroit  à  des  calculs  infiniment  plus  pé- 
nibles que  le  calcul  de  l'élimination  exécuté  tout  au  long  par  la 
première  méthode  :  &  les  avantages  qu'on  fe  propofoit  en  em- 
ployant la  féconde ,  difparoîtroient  entièrement.  Ajoutons  que 
la  méthode  des  divifeurs  commenfurables  ,  n'eft  encore  qu'une 
méthode  de  tâtonnement  ,  bien  éloignée  de  pouvoir  être  de 
quelque  ufage  dans  des  quantités  auffi  compofées  que  celles 
dont  il  s'agit  ici.  Il  eft  queftion  d'arriver  à  l'équation  finale 
dégagée   de  tout  fadeur  fuperflu  ,    non    par  un    tâtonnement 


incertain  , 
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Incertain  ,  comme  l'eft  la  méthode  des  divifeurs  ccmmenfurables , 
mais  par  un  procédé  afluré.  En  voici  un  qu'on  peut  employer 
généralement. 

(  388-)  I^ans  le  procédé  que  nous  avons  donné  ,  nous 
avons  toujours  un  certain  nombre  d'équations  arbitraires  à  for- 
mer ,  outre  celles  qui  réfultent  de  l'anéantiflement  des  termes 
de  i'équation-fomme.  Comme  ces  équations  arbitraires  peuvent 
toujours  être  choifies  de  plufieurs  manières  différentes  ,  il  eft 
clair  que  les  variations ,  dans  ce  choix  ,  introduiront  des  variations 
dans  le  fadeur  fuperflu ,  par  conféquent  dans  l'équation  finale 
apparente  :  en  forte  que  cette  dernière  peut  toujours  être  regardée 
comme  compofée  de  deux  fatteurs  dont  l'un  qui  eft  la  véritable 
équation  finale  cherchée ,  ne  varie  pas  avec  les  équations  arbi- 
traires ;  ôc  l'autre  au  contraire  qui  eft  le  fadeur  fuperflu  ,  varie 
avec  ces  équations  arbitraires. 

Il  fuit  donc  de-là  que  fi  après  avoir  calculé  ,  félon  le  procédé 
de  notre  féconde  méthode ,  l'équation  finale  apparente  ,  on  cal- 
cule de  nouveau  cette  équation ,  par  le  même  procédé  ,  mais  en 
changeant  quelques-unes,  ou  l'une  feulement  des  équations  arbi- 
traires ,  on  aura  deux  équations  finales  apparentes ,  lefquels  au- 
ront, pour  fadeur  commun ,  l'équation  finale  véritable.  Il  ne 
fera  donc  plus  queftion  que  de  chercher  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  ces  deux  équations  finales  apparentes. 

(  389-)  Mais  comme  le  calcul  de  l'équation  finale  apparente  , 
eft  déjà  par  lui-même  un  travail  aflez  confidérable ,  il  faut  éviter, 
s'il  eft  poftible  ,  la  néceftité  de  le  faire  une  féconde  fois.  Or  c'eft 
ce  que  l'on  peut  toujours,  en  obfervant  ce  qui  fuit. 

En  procédant  au  calcul  des  lignes  pour  arriver  à  l'équation 
finale  apparente ,  on  formera  une  équation  arbitraire  de  moins 
qu'on  n'en  a  en  tout  à  former  ;  &  l'on  calculera  jufqu'à  la  der- 
nière ligne  exclufivement  ,  comme  fi  cette  équation  arbitraire 
n^avoit  pas  lieu. 

Pour  procéder  au  calcul  de  la  dernière  ligne  ,  c'eft-à-dire ,  de' 
l'équation  linale  apparente ,  on  formera  alors  la  dernière  équation 
arbitraire;  maison  la  formera  de  deux  manières,  ôc  employant 
fucceffivement  chacune  de  ces  deux  équations  arbitraires,  pour 
le  calcul  de  la  dernière  ligne ,  on  aura  les  deux  équations  finales 

Vv 


338       ÉQUATIONS     ALGÉBRIQUES, 

apparentes ,  dont  la  véritable  équation  finale  eft  fadeur  commun,-  ' 
(  3  9'^-)  P^'"  exemple  ,  dans  le  calcul  que  nous  avons  fait  (578) 
de  l'équation  finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 
fx,j)^  =  Oj  nous  avons  pris  pour  équation  arbitraire  ,  l'é- 
quation Ba  -h  B'a!  -\-  B"a"  -^  o ,  mais  nous  l'avons  employée  dès 
la  troifième  ligne. 

Mais  fi  le  fadeur  que  nous  avons  vu  être  (ah'c" )  ,  ne  fe  pré- 
fentoit  pas  dans  le  cours  du  calcul  aufii  facilement  que  nous  l'a- 
vons vu ,  je  procéderois  au  calcul  des  lignes  en  parcourant  fijc-  • 
ceffivement  les  termes  x'^,x^y,x^y''yxy^  ,x\x*y ,  &c.  jufqu'à 
l'avant  dernière  ligne  inclufivement ,  &  fans  avoir  aucunement 
égard  à  l'équation  arbitraire. 

Arrivé  à  ce  terme ,  j'emploierois  l'équation  arbitraire 
B  a  •+•  B'a'  -\-  B"a"  =  o  pour  avoir  une  première  équation  finale 
apparente  ;  puis  j'emploierois  avec  la  même  avant  -  dernière 
ligne ,  une  autre  équation  arbitraire ,  pour  avoir  la  féconde  équa- 
tion finale  apparente.  Alors  il  eft  évident  qu'au  lieu  de  faire  deux 
fois  tout  le  calcul  nécefllaire  pour  arriver  à  l'équation  finale  ap- 
parente ,  on  ne  fait  qu'ajouter  au  calcul  de  l'équation  finale  appa- 
rente ,  le  calcul  d'une  nouvelle  ligne, 

(  3  9  I  •  )  Mais  pour  ne  pas  tomber  dans  l'inconvénient  de 
donner  à  la  féconde  équation  finale  apparente ,  le  même  fadeur 
qu'avoit  la  première ,  il  ne  fuffira  pas  toujours  de  former  ,  pour 
le  calcul  de  chaque  dernière  ligne ,  une  équation  arbitraire  diffé- 
rente. Par  exemple  ,  fi  dans  l'exemple  que  nous  venons  de  citer, 
je  prenois  pour  féconde  équation  zxh\x.ïdxrQBb-\-B'b'-\-B  'h"=o; 
la  féconde  équation  finale  apparente  auroit  le  même  facteur  que 
la  première;  &  par  conféquent  ce  moyen  ne  feroit  pas  propre  à 
procurer  l'équation  finale  dégagée  de  fon  fadeur. 

Mais  on  préviendra  toujours  facilement  cet  inconvénient ,  en 
prenant  cette  équation  arbitraire  ,  dans  l'une  quelconque  des  di- 
menfions  inférieures  de  l'équation-fomme.  Ainfi  dans  l'exemple 
dont  il  s'agit ,  je  prendrois ,  pour  équation  arbitraire  fervant  au 
calcul   de  la  féconde  équation    finale   apparente  ,    l'équation 

B  c  -H  B'c'  -+-  B"e"  =  o. 


EQUATIONS    ALGÉBRIQUES,        339 

Moyens  de  reconnoître  quels  font  les  coëfflciens  des  équations 
propofées,  qui  peuvent  feuls  faire  partie  du  facteur  de 
l'équation  finale  apparente. 

(392.)  Quoique  la  méthode  que  nous  venons  de  préfenter 
pour  avoir  le  facleur  de  l'équation  finale ,  ou  plutôt  pour  avoir 
l'équation  finale  dégagée  de  ce  facteur ,  puifle  toujours  être  em- 
ployée avec  fuccès  ,  néanmoins  on  conçoit  qu'il  y  auroit  beau- 
coup d'avantage  à  pouvoir  déterminer  ce  fadleur  indépendam- 
ment des  opérations  que  ctttt  méthode  exige.  Les  vues  que  nous 
allons  propofer,  nous  paroiflent  propres  à  répandre  du  jour  fur  cet 
objet  ;  &  comme  elles  peuvent  d'ailleurs  avoir  quelque  utilité 
dans  d'autres  recherches  analytiques ,  nous  croyons  bien  faire  en 
les  expofant  ici. 

(  3930  Comme  une  partie  de  ce  que  nous  allons  dire  ,  fup- 
pofe  la  détermination  de  l'expreflion  du  nombre  des  termes  du 
polynôme  [_u^(x . .  .n  —  ly*'  •  ^^^  i  i"^ous  pourrions  nous 
contenter  de  donner  ici  cette  expreffion  ,  &  renvoyer  aux  mé-« 
thodes  que  nous  avons  expofées  dans  la  première  Partie  ,  pour 
trouver  l'exprefTion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
quelconque.  Mais  ce  nouvel  exemple  de  la  manière  d'appliquer 
les  méthodes  données  dans  le  premier  Livre  ,  ne  fera  pas  fuperflu. 
Nous  allons  donc  d'abord  donner  la  manière  de  trouver  cette 
expreflion,  ôc  donner  cette  expreiïion  elle-même. 

(3  94-)  Nous  avons  trouvé  (  7;  )  l'expreflion  du  nombre 
des  termes  du  polynôme  [  (u^,  x"^  )  ,  y  . .  .n'\^.  Si  ,  dans 
cette  expreflion  ,  on  fait  A^=A^=B  ,  on  aura 

B  T  T  ,  T-B-i  T-B--k 

l^Z(utX)     ,y...n]     =IVCa...n)     —N(u...n)  —N(u..,n) 

T-B-ï  B-i  T-B-i 

.  ATais  comme 

T~B-i  T-B-t  T-B-t 

N(u...n)  —N(u..,n)  z=N(u...n—i  )  , 

Vv  ij 
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on  aura  pour  exprefllon  plus  réduite, 

S  T  S  T 

T  T-B-i  B  T-B-T, 

s=N(u...n)     —N(u...n)  —N(u)    xN(u...n  —  }) 

Maintenant  pour  avoir  rexpreflTion  de N[^u. . .fx.  ..3)^ .  ,.7i}'^ ^ 
]t  conçois  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  à  l'une  des  trois 
lettres  ^,jy,  ^  qui  entrent  dans  l'exprellion  fx...^)^;  par 
rapport  à  ^ ,  par  exemple  :  &  prenant  s  pour  Texpofant  de  ^i 
dans  un  terme  quelconque  ,  chaque  terme  fera  de  la  forme 
^*  [u  .  . .  f  X. .  .2)^-^  ...n  — i]  ^~\  Il  s'agira  donc  de  fommer 
N [il . . . (x . . , 2) ■^~ ^ . . . n  —  1  3 ^~ ^  depuis s=o,  jufqu'à  s  =  B» 

Or  on  a  ,  félon  ce  qu'on  vient  d'expofer , 

B-s  T-s  T-s        ,  r-B-l 

B-s  T-B-ï 

—  JV  (11)         X  N  (u. . .  n—i  )  ) 

dont  la  fomme  (  70  )  depuis  5  =  0,  jufqu'à  s  =  B ,  eft 

T  T-S-i  B        ,  r-B-t 

N(u.,.n)     —N(u.,.n)  -^N(u)     y.  N(u.  ..n— i  ) 

B  T-B-i 

(  395*)  Po^"*  pafler  de  cette  exprefllon  à  celle  de 
JV[  u. ..  fx  . .  .  ^J^  . . .  nj'^j  on  concevra  de  même  ,  ce  poly- 
nôme ordonné  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  quatre  lettres 
qui  ne  doivent  pas  pafler  la  dimenfion  B  ;  Suppofons  que  ce 
foit  ^,  par  exemple  ,  ôc  concevant  le  polynôme  ordonné  par 
rapport  à  :^,  un  terme  quelconque  de  ce  polynôme  pourra  être 
repréfenté  par  7^'\_u  ..  .(x. ..  3  )^~'. .  .n —  i]  ^~^  Il  s'agit  donc 

de  fommer  iV[z/. .  .  (  x  .. ,  sj^''-  • .  « —  1  ]  ^"^  depuis  5  =  o  j 
jufqu'à  5  =  j5. 

Or  félon  ce  qu'on  vient  de  trouver ,  oii  à 

B-s  T-s  T-s  T-B-X 

l^\_u.,.  (x. .,■>,)         .,.n  —  i)         =N^u  ...n — \)  —N(u...n — \) 

B-s  T-B-i        ,   ,  B-s  T-B-i 
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<3ont  la  fonime  depuis  ^  =  o  ,  jufqu'à  s  =  B  ,  eft 

t  r-B-i  B  T-S-i 

tf(u...n)     —N(u,..n)  ^N(u)    y.  N (u...n— i) 

3  T-B-\  B  T~B-t. 

Donc  en  général 

B  T  T  T-B-t 

N[u...(x...n^)        ...«]     z=N  (u  .,.n)     —N(u,..n) 

B  T— B— 1 

—  N(u.  . .  \)     X  N ( u.  .  .n —  ï  ) 

B  T-B-i  B  ^  T-B-t 

^N(u.,.i)    xN(u...n-'i)  •^N(u...i)     xN(u...n  —  i) 

B  T-B-l  B  T-B-1 

>~A^Ca...4;    y.I^(u...n—n)  ..,..— N(u,..n—i)    xJV(ti...i) 

(396.)  Donc  &  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Livre 
premier ,  Ci  l'on  a  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme 
[_u  .  ..  fx .  .  .71  —  iJ''2'=Oy  renfermant  un  pareil  nombre 
d'inconnues ,  on  aura  le  degré  de  l'équation  finale  réfultante  de 
l'élimination  de  /z  —  1  de  ces  inconnues ,  en  différenciant  n  fois 
de  fuite  la  quantité 

r  r-s-i  B  T-s-t. 

N(u...n)     —  N(u.  ,.n)  -^NCu)     xN(u...n—\  ) 

S  T-B-r  B  T-B-\ 

\^N(u.,.z)     xN(u...n-~iJ  —N(u...i)     y.N(u...n—i)  ....3 

B  T-B~i 

— N(u...n—z)     xN(u...i)  , 


te  faifant  varier  fucceflivement    T  de  t ,  t',  t",  t"',    &c.    &    B 
de  b,  b',b",b'%  &c. 

(397.)    Ainfi  ,  par  exemple  ,  pour  deux  équations  on  aura 

D  =tt'—ft—bJ.ft'  —  b'J 
Pour  trois  équations,  on  aura 

'D  —tit'  —  it-b).(t  -b').(t'  -b')—bit'-b').lt"-b")  —  b'{t-b).(t-b")~'b'{t-b).(t'~b')i 

Pour  quatre  équations ,  on  aura 

V  =  ttt  t'—it-b).(i-b'ut"-b").(t"'-b")  —  b{t-b).(t'-b").(i"-h'")  —  b'(t-bUt'-b"Ut"'-b''') 

—  b'  (t-bHi-b).[t"  -b")  —  f"  («-  b).it-b').(t'-b'')  —  bb'  (t"  -  b"  ).(t"  -  b")  —  bb'  a' -  b).{t'"  -  b'"), 

—  bb'Uf-b'Ut'-  b')—  b  b'  It-bUt"  -b")  —  bb'(t-b).(t'-b")  —  V  b"\t-b).{t' -b'\i_ 

jBc  ainfi  de  fuite. 
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(  398.)  C'eft  par  la  comparaifon  avec  ces  formules  que  noui, 
pourrons  eftimer  la  différence  entre  le  degré  auquel  l'équation 
finale  pourra  monter  par  la  méthode  actuelle  d'élimination  ,  ÔC 
celui  auquel  elle  doit  véritablement  monter  :  &  cette  différence , 
ainfi  qu'on  le  verra,  fera  connoître  la  dimenfion  du  facteur  de ^ 
l'équation  finale ,  &  quels  font  les  çoëfficiens  littéraux  qui  peu- 
vent feuls  entrer  dans  ce  fadeur. 

(  399.)  Après  avoir  déterminé,  comme  nous  venons  de  le 
faire  (  jpy  ) ,  le  degré  de  l'équation  finale  réfultante  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  de  la  forme  [z/..  .(x...n —  i)'' .  ..«]'=  o, 
fuppofons  que  ces  équations  mifes  fous  la  forme  d'équations  à. 
n  —  I  inconnues ,  foient  des  équations  complettes  ;  alors  u  étant 
l'inconnue  relativement  à  laquelle  on  veut  avoir  l'équation  finale, 
les  çoëfficiens  des  inconnues  x,y,\,  &c.  qu'il  s'agit  d'éliminer, 
feront  des  fondtions  de  « ,  &  de  quantités  connues  ;  ôt  ces  fonc- 
tions de  u  étant  refpe£tivement  repréfentées ,  ^our  leur  dimenfion 
dans  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  équation  ,  ^zr p,p',p",  ôcc. 

feront  en  général  des  dimenfions  p  "^  q  —  i^  p'  ~^  i  —  ^j 
p"  -^  q  —  1 5  &c.  dans  les  dimenfions  du  numéro  J ,  à  compter 
de  la  plus  haute  dimenfion.  de  chaque  équation. 

Par  exemple ,   dans  trois  équations  de  cette  forme 

dyi  =04 


nx' 

-+- 

3  x'-y 

-+- 

c  X  y'^    •+• 

-f-  t;  x' 

-+- 

f  xy 

4- 

gy" 

-^-  h  X 

ky 

-^l 

e'x" 

■+• 

f'^y 

•+■ 

g'y-=oi 

•i-  h'x 

4- 

k'y 

-i-l' 

h"x 

-h 

k"y  = 

0, 

H-  l" 

S'ia ,  b,c  )d  font  de  la  dimenfion  p  ;  e',/',  g\  de  la  dimenfion/?'; 
h  ",  k  ",  de  la  dimenfion  p"  ;  alors  £  t  f,  g  feront  de  la  dimenfion 
p  ~\-  i  ;  h' ,  k'  de  la  dimenfion  p'  -\r-  i  ;  h  &  k  feront  de  la  di- 
menfion/? -4-  2  ;  /'  fera  de  la  dimenfion  p'  -^  2  ;  6c  enfin  /  fera 
de  la  dimenfion  />  H-  3. 
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Pareillement ,  fi  les  coëfticiens  indéterminés  de  la  plus  haute 
dlmenfion  des  polynômes-multiplicateurs  font  refpeûivement  des 
dimenfions  P  ,  P' ,  P",  &c.  ceux  de  la  dimenfion  du  numéro  Q 
(toujours  en  comptant  depuis  la  plus  haute)  feront  refpeâ:ive- 
ment  de  la  dimenfion  P  -h  Q  —  1 ,  P'  -+-  Q'— ï  ,  F'-h  Q'—i,  &c. 

(400')  Donc  ,  fi  dans  une  dimenfion  de  numéro  quel- 
conque K  de  l'équation-fomme  ,  on  veut  favoir  quelle  fera  la 
dimenfion  du  coefficient  déterminé  qui  affecte  le  coefficient  in- 
déterminé de  la  dimenfion  du  numéro  Q  ou  Q'  ou  Q"  de  l'un 
des  polynômes-multiplicateurs  ;  fi  l'on  appelle  r  cette  dimenfion  ^ 
on  aura  r-^  P  -\~  Q  —  \  =  P  -{^ p  -^  K  —  i  ,  ôc  par  confé- 
quent  r  =  p  -+-  K  —  Q  ;  d'où  il  fuit  que  fi  X  eft  plus  petit 
que  Q  ,  le  coefficient  indéterminé  dont  il  s'agit ,  ne  fe  trou- 
vera pas  dans  la  dimenfion  du  numéro  K  de  l'équation-fomme. 
Mais  fi ,  pour  d'autres  confidérations  on  peut  fe  permettre  de 
feindre  qu'il  y  eft ,  il  fera  cenfé  avoir  pour  coefficient  déterminé, 
une  quantité  de  la  dimenfion  p-^  K.  —  Q.  On  trouvera  de  même 
pour  réponfe  à  Q_' ,  Q" ,  &c.  r  ==  p'  -h  K  '—  Q'  • 
r  =  p"^K—  Q"  ,  diic.' 

(40I')  Cela  pofé  ,  rappelions-nous  que  pour  arriver  à  l'é- 
quation finale  ,  nous  formons  d'abord  le  produit  de  tous  les 
coëfficiens  indéterminés  reftans  dans  les  polynômes  -  multipli- 
cateurs. Que  parcourant  enfuite  toutes  les  équations  fournies  tant 
par  l'anéantiUement  des  termes  de  l'équation-fomme ,  que  par 
les  équations  arbitraires  dont  nous  avons  enfeigné  la  néceltité 
&  l'ufage ,  nous  échangeons  fucceffivement  chaque  coefficient 
indéterminé  contre  le  coefficient  déterminé  qui  l'afFecle  dans 
l'équation  fur  laquelle  on  opère. 

Il  fuit  donc  delà  qu'un  terme  quelconque  de  l'équation  finale 
ne  peut  manquer  d'être  le  produit  d'autant  de  coëfficiens  déter- 
minés ,  qu'il  refte  de  coëfficiens  indéterminés  dans  tous  les 
polynômes-multiplicateurs. 

(  40  ^'  )  D'ailleurs  la  dimenfion  de  chaque  coefficient  déter- 
miné formant  ,  dans  chaque  équation  ,  toujours  une  même 
quantité  avec  le  produit  ou  la  puiflance  des  inconnues  dont  il 
eft  coefficient  ;  &  la  même  chofe  ayant  lieu  pour  chaque 
coefficient  indéterminé  de  chaque  polynôme-multiplicateur  j  il  eft 
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facile  d'appercevoir  que  dans  chaque  terme  de  l'équation  finale  ^ 
la  dimenfion  totale  que  formeront  intrinféquement  les  coèfficiens 
déterminés  qui  ,  par  leur  produit  ,  compofent  ce  terme,  fera 
conftamment  la  même  pour  chaque  terme.  C'eft-à-dire ,  que 
chaque  terme  de  l'équation  finale  fera  non-feulement  le  produit 
d'un  même  nombre  de  coëfficiens  déterminés  ;  mais  encore  la 
femme  des  dimenfions  particulières  de  tous  ces  coëfficiens ,  fera 
conftamment  la  même  dans  chaque  terme  de  l'équation  finale. 

Il  n'eft  donc  plus  queftion  que  de  déterminer  pour  l'un 
quelconque  des  termes  de  l'équation  finale  ,  quelle  eft  fa  di- 
menfion totale  intrinféque  ;  ôc  ce  fera  le  degré  auquel  la  méthode 
actuelle  d'élimination  élèvera  l'inconnve  relativement  à  laquelle 
on  calcule  l'équation  finale. 

(  4  O  3  •  )  Prenons  d'abord  les  équations  à  deux  inconnues  f 
mifes  fous  la  forme  d'équations  à  une  feule  inconnue. 

Soient    A  ^  B  ,  C  ,   D  ^  ôcc. 

A',  B',  C,  D',  &c. 

les  coëfficiens  indéterminés  des  deux  polynomes-muItiplicateurS 
jqye  nous  avons  vu  (  3^6)  devoir  être  de  la  forme 

Concevant  qu'on  ait  formé  le  produit  AA' BB'CC'D  U  &c, 
&  que  pour  la  formation  de  l'équation  finale  ,  on  parcourra 
fucceffivement  les  équations 

Aa-^  A' a'  =^  o  ,  A  b  -^A'b'^  Ba-^-  B'd  =  p ,  &c. 

comme  il  ne  s'agit  ici  que  d'avoir  un  feul  terme  quelconque  de 
l'équation  finale  ,  on  peut  fe  borner  dans  i'ufage  de  chacune 
de  ces  équations ,  à  l'échange  d'un  feul  coefficient  indéterminé 
contre   fon  coefficient  déterminé, 

Suppofons  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  /'  <;  r. 

Concevons  donc  que  j'échange  fucceffivement  A,  B ,C,D ^ 
êcc.  chacun  contre  fon  coefficient  déterminé  ,  en  employant 
lliGceffivement  les  équations  fournies  par  les  dimenfions  t  -4-  t' — i  , 
rH-r' —  2,  rn-r' —  3  de  l'équation-fomme.  D'après  ce  qui  a 
été  dit  (  400  )  ,  les  dimenfions  des  coëfficiens  déterminés  qu'oa 
fubftituera  pour  échange  ,  feront  chacune  =  p.   Et  puifque  les 

cocfficien-s 
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coëfficiens  A ,  B ,  C^  D  font  au  nombre  de  t' ,  il  en  réfultera 
donc  une  dimenfion  totale  =  pt'. 

Si  à  compter  de  la  dimenfion  t  —  i  de  l'équation-fomme ,  à 
laquelle  nous  fommes  arrivés  actuellement ,  on  échange  fuccef- 
fivement  A'B'C'D'f  &c.  chacun  contre  fon  coefficient  dé- 
terminé ,  on  verra  (  400  )  que  les  dimenfions  des  coëfficiens 
déterminés  qu'on  fubftituera  pour  échange  ,  feront  chacune 
3=/''-f-/;  &  puifque  leur  nombre  eft  f ,  il  en  réfultera  donc 
une  dimenfion  totale  =  p'  t  -+~  /  /. 

Donc  la  dimenfion  totale  de  chaque  terme  de  l'équation 
finale ,  fera  tt''\-p't-\'pt'. 

Mais  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  397  ),  &  en  faifant  attention 
que  ce  que  nous  y  avons  appelle  t  eft  ici  t  -\-  p  ;  ce  que  nous 
avons  appelle  t'  eft  ici  t'  -^  p'  i  &  que  ce  que  nous  avons  ap- 
pelle ^  &  />' ,  eft  ici  r  &  /  ;  on  a  pour  le  degré  de  l'équation 
finale ,  la  quantité 

2>  =  (t-hp).  (t'-i-p')'-(t-hp  —  t).(i'-\-p'—t)  =  et'  +p't  +  pt'j 

.c'eft-à-dire,  la  même  que  par  la  méthode  actuelle  d'élimination, 

{4040  Donc  la  méthode  actuelle  d'élimination  ne  change 
rien  au  degré  de  l'équation  finale  ,  pour  les  équations  à  deux  in- 
connues i  donc  elle  n'introduit  aucun  fa£leur. 

(  405*)  Venons  aux  équations  à  trois  inconnues,  mifesfous 
la  forme  d'équations  à  deux  inconnues. 

t  f  t'y  t"  étant  les  degrés  de  ces  équations ,  le  polynonie-muItî«» 
plicateur  de  la  première  (  350)  fera  donc 

t  H-  r  '  —  s 
de  la  forme. .  .  (x,..i)  i 

celui  de  la  féconde  ,  de  la  forme.  ,  .  (x...i)  j 

{  -f-  t'  —  1 
celui  de  la  troifîème  ,  de  la  forme. . .  (x.  ..  i)  •  -tî 

Et  cette  forme  donnera  un  nombre  d'équations  arbitraire^ 

£—1  t'  —   Z  t''  —    T. 

z=N(x...z)  -^-N(x...z)  ->rN(x...) 

à  former  dans  l'équation-fomme. 

Savoir,   dans    la  dimenfion  numéro  i  à  compter  de  la  plus 

Xx 
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haute,  un  nombre 

Dans  la  dimenfion  numéro  2 ,  un  nombre 

=  N(x..  .■,)'~  ^  ^  N(x...i/  ~'^-\-N(x...i)*  "^i 

&  ainfi  de  fuite. 

Cette  forme  des  poîynomes-multîplicateurs ,  eft  encore ,  âînfi 
que  nous  l'avons  vu  (  55'  i  ù  fuiv.) ,  fufceptible  de  réduction  relati- 
vement aux  expofans  particuliers  de  x  &  jy  ,  lefquels  peuvent 
être  au-defTous  de  t'  -^  t"  —  2  &c.  Mais  comme  cette  confidé- 
ration  nous  conduiroit  à  trop  de  détails ,  nous  laifleron^  à  cette 
forme  toute  cette  généralité.  Tout  ce  qui  en  réfultera  ,  c'eft  que 
quand  on  prendra  une  forme  plus  fimple,  le  faveur  dont  il  s'agit, 
fera  d'une  dimenfion  moindre  que  celle  que  nous  allons  déter- 
mmer  ;  mais  nous  verrons  que  connoiflant  la  dimenfion  du  fadeur 
dans  la  forme  générale  ,  on  connoîtra  toujours  celle  qu'aura  le 
fafteur ,  lorfque  les  polynômes-multiplicateurs  feront  pris  d'une 
forme  plus  fimple. 

(  4o<5.  )  Au  lieu  donc  de  concevoir  qu'on  ait  égalé  à  zéro  les 
coëfficiens  indéterminés  des  termes  que  l'on  peut  faire  perdre 
aux  polynômes-multiplicateurs  ,  nous  concevrons  qu'on  déter- 
mine ces  coëfficiens  par  d'autres  équations  arbitraires  quel- 
conques ;  mais  en  formant  ces  équations  arbitraires  en  auffi 
grand  nombre  qu'il  eft  poffible  d'en  former  dans  chaque  dimenfion 
de  l'équation-fomme ,  fans  en  attribuer  à  aucune  dimenfion  in- 
férieure ,  de  celles  qui  pourroient  leur  être  attribuées  comme 
réfervées  fur  les  dimenfions  fupérieures. 

Nous  fuppofons ,  en  même  temps ,  ces  équations  arbitraires  for- 
mées comme  nous  l'avons  fait  jufqu'ici ,  c'eft-à-dire ,  de  manière  que 
tous  les  coëfficiens  analogues  s'y  trouvent.  Par  exemple ,  fi  le 
coefficient  total  d'un  terme  quelconque  de  l'équation-fomme  eft 

Ac  ■+■  ^V'-t-  A"c"  +  £b  -^-  £'b'  -+-  £"b"  ^  Ca  -^  C'a'  -+-  C'a" y 

&  qu'il  y  ait  lieu  à  former  une  équation  arbitraire  de  partie  de 
ce  terme ,  nous  prendrons 

^c  -\.A'c'-hA"c"  =  o,  OM  Bb  +  B'b' +  B"h"z=o,  owCa-^  C'a'  -h  C"a"=sO, 
ou    ^  3  4-  £'b'  H-  £"&'>  ^  Ca  ^   C'a'  -h  C'a"  =  o, 
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ou  &c.  pour  cette  équation  arbitraire  ;  mais  nous  ne  prendrons 
point,  par  exemple,  B  b  -\-  B'b'  =  o.  Non  que  cela  ne  foit 
pas  permis;  mais  puifque  des  raifons  de  fymmétrie  ôc  de  facilité 
nous  ont  déterminé  jufqu'ici  à  former  les  équations  arbitraires 
de  la  manière  dont  il  eft  queftion  ,  nous  devons  faire  la  même 
fuppofition  tacite  pour  connoître  la  nature  du  facteur. 

(  4o7-)  Cela  pofé  ,  concevons  que  l'on  ait  f  >  r' >»  ^', 
(fuppofition  que  l'on  peut  toujours  faire),  6c  que  nous  em- 
ploions  fucceflivement  dans  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme,  fur  toutes  les  équations  tant  celles  fournies  par  l'anéan- 
tiflement  des  termes ,  que  celles  que  nous  appelions  arbitraires; 
concevons ,  dis-je ,  que  fur  toutes  ces  équations  ,  nous  en  em- 
ploions  un  nombre  égal  à  celui  des  termes  de  chaque  dimenfion 
du  premier  polynôme-multiplicateur  ;&  que  nous  faifons  fjccef- 
fivement  l'échange  de  chaque  coefficient  indéterminé  de  ce  poly- 
nôme ,  contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l'équation  fur 
laquelle   on  opère. 

Il  eft  facile  de  voir  (  400  )  que  fi  q  eft  le  numéro  de  la  di- 
menfion de  l'équation-fomme  à  laquelle  cette  équation  appar- 
tient ,  le  coefficient  indéterminé  d'un  terme  quelconque  de 
même  numéro  du  premier  polynôme-multiplicateur  ,  y  aura  pour 
coefficient  déterminé  une  quantité  de  la  dimenfion  /?.  Ainfi  , 
lorfqu'on  aura  échangé  fucceiTivement  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés du  premier  polynôme-multiplicateur  ,  lefquels  font  au 
nombre  àc  È ( x , . .  2.)^  '^''  ~  '^  le  produit  des  coëfficiens  dé- 
terminés qui  les  remplaceront ,  fera  de  la  dimenfion 
pN(x..  .2j''-^'"-\ 

(4o8-)  Par  un  raifonnement  femblable  ,  on  verra  que 
lorfqu'on  aura  échangé  fucceffivement  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés du  fécond  polynôme-multiplicateur  ,  lefquels  font  au 
nombre  de  Nfx  . . .  2^)'  "♦"'"•"  ^ ,  le  produit  des  coëfficiens  dé- 
terminés qui  les  remplaceront  ,  fera  de  la  dimenfion 
p'Nfx...2j'  +  '  -\  ~ 

(409.)  Mais  comme  la  plus  haute  dimenfion,  &  plufieurs 
des  dimenfions  fuivantes  de  l'équation-fomme  ne  fourniflent  pas 
affez  d'équations  pour  déterminer  les  coëfficiens  des  termes  des 

Xx  ij 


548         ÉQUATIONS     ALGÉBRJQUE3. 

dimenfions  de  même  numéro  dans  le  troifième  polynome-multî-' 
plicateur,  il  faut  préfentement  examiner  combien,  dans  chaque 
dimenfion  de  l'équation-fomme ,  il  refte  d'équations  à  employer, 

(  4  I  O»)  L'examen  ,  dans  lequel  nous  allons  entrer ,  préfente 
deux  cas  généraux;  favoir  t'  ■\-  t!'  —  t '>  o ,  &  /-h  t" —  r  <;  o. 
Prenons  d'abord  le  premier  cas, 

A  compter  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  & 
pendant  un  certain  nombre  de  dimenfions  confécutives ,  la  di- 
menfion de  numéro  q  de  l'équation-fomme  fournit  un  nombre 
d'équations  =  (x  . .  .  x)"^ '-^  '"  -  '  -«. 

Le  nombre  des  équations  arbitraires ,  dans  cette  même  dimen" 
lion  ,  eft 

î—\—q  t'-.i_ij  t'  —  1  —  0 

en  forte  que  dans  la  dimenfion  de  numéro  q  de  l'équation» 
femme,  on  a  un  nombre  total  d'équations 

f  •*- t'4-i  "  — I  — o  t^l  — 9  «'— 'I  — a 

s=JV(x...i)  ^-hN(x...i)  ^-^N(xr..T) 

t"—l  —  q 

-h  N(x.  .  .1  ) 

Mais  fur  ce  nombre  d'équations ,  les  coëfficiens  des  dimenfions 
'de  même  numéro  des  deux  premiers  polynômes-multiplicateurs 
en  ont  employé  un  nombre 

'donc  dans  la  dimenfion  de  numéro  q  de  l'équation-fomme  ,  iî  ne 
Tefte  à  employer  qu'un  nombre  d'équations 

.     .  t-i~t'  +  t"-'l-q  t-l-^q  «"-l'-fl  f"-I-.4 

s=JV(x.,.i)  ^-i-JV(x,..i)  ^-^JV(X...1)  ^-^-NCX...!) 

^,,  t'+t'—I— J  t  +  t"— I-J 

-'N(x...i)  ^—NCx...i)  =f-4-t'  — 1^; 

'&  le  nombre  des  coëfficiens  de  la  dimenfion  de  même  numéro  du 
5™* polynôme-multiplicateur, eft  A^(^a:...i^ '■+■'- ''-«=r -4- r' —  q. 
Ce  raifonnement  peut  avoir  lieu  depuis  ^  =  i ,  jufqu'à  ^  =  f", 

Suppofons  à  préfent  q:=  t"  ~\-  q'^  alors  le  nombre  des  équations 
reftantes  aura  pour  expreflion 

,.^  t  +  t  —J  —  q'  t-^t"—l—q'  t'—t"  —  î  —  a' 

N(x...j)  ^ -^rN(x...-t)  ^  -^N(x,..l) 
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&  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troificme  polynôme- 
multiplicateur ,  fera  N(x.,.  i^'  +  '~'  ■"'-«■=  r-t-  r'  —  /' —  q\ 

Ces  expreflions  auront  lieu  depuis  ^  =  i ,  jufqu'à  q'  =î  t'  —  t", 

Faifons  donc  q'  =^t'  —  t!'  -h  (^'  ;  alors  le  nombre  des  équations 
refiantes  fera 

N(x...i)^  ^-^N(x...i)  ^  '-N(x...i),  * 

—  N(x...i)  ^   =t  —  t"s 

'&  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynômes 
multiplicateur,  fera  Nfx...  iJ'  —  ^—i"=t  —  q". 

Ces  expreflions  auront  lieu  depuis  q"=  1,  jufqu'à  q"  =  t  —  t'. 

Faifons  j"  =  r —  t"  'h  q'"  ;  le  nombre  des  équations  reftanteS 
fera 

('4>/'_I_fl'"  t'-^t"—t-l-o"  t"—\~a"' 

&  le  nombre  correfpoaidant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme, 
multiplicateur  ,  fera  N  fx  . . .  1  yl  '-'-«"=  f'  —  q'". 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  q'"=  1 ,  jufqu'à  q'"  =  t'-h  t" —  t, 

Suppofons  donc  q'"  =t  f'  -+-  r"  —  t  ^^q"  ;  le  nombre  des  équa^^ 
dons  reftantes  deviendra 

t—  1—  0"  *_<■— .1— a"" 

N(x...i)  —N(x...-l)  —  t' i 

&  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme* 
multiplicateur,  itxdiN (x...  ^Jt-t  -i-qi"  ^^j.  —  jJi  —  ^.v^ 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  ^"'=  i ,  jufqu'à  ^"^  =  ^  —  /', 
Faifons  5"=? — t'-\-q"';  le  nombre  des  équations  reftantes 
fera  N(x  ...  i  )''  - '^ -1^=  t^  —  ^''y  &  le  nombre  correfpondant 
des  coëfficiens  du  troifième  polynôme-multiplicateur  ,   fera 
Nfx...  iJ'-'"-'-''''=:t'-^t"  —  q\ 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  ^'  =  i,  jufqu'à  ^"ssa  t'  —  ^', 
Faifons  q''  =  t'  —  t"-{-q'"j  le  nombre  des  équations  reftantes 
'd&vlent  Nfx  ...iJ'''-^-i'"=t"  —  q"' j  &  le  nombre  corref^ 
pondant  des  coëfficiens   du    troifième  polynome-multipligateur^ 
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eft  zéro  ;  ôc  cela  a  lieu  depuis  5"  =  i ,  jufqu  à  2"'  =  /' ,    oS 
l'équation-fomme  eft  épuifée. 

Comme  l'emploi  que  nous  aurons  à  faire  de  ces  différentes  ex- 
prefflons  ,  exige  qu'on  en  compare  plufieurs  à  la  fois  ,  nous  les 
raffemblons  ici,  pour  plus  de  commodité ,  dans  le  Tableau  fuivant. 

Depuis  q  =  I ,  jufquà  q  =  t". 

Nombre  des  Equations.  Nombre  des  Coëfficiensi 

^   t^t'—iq ;................'..,...     t-^t'—q 

Depuis  q'    =    l   y     jufqu'à  q'   :=  t'  —  t" 
t+i'—it'<^q' f4-/'  — «"  — 2' 

Depuis  5"  =  I  ,     jufqu'à  q"  =  t  —  t' 
t  —  t" ..../—  2"- 

Depuis  ç'"  =   1  ,     jufqu'à  q"'  =t'-\-t"  —  t 

^  e  _  ,"  +  ç'" t'—  i'" 

'  Depuis  j"  =  I  ,    jufqu'à  j "  =  £  —  t* 

.■^         t',  ...=..• f-f"-5« 

Depuis   q''  =  i  y    jufqu'à  q^  =  t'  —  t" 

t'  —  î''. •  •    '  —  *        2 

Depuis  f,'"  =  I  ,    jufqu'à   q"' =  t" 

t» —  q"".  .    . ,',:....    9 

(41  I  •  )  Examinons  préfentement  le  cas  de  r'  •+■  f"  —  r  <;  Oo 
On  aura ,  comme  ci-devant ,  r  -+-  r' —  zq  pour  le  nombre  des 
équations  reftantes  dans  la  dimenfion  de  numéro  q  de  l'équation- 
fomme  ,  &r  -{-  r'  —  q  pour  le  nombre  correfpondant  des  coëffi- 
ciens  du  troifième  polynôme-multiplicateur  i  ôccela  depuis  j  =  i, 
julqu  a  ^  =  r  . 

Faifant  q  =  2"  H-  ç' ,  on  aura 

iVC;c...i;  ^ -^- N(x...-i)  ^■\-N(x...i) 

t'— 1—  v'  t— I—  î' 

—  A^f*...!;  —N(x...i)  y 

ou  f  4-  r*  —  o.t"  —  q'  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ; 
&  iVfjc.ij' +  '"'"'"«'  ou  r-f-r'  — r^'— ^pour  le  nombre 
correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme-multiplica- 
teur ;  ôc  cela  depuis  ^'  =.  1   ,  jufqu'à  q^  =t'  —  r". 
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Falfant  q'  =  t'  —  t"-^q",  on  aura 

f-j-f— i-o"  t-t'—l-a"  t"-I-ii"  t-)-t"-t'-I-ii'' 

OU  /  —  t''  pour  le    nombre  des  équations   reftantes  ;    & 
N(x..  .  iJ'—^—f'  ou  t  —  q"  pour  le  nombre    correfpondant 
des  coëfficiens   du  troifième   polynôme-multiplicateur  ;   &  cela 
depuis  q"  =■  i  j  jufqu'à  q"  =  t". 

Faifant  donc  q"  =  t"  H-  q'" ,  on  aura 

,_I_a"'  t—t-~t"  —  l  —  q"         .     ^  <— t'—T— }'" 

ou  r  —  t"  —  <^"  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ;  &" 
iV/^o:...  i^'~' "'""«' ou  r — r" — q'"  pour  le  nombre  corref- 
pondant des  coëfficiens  du  troifième  polynôme-multiplicateur;  &; 
cela  depuis  q'"  =  i,  jufquaj'''  =  r  —  r' — t". 

Faifant  q'"  =  t  —  t'  —  r"  -f-  q"  ,  on  aura 

ou  t'  pour  le  nombre  des  équations  reftantes;  &  Nfx...iJ''~''~^^ 
ou  f' —  q"  pour  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du 
troifième  polynôme  -  multiplicateur  ;  &  cela  depuis  q^"  =  i  j 
jufqu'à  q'''=  t". 

Faifant  5"  =  r" -H  ^%  on  aura  N  fx..  .  ij'- '-^^  ou  t'— q'^ 
pour  le  nombre  des  équations  reftantes;  ôciV(^jc...  iy)''~'"~ '"«' 
ou  /  —  t"  —  q"  pour  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du 
troifième  polynôme- multiplicateur  ;  ôc  cela  depuis  q^  =  i  j 
jufqu'à  q^  =  t'  —  t". 

Faifant  enfin  q"  =  t'  —  t^'-hq"',  on  aura  Nfx...iJ'"-'-^^'  ou 
t"  —  ç"  pour  le  nombre  des  équations  reftantes  ;  &  zéro  pour 
le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme- 
multiplicateur  ;  ôc  cela  depuis  ?"'  =  i  ,  jufqu'à  ^"  =  i"  ou 
i'équation-fomme  fera  épuifée.  Raffemblant  donc  tous  ces  dif- 
férens  réfultats  ,  on  aura  pour  le  cas  de  r'  -+-  f"  —  r  <C  o  , 
le  Tableau  fuivant. 
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Depuis  q  =  I  ^  j^f^^'à  q  =  t". 

Nombre  des  Equations.  Nombre  de»  Coï9icien0 

/  +  f'  —  1  ^.  .  .  ;  .  .  . . .  : .;...;...   t  -h  i'  -^  q 

Depuis   q'  =  i  ,    jufqu'à  q'  =  t'  —  t" 

e-ht'—it"  —  q> , t-f-  {'  —  «"— î' 

Depuis  q"  =  '  ,    jufqu'à  q"  =  t" 

t  —  t" ;  .  .    r  —  î  " 

Depuis  ^"'=  I,    jufqu'à  î'"  =  t  —  f' -— t" 

<  —  r"  —  q'" f  —  t"  —  f 

Depuis  q"^  t ,     jufqu'à  q^  =  t" 

t'  . ...,....,.     c'  —  q'T 

Depuis   j  '  =;  I  ,    jufqu'à  y  ^  =  t'  —  t" 

t'  —q'' ('^  t"  —  q'' 

Depuis  q"'  =  I  ,    jufqu'à   qy  =  l" 
t"  —  q-"^ ....     • 

(412.)  Voyons  maintenant  les  moyens  que  cette  énumération 
peut  nous  fournir  ,  pour  évaluer  la  dimenfion  totale  du  produit 
des  coëfSciens  déterminés  fubftitués  en  échange  des  coëfficiens 
indéterminés  du  troiftème  polynome-multiplicateuf  :  ôc  prenons 
d'abord  le  cas  de  t'  -{~t"  —  ^  >>  o» 

On  a  donc  d'abord  (  410  )  depuis  ^  =  i  ,  jufqu'à  q  =  t",  dans 
chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  un  nombre  d'équations 
=  r  -h  r^  —  2q  qui  donneront  lieu  à  l'échange  d'un  pareil 
nombre  de  coëfficiens  de  la  dimenfion  de  même  numéro  dans 
le  troifième  polynôme-multiplicateur. 

Or  la  dimenfion  de  chaque  coefficient  indéterminé  de  cette 
dimenfion ,  eft  P"  -t-  ^  —  i  ;  &  la  dimenfion  de  chaque  coefficient 
dans  la  dimenfion  correfpondante  de  l'équation-fomme  ,  eft 
T"  -^p"  -^q  —  I.  Donc  chaque  coefficient  déterminé  qui,  dans 
cette  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  afFe£le  un  coefficient  in- 
déterminé de  la  dimenfion  de  même  numéro,  eft  de  la  dimenfion/:"". 
Donc  par  l'échange  des  coëfficiens  indéterminés  ,  contre  les 
coëfficiens  déterminés ,  au  nombre  de  t  -{-  t'  —  -z*^ ,  il  fe  for» 
mera  une  dimenfion  =  p"ft-^rt' — ^q) '•>  &  par  conféquent 
depuis  ç  =  I  ,  jufqu'à  q  =  f",  tous  ces  échanges' produiront  une 
dimenfion  ^fp"(t  '\- t' -- 2  q)  =p"  t"  (t  +  t' r-f'—i  J. 
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Il  reftera  donc ,  dans  chaque  dimenfion  depuis  ^  =  i  ,  jufqu'à 
q  =  t" ,  un  nombre  =  ç  de  coëfficiens  indéterminés  à  échanger, 
puifque  fur  un  nombre  de  coëfficiens  =  r  -t-r'  —  q,  il  n'y  en  a 
encore  qu'un  nombre  =  r  -4-  / —  iq  qui  aient  été  échangés. 

Depuis  q'  =  \  ,  jufqu'à  q'  =  t'  —  t",  on  a  un  nombre  d'é- 
quations =  t  -\-  t'  —  2 1"  —  ç' ,  &  un  nombre  de  coëfficiens 
=,  t-^t'  —  t"  ^  q'. 

Or  la  dimenfion  de  ces  coëfficiens  eft  P"  -+■  t"  -+-  q'  —  i  ;  & 
celle  des  coëfficiens  des  termes  de  l'équation-fomme  ,  dans  la 
dimenfion  correfpondante,  eft  P"  -^  p"  -H  t"  -+-  q'  -^  \  :,  donc  le 
coefficient  déterminé  qui  fera  fubftitué  pour  échange  de  chaque 
coefficient  indéterminé  ,  donnera  une  dimenfion  =  p"  ;  donc 
puifque  le  nombre  des  échanges  eft  r-t-r'  —  2t"  —  q' ,  il  en 
réfultera  une  dimenfion  =:  p"  ft-^  t' —  ar"  —  c( )  ;  &  depuis 
9'  =  I  ,  jufqu'à  q'  =  t'  —  r",  une  dimenfion 
=  fp"(t^t'-^t<'.-q')=p"i(t'-c").(t+t'-zt")-  ('-':''('^-'"+n  -j  . 

&  il  reftera  dans  chaque  dimenfion  depuis  q'  =  \  ,  jufqu'à 
q'  =  t'  —  t"  f  un  nombre  de  coëfficiens  indéterminés  =  ?'  à 
échanger. 

Depuis  q"  =  1  f  jufqu'à  q"  =  t —  t'y  le  nombre  des  équations 
■dans  chaque  dimenfion  eft  t  —  t" ,  &  le  nombre  correfpondant 
des  coëfficiens  indéterminés  eft  r  —  q".  Or  chacun  des  coëfficiens 
eft  de  la  dimenfion  P'  -+-  t'  -^  q"  —  i  ;  &  chaque  coefficient 
de  la  dimenfion  correfpondante  de  l'équation-fomme  eft 
P" -h p" -^  t' -^  q" —  ly  donc  l'échange  de  chaque  coefficient 
indéterminé  produira  une  dimenfion  =y;  l'échange  d'un  nombre 
r  —  t"  de  ces  coëfficiens  indéterminés  produira  une  dimenfion 
i=p"  (t  —  t")  ;  &  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à  q^'  =  t  —  t! ,  une 
dimenfion  =  p" ( t —  t"),('t —  ^).  Et  il  reftera  dans  chaque 
dimenfion  depuis  ^"=  i  ,  jufqu'à  9"="'  t  —^ y  un  nombre  de 
coëfficiens  ==■  t!'  — -  c^'  à  échanger. 

Depuis  c["  =  I ,  jufqu'à  q'"  =  t*  -{-  t"  —  t ,  on  a  dans  chaque 
idimenfion  ,  un  nombre  d'équations  =  r  —  t"  -h  q'" ,  &  un  nombre 
de  coëfficiens  =  r'  —  <^". 

Sur  ce  nombre  t  —  t"  -\-  q'"  d'équations ,  prenons-en  d'abord 
le  nombre    q'"  pour     échanger    le  nombre  q   de    coëfficiens 


3^4        ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

indéterminés  qui  relient  dans  chaque  dimenfion  depuis  o  ss  Y  , 
jufqu'à  q  =  t". 

La  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  H-  ^  —  i  ;  & 
la  dimenfion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme 
qui  donnera  l'équation  pour  l'échange,  eft  P"  -\-  p"  -¥•  t  —  i  -{-  q"',; 
donc  l'échange  de  chaque  coefficient  produira  une  dimenfion 
=  />"-+-  r  -H  q'"  —  q^=  p"  ~\-  t;  parce  que  prenant  les  équations 
&  les  coëfficiens  à  diftances  égales  de  q"'  =  i  ,  &  de  ç  =  i  y 
on  a  q"'  =  q. 

Donc  l'échange  du  nombre  q  de  coëfficiens  ,  donnera  une 
dimenfion  =  fp"  -h  t)q;  &  depuis  q  =  \  ^  jufqu'à  q  ou  ^" 
=  t'  -\-  t"  —  t  j  une  dimenfion 

f(p" -^t)q=^  r/'  +  o.r^'-f-."-o.r/'-f- »"-.  +  .;  ^ 

N'ayant  encore  échangé  que  depuis  ^  =  i ,  jufqu'à  q  =  ^ 
■4"  t"  —  t,  les  coëfficiens  qui  reftoient  depuis  q^  i  ,  jufqu'à 
ç  =^  t" ,  il  refte  à  échanger  encore  les  coëfficiens  indéterminés 
de  chaque  dimenfion  depuis  q  =  t'  -^  t"  —  t  -\-  \  ,  jufqu'à 
q  =  t".   Faifons  q  =  t'  -\- 1"  —  t-'r  q;  il    fera  donc  queftion 

d'échanger    les  coëfficiens  indéterminés   depuis  q  =  i  ,  jufqu'à 

^  =  t  —  t\ 

Dans  cette  vue  j'emploie  un  pareil  nombre  des  équations  qui 
ont  lieu  depuis  q^"  =  i  ^  jufqu'à  ^'^  =  t  —  t'.  Or  chaque  coef- 
ficient indéterminé  de  la  dimenfion  du  numéro  q  ,  étant  de  la 
dimenfion  P" -{-  q  —  i  =  P" -h  t'  -h  t"  —  t  -^  q  —  i  ,•   &  le 

Coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme,  qui  donnera 
Féquation  fervant  à  l'échange ,  étant  P"  -+-  p"  -¥  1'-+- 1"  -i-q^"  — i  ; 
chaque  échange  fournira  une  dimenfion    =  p"  •+-  t  -^-  q^^  —  q 

=  p"  •+•  t;  donc  le  nombre  t'  -h  t"  —  t  -h  q  de  ces  coëf- 
ficiens ,  donnera  une  dimenfion  =  fp"  H-  t).(t'-\-  t" —  t  H-  q)  ; 
&  depuis  q  ou  cf^  =  i  ,  jufqu'à  q  ou  q^''  ==■  t  —  /' ,  une 
dimenfion  =  f  (  p"  -\-  t)  .(t'  -\-  t"  —  t  -{-  q  J 
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Cela  pofé  i.°  il  ne  reile  plus  de  coëfficiens  à  échanger 
depuis  ^  =  1 ,  jufqu'à  q  =  t".  2.°  Il  ne  refte  plus  d'équations 
depuis  q'  =:  i  ^  jufqu'à  q'  =^f  —  t"  •■,  mais  il  refte  un  nombre  de 
coëfficiens  indéterminés  =  r"  à  échanger.  3°.  Il  ne  refte  plus 
d'équations  depuis /' =  1  ,  jufqu'à  ^'  =^t—t!  \  mais  il  refte  \ 
échanger  un  nombre  de  coëfficiens  =■  ^'  —  ((' .  4.°  Depuis  q'"  =  1, 
jufqu'à  (f'  =  î!-\-t"  —  r  ,  il  refte  un  nombre  t  —  t"  d'équations  , 
&  un  nombre  ^  —  (("  de  coëfficiens  à  échanger.  j.°  Depuis 
q"  =  I ,  jufqu'à  q"  =  t  —  t/  ,  W  refte  un  nombre 
ti  —  ft'-ht"   —   t  —  q)   OU   t—   t"—q   OUt—t"—  q"  d'é- 

quations,  6c  un  pareil  nombre  de  coëfficiens  à  échanger;  6c  par 
delà ,  il  refte  le  même  nombre  d'équations  6c  de  coëfficiens  qui 
Ont  été  préfentés  (410). 

Employons  actuellement  le  nombre  t  —  t"  des  équations  qui 
reftent  depuis  ^"  =  1 ,  jufqu'à  q'"  =  t'  -h  t"  —  r ,  à  échanger 
lin  pareil  nombre  de  coëfficiens  indéterminés  des  dimenfions 
correfpondantes. 

La  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"'\-t —  i-\-q"'. 
La  dimeniion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme 
dans  la  dimenfion  de  même  numéro  qH  P"  -k-  p"  -k-  t  —  i  H-  q'" ; 

donc  l'échange  donnera  une  dimenfion  =  p"  ;  &  pour  le  nombre 
t  —  t"  de  coëfficiens ,  une  dimenfion  =p"  (^t  —  t" )  ;  ôc  depuis 
^"    =     I  ,     jufqu'à    ^"  ■=.   t!  '\~  f   —    r ,     une    dimenfioa 

Il  ne  refte  donc  plus  d'équations  depuis  ^'"  =  i  ,  jufqu'à 
q"'  =  t"  -^^  t"  —  r  ,  6c  il  refte  feulement  un  nombre  de  coëf- 
ficiens =  î!  -^  t"  —  t—  q'". 

Nous  venons  de  voir  que  depuis  ^"  =  i ,  jufqu'à  q"  =  i  —  ^i 
il  reftoit  un  nombre  d'équations  =  t  —  t"  —  ^"  ôc  un  pareil 
nombre  de  coëfficiens. 

Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  -4-i'-f-« 
t"  —  I  -h  ç"  ;  &C  celle  des  coëfficiens  correfpondans  des  termes 
de  l'équation-fomme ,  eft  P"  -h  p"  -+-  r'  -^  t"  —  1-4-  q"  ;  donc 
chaque  échange  produira  une  dimenfion  p"  ;  Ôc  pour  le  nombre 
t  —  t"  —  q'"  de  coëfficiens ,  une  dimenfion  p''  (t  —  x^'  —  q^" )  i 

Yy  ij 
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&  depuis  q"=  i ,  jufqu'à  q"  =  t  — r' ,  une  dimenfion 

Depuis  ^^  =  I ,  jufqu'à  q"  =  t" —  r" ,  on  a  un  nombre  t'' —  q' 
d'équations  ,  &  un  nombre  t'  — ■  t' — ç'  de  coëfficiens  indéter- 
minés. Echangeons  donc  ce  nombre  de  coëfficiens  ,  dans  les 
équations  correfpondantes. 

Chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"-4-  f -+-  f'' —  î 
'•+•  ^';  &  les  coëfficiens  correfpondans  des  termes  de  l'équation- 
fomme  ,  font  chacun  de  la  dimenfion  P"-4-  p"  -i-  t  -^  t"  —  i  -h  q^j 
donc  l'échange  de  chaque  coefficient  donnera  une  dimenfion 
s=  p'^  i  6c  le  nombre  t'  —  t"  —  ^^  de  coëfficiens  en  donnera  une 

=p"  ft^  —  f"'  —  q^J  ;  donc  depuis  ^'^  =  i  ,  jufqu'à  c[  =^^  —  f  ^ 
on  aura    une   dimenfion    =  p"  (t'  —  t"  J  .  (t'  —  t" J 

p'>(c'-.  ('•).(  t'  —t" -h  \)  p"(  t'—t").(t'  —  t"—l  ) 


z 


il  refte 


donc  encore  depuis  ^'  =  i ,  jufqu'à  q'  =  t'  — t" ,  un  nombre 
d'équations  =  i'.  Or  nous  avons  vu  que  depuis  ^  =  r ,  jufqu'à 
q'  —  t'  —  f" ,  il  reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  =  t!',  Emploions 
donc  ces  équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens. 

Or  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"-i- 1"-\-  q' —  r; 
&  le  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  fournît 
l'équation  fervant  à  l'échange,  eft  de  la  dimenfion  .P"h-^" -+* 
r  -+-  f"  4-  ^'^  —  1  ;  donc  chaque  échange  donnera  une  dimenfion 
i=p"  -\-  t-{-q'  —  q'  =p"  -H  t\  donc  le  nombre  t"  de  coëfficiens 
'donnera  une  dimenfion  =  fp"-h-tjt'';  &  depuis  q'  =  o  ,  ou 
g"  =  I  ,  jufqu'à  q'  ou  q^  =  t'  —  t"  ,  une  dimenfion 
:=  fp^^^  tjt"ft'—t"j. 

Depuis  $'"  =  I  ,  jufqu'à  q"  =  t  '—  t' ,  il  nous  refte  un 
nombre  de  coëfficiens  =  t" —  q"  ;  6c  depuis  q^'  =  i,  jufqu'à 
g"'  =  f"  5  il  nous^  refte  un  nombre  d'équations  =  t"  —  q"  , 
c'eft-à-dire  ,  le  même  nombre  à  chaque  dimenfion. 

Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  -+-  f '^  -+- 
q"  —  I  ;  6c  celle  du  coefficient  du  terme  de  l'équation-fomme 
qui  donnera  l'équation  fervant  à  l'échange,  eft  P"  -\- p"  -h  t  ■+" 
i  -h  q^'  —  I  ;  donc  l'échange  de  chaque  coefficient  indéter- 
miné donnera  une  dimenfion  =  p"  ■+•  ti  donc  le  nombre  /"  ■?-  5"; 
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de  ces  cocfficiens  en  donnera  une  =  (p"  -h  tj.ft"  —  q"  J  ;  donc 
depuis  q"  =  i  y  jufqu'à  q"  =  t  —  r' ,   on  aura   une  dimenfion 

Ayant  employé  à  ces  derniers  échange;s  depuis  q"  =  i  ^  juf* 
qu'à  ç*'  =  t  ^- 1' ,  toutes  les  équations  ;  il  ne  refte  donc  plus 
que  celles  qui  ont  lieu  depuis  q"'  =  t  —  r'-4-  i ,  jufqu'à  q^'  =^  t"  : 
ou  en   faifant  q"  =  t  —  /  -4-  q ,  il  refte  depuis  q=  1  ,  jufqu'à 

q  :=  e''^t"  —  r ,  un  nombre  d'équations  =  r'  •+•  f"  —  t  —  q. 

Or  nous  avons  vu  ci-delTus  ,  que  depuis  q'"  =  i  ,  jufqu'à 
q"'=  t'  -{-  t"  —  r^il  reftoitun  nombre  de  coëfficiens  =  r'  -+- 1" — 
t  —  q'"'  ;  faifons  donc  Ces  échanges. 

Chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  -\-  t  -^  q'"  —  i  ;  ÔC 
îe  coefficient  du  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  donne  l'équatioa 
fervant  à  l'échange,  eft  de  la  dimenfion  P" -^p"  -\-  2t-\-q  —  1  j 

donc  chaque  échange  donnera:  une  dimenfion  =  p'^  •^t-^-q  —  ^"'=i! 

p"  -\-  t.  Donc  le  nombre  r'  -4-  r"  —  t  —  <^"  de  ces  coëfficiens  , 
donnera  une  dimenfion  =  (p"  -^  t)  .(  i  -^  t"  —  t  —  q^"  J  ;  & 
depuis  q'"  =  I ,  jufqu'à  q'"  =.t'  -\-t"  —  r,   une  dimenfion 

=  {p'-\-t).(t   -\-t"—  t).(t^  -\-  t"  —  /)   — .  -^ 

(p'  -t-  t)  .(t'  H-  t"  —  t).(f'-H-f"  —  t —  I) 


Réunifiant  tous  les  difFérens  réfultats  que  nous  venons  de 
trouver ,  on  verra  que  la  dimenfion  produite  par  les  échanges  de 
chacun  des  coëfficiens  indéterminés  du  troifième  polynôme-mul- 
tiplicateur ,  contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l'équation  par- 
tielle fournie  par  l'équation-fomme  ,  fe  réduit  à 

' \- tt't"  =p" N(x.,.  1.)  -\-tt't", 

(  4 1  3  •  )  Donc  (  407  &  408  )  la  dimenfion  totale  ou  le  degré  de 
i'équation  finale  résultante  de  la  féconde  méthode  d'éhmination  , 

fera   pN ( x  . .  .  2)'' ■^'" ~ ''■   -+-    p'  N (x  ,  .  .  2)'-^ -' -^    -^ 

p"  N(x  .  . .  2)'  +  '-'-  -^tt't"  y  dans  le  cas  de  r'-h  t" —  r  >  o. 

Avant  que  de  tirer  aucune  conféquence  de  ce  ^réfultat  ,  exa^ 
minons  tout  de  fuite  le  cas  de  t'  -i-t"  '—t<,o. 
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(4l4-)  On  aura  d'abord  comme  dans  le  cas  précèdent  , 
depuis  ^  =  1,  jufqu'à^  =r",  un  nombre  d'équations  =  t-\-t'  —  2^, 
&  un  nombre  de  coëfficiens  =  t  -i-  t'  —  q,  dans  chaque  di- 
menfion  ;  ôc  en  raifonnant  comme  nous  l'avons  fait  (  4 1 2  ) ,  on 
trouvera  que  l'échange  du  nombre  t  -+•  t'  —  2^  de  coëfficiens , 
donnera  une  dimenfion  ^=  p"  t"  ft  -h  t'  —  t"  —  i)j  &  qu'il  ref- 
tera  un  nombre  =  ^  de  coëfficiens  non  échangés ,  dans  chaque 
dimenfion  depuis  q=  \  ^  jufqu'à  q  =  t". 

Depuis  ^'  =:  I ,  jufqu'à  q'  =  t*  —  r^',  on  aura  pareillement  un 
nombre  d'équations  =  r -+- r'  —  2t" — q'  ,  ôc  un  nombre  de 
coëfficiens  =  f  -4-  r'  —  t"  —  q' ,  dans  chaque  dimenfion  ;  &  on 
trouvera  de  même  que  l'échange  du  nombre  r  -+-  ^'  —  2t"  —  q' 
de  coëfficiens,  donnera  une  dimenfion 

s=p"l(t'—t").(t-\-t'—zt")—  (''-'"'•^•-'•'  +  1'  -]  .  5j.   il  reftera  un 

nombre   de    coëfficiens    =  t"  ,  non  échangés   dans  chaque  di- 
menfion depuis  q'  =  i  ,  jufqu'à  q'  =  t'  —  t". 

Depuis  q"  =  i  )  jufqu'à  q"  =  t"  ,  on  a  un  nombre  d'équations 
=  t —  /'',  ôc  un  nombre  de  coëfficiens  =  t  —  q".  La  dimenfion 
de  chaque  coefficient  eft  P"  ~\-t'  -^  q" —  i  ;  ôc  celle  du  coeffi- 
cient du  terme  de  l'équation-fomme  qui  donne  l'équation  fer- 
vant  à  l'échange ,  eft  P"  -f-  p"  -h  /'  -h  o"  —  i  ;  en  forte  que  chaque 
échange  donnera  une  dimenfion  :=?=  p  .  Le  nombre  t  —  t"  de 
coëfficiens  échangés  donnera  une  dimenfion  =p"ft  —  t"J'y  ÔC 
depuis  q"=  I ,  jufqu'à  g"  =  t" .  une  dimenfion  =  Cp"  ft  —  ?  )  =s 
ft"ft-t"J.    ^      ^  ' 

Il  reftera  donc  dans  chaque  dimenfion  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à 
q"  =  t" ,  un  nombre  =  t"  —  q"  de  coëfficiens  non  échangés  ;  or 
depuis  5'''=  I  jufqu'à  q""  =  r",  il  y  a  précifément  ce  nombre 
d'équations  dans  cihaque  dimenfion  ;  employons  donc  ces  équa- 
tions aux  échanges. 

Chaque  coefficient  fera  de  la  dimenfion  P"  -t-  /'  -^  ^"  —  i  ;  la 
dimenfion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme 
qui  donnera  l'équation  fervant  à  l'échange ,  fera  F"'  -h  p"  -+- 
^H-f^H-j"" —  1  ;  chaque  échange  donnera  donc  une  dimenfioiï 
•■«=  (p"  -f-  t).  Le  nombre  t"  —  (('  de  coëfficiens ,  en  donnera 
donc  une  =  (f  H-  t) .(t" — ^"Ji  ôc  depuis  ^'  —  i ,  ^fqu'à 
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/'    =    t" ,     une    dimenfion    =   f(p"  ^  t).(t"  —  q")  = 

(p   -^rtjt    t 1  =  ■  i . 

Depuis  ^'^=  I  ,  jufqu'à  ^"  =  r — t' — t",  on  a  un  nombre 
d'équations  t  —  t"  —  q'" ,  &  un  pareil  nombre  de  cocfficiens.  Or 
la  dimenfion  de  chaque  coefficient  eft  F"-\-t'  -\-  t"  -\~  q'" —  i  ; 
&  celle  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l'équation-fomme  qui 
donne  l'équation  fervant  à  l'échange  ,  eft  P"  -^  p"  -\-  r'  -h 
t"  •+■  q"'  —  I  ;  chaque  échange  donnera  donc  une  dimenfion  =p"i 
ôc  le  nombre  t  —  t"  —  q"'  de  coëfficiens  ,  en  donnera  une 
=  p"  (t  —  t"  —  q'" )  ;  donc  depuis  q["  =  1  ,  jufqu'à  ^"  =  r  — . 
i'  —  t"  ,    on  aura    une  dimenfion  totale 

Depuis  q"=  i  ,  jufqu'à  ^"  =  t" ,  on  a  un  nombre  d'équations 
=  r' ,  &  un  nombre  de  coëfficiens  =  r'  —  q'"  ;  chaque  coeffi- 
cient eft  de  la  dimenfion  P"  -h  r  -t-  ?"  —  i  ;  &  le  coefficient  de 
chaque  terme  de  la  dimenfion  correfpondante  de  l'équation- 
fomme,  eft  P" -^ p"  ~{- 1 -h  q" —  i  ;  chaque  échange  donnera 
donc  une  dimenfion  =  p"i  le  nombre  t'  —  q'^  de  coëfficiens  en 
donnera  donc  une  =p'ft'  —  q"J;  &  depuis  q'"  ==  i  ,  jufqu'à 
q"  =  t",    on  aura   une   dimenfion  totale  =  fp"  (  t'  —  <f  )   =^ 


.,"1"  (t"-¥- 1; 


p"t't" ^ 

Il  reftera  donc,  dans  chaque  dimenfion  depuis  ?'"' ^^  1, jufqu'à 
ç"  =  t"  ,  un  nombre  =  q^  d'équations.  Mais  nous  avons  vu 
ci-deffus  que  depuis  ^  —  i ,  jufqu'à  q  =  t" ,  il  refte  dans  chaque 
dimenfion  un  nombre  de  coëfficiens  =  çy  donc  employant  ces 
équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens ,  on  verra  que  chaque 
coefficient  eft  de  k  dimenfion  P"  -\- q  —  i  ;  que  le  coefficient 
du  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  donne  l'équation  fervant  à 
l'échange  ,  eft  de  la  dimenfion  P"  ■+■  p"  -h  t  -\-  q"  —  i  ;  donc 
chaque  échange  donnera  une  dimenfion  =^y -f-  r  /  &  le  nombre  q 
de  ces  échanges  dans  chaque  dimenfion  ,  en  donnera  une 
=  (p"  -t-  t)q;  donc  depuis  ?  =  1 ,  jufqu'à  q=  î" ,  on  aura 

une  dimenfion  totale  =  —^ — ■ —' 

Depuis  ç'  =  1  ,  jufqu'à  q"  =  t'  —  ^'5  01^  a  un  nombre 
d'équations  =^  t' —  cf ,  &  un  nombre  de  coëfficiens  =  t' — t" — ([l 
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chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion.  P"  -i~  t  -^  t" -\-  q'  —  i  ,  '& 
le  coefficient  de  chaque  terme  de  la  dimenfion  correfpondante  de 
l'équation-fomme  ,  eu  P"  -i-  p"  -^  t  -h  t"  -i- q"  —  i  ;  donc 
chaque  échange  donnera  une  dimenfion  ==p"  ;  donc  le  nombre 
r' —  t"  —  q"  de  coëfficiens  en  donnera  une  ^=p"  ft'  —  t"  —  q' ); 
donc  depuis  ^^  =  i  ,  jufqu'à  <[  =  t'  —  t!' ,  on  aura  une  dimenfion 

totale  =  p"  (e  -  t")  .  (t! -  rV  -  ^"^''-'"^-1^'-'"^'^  = 

Il  reftera  donc  depuis  ç'  =  i  ,  jufqu'à  q'  =  t'  —  f"  un 
nombre  d'équations  =  t"  dans  chaque  dimenfion.  Mais  nous 
avons  vu  ci-defllis  que  depuis  ^'  =  i  ,  jufqu'à  q'  =  t'  —  f'' ,  il 
reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  t"  dans  chaque  dimenfion. 
Employant  donc  ces  équations  à  l'échange  de  ces  coëfficiens, 
on  verra  que  chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  -t-  f"H-  q' —  i  ; 
que  le  coefficient  du  terme  de  l'équation-fomme  ,  qui  donne 
l'équation  fervant  à  l'échange  ,  eft  de  la  dimenfion  P"  ~\-p"  -H 
t  -\~  t!'  -^  q^  —'  i;  donc  chaque  échange  donnera  une  di- 
menfion =  y  -H  /■  y  ôc  le  nombre  t!'  de  coëfficiens  en  donnera 
une  =  (p"  -H  t)t^'  ;  &  depuis  (^  =  \  ,  jufqu'à  ((=1'  —  f  ,  on 
aura  une  dimenfion  totale  =  ( p"  -H  t)  t"  (t'  —  t"). 

Si  on  raflemble  tous  ces  différens  réfultats  ,  on  trouvera  ,  pour 
le  cas  de  r'  -f-  r"  —  r  ■<  o  ,  comme  nous  avons  trouvé  pour  le  cas 
contraire;  c'eft-à-dire  ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  eft 
encore  exprimé  par 

•pN(x...z)  ■i-p'N(x...i)  ■Jr-p"N(x...î)  -htt'c". 

(  4  I  5  •  )  Donc  en  général  le  degré  de  l'équation  finale  à 
laquelle  on  arrivera  par  notre  féconde  méthode  ,  fera  dans  tous 
les  cas 

:^pN(x...z)  -\-p'N(x...i)  -i-p"N(x...t)  ^  -f-rr'f". 

(  4  I  5.  )  Or  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  jpy  ) ,  &  en  faifant  at- 
tention que  ce  que  nous  y  avons  appelle  r ,  eft  ici  t  -h  p  ,•  & 
que  ce  que  nous  y  avons  appelle  ^^  eft  ici  ry  le  véritable  degré  de 
l'équation  finale  eft  ft-^pJ.ft'-^p'J.ft"  -t-  p"J  —  pp'p"  — 

fp'p"  —  f>  p"  —  ["p  p'  =  t  h"  -H  p  t't"  -^p't  t"  H-  p"t  t'  ;  donc 

le  fadeur, 
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le  facteur  que  cette  féconde  méthode  introduit  dans  l'équation 
finale  ,   eft   du  degré 

flN(x.,.2)''+'  -'■  —  t't"-\  -hp'LNfx...2j'  +  ''-'-  —  tt'2 

\  )  -^ 

(4 17')  Donc  1.°  fi  les  équations  propofées  ,  prifes  dans 
tout  leur  développement ,  font  des  équations  complettes  ,  la 
féconde  méthode  d'élimination  ne  dénaturera  pas  le  degré  de 
i'équation  finale  ;  puifque  dans  ce  cas  on  aura  p  =p'  =p"  =  o. 

2.°  Il  en  fera  encore  de  même  ,  6c  par  la  même  raifon ,  fi  les 
équations  étant  incomplettes  ,  les  inconnues  qu'il  s'agit  d'éliminer, 
ne  montent  pas ,  dans  leurs  combinaifons  deux  à  deux  ,  à  uae 
dimenfion  totale  moindre  que  celle  de  l'équation. 

(  4  I  8'  )  Dans  tout  autre  cas ,  le  fa£leur  renfermera  l'inconnue 
relativement  à  laquelle  on  veut  avoir  l'équation  finale  ,  &  par 
-conféquent  mafqueroit  le  véritable  degré  de  l'équation  finale  ; 
mais  nous  avons  des  moyens  attuellement  de  connoître  quel  eft 
(on  degré. 

(  4  I  9"  )  Il  y  a  plus  ,  nous  pourrons  aulTi  toujours  déterminer 
quels  font  les  coëfficiens  des  équations  propofées  qui  feuls 
pourront  entrer  dans  ce  facteur ,  &  par-là  fimplifier  confidéra- 
blement  le  travail  néceflaire  pour  le  trouver.  Mais  avant  que  de 
faire  voir  comment  on  détermine  quels  font  les  coëfficiens  qui 
feuls  peuvent  entrer  dans  la  compofition  du  facteur  ,  difons 
encore  un  mot  de  l'exprelTion  générale  du  degré  de  l'équation 
finale  trouvée  par  la  féconde  méthode. 

(  4^  O-  )  Si  l'on  jette  les  yeux  fur  ce  que  nous  avons  dit (40 5) 
des  équations  à  deux  inconnues  miles  fous  la  forme  d'équations  à 
une  feule  inconnue ,  on  verra  que  l'expreffion  du  degré  de  l'é- 
quation  finale  trouvée  par  la  féconde  méthode ,    eft 

t'  —  I  £—1 

pN(x...i)  -\-  p' N(x  ... -i  )  -^-tt'. 

Nous  venons  de  voir  que  pour  les  équations  à  trois  inconnues 
mifes   fous   la  forme  d'équations  à  deux   inconnues  ,  le  degré 

Zz 
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de  l'équation   finale  eft 

t'-i-t"—!  t+t"  — 1  t+t' —l 

pN(x...i)  +p'N(x...i)  -\-p"N(x...z)  -t-tt't'f« 

On  doit  donc  conclure  que  pour  les  équations  à  quatre 
inconnues  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  trois  inconnues  , 
le  degré  de  l'équation  finale  feroit 

i'+t"4-«"'  — 3  t  + 1" -i- 1''  -  Il 

p  N(x.  ..■!,)  -\-p' N(x  ...i) 


p"N(x...i)  ^-^p'"  N(x...i)  +  /r'f 


» ,  t>i 


&  c'efi:  ce  que  l'on  trouvera  en  effet  en  raifonnant  fur  ces  équa- 
tions .  comme  nous  Tavons  fait  fur  les  précédentes. 

Et  par  la  comparaifon  avec  le  véritable  degré  de  l'équation 
finale  déterminé  (  3P7  ) ,  on  pourra  toujours  favoir  quelle  fera  la 
dimenfion  du  fadeur  ;  &  l'on  verra  que  dans  les  mêmes  cas 
mentionnés  (  4 1 7  )  ^  ce  fadeur  n'ajoutera  rien  au  degré  de  l'é- 
quation finale, 

(421.)  On  voit  aâuellement ,  avec  facilité  ,  quelle  fera 
l'expreffion  du  degré  de  l'équation  finale  trouvée  par  la  féconde 
méthode,   pour  tel  nombre  d'inconnues  que  ce  puiffe  être. 

(422.)  Puifque  le  degré  du  fadeur  de  l'équation  finale  efi 
exprimé  en  général  par  une  fondion  de  t ,  r',  t",  êcc.  dont  les 
différentes  parties  font  multipliées  les  unes  par  p ,  les  autres 
par  y,  les  autres  par  y,  &  ainfi  de  fuite  ;  ôc  que  cette  expreffion 
devient  zéro  ,  lorfque  p  =p'  ^=  p"  =  &c.  =  o  ;  il  eft  facile 
d'en  conclure  que  ce  fadeur  ne  peut  admettre  dans  fa  formation 
d'autres  coëfficiens  des  termes  des  équations  propofées ,  que  ceux 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion. 

En  effet,  il  n'y  a  que  ceux-là  dont  les  différentes  combinaifons 
quelconques  puiffent  donner  une  dimenfion  =0  ,  lorfque^  =  0^ 
/j'  =  G ,  &c.  Les  coëfficiens  des  termes  des  dimenfions  infé- 
rieures ,  ayant  tous  une  dimenfion  au-deffus  de  zéro ,  il  ne  feroit 
pas  poffible  que  la  dimenfion  du  fadeur  devint  zéro  ,  fi  ce  fadteur 
adniettoit  dans  fa  compofition  un  feul  de  ces  coëfficiens. 
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Alnfi  pour  trois  équations  telles  que 

a  X-  -^  b  X y    -H    c  y-  =  a  , 
-i-    d  X    -h    e  y 
H-  / 

e.' X^    ■+■    h'xy     -f-     c'y'  =10, 
•+•    d' x   -h  e'y 
H-  /•' 

a"x'-    -f-    l>"x  y    -f-    6-"y»  =1  o, 
-^    d"x   -h   e"y 
-hf" 

le  facteur  ne  peut  renfermer  d'autres  lettres  que  les  lettres  a,h)Ci 
a',b',c';  a",b",c", 

(  4  2  3  •  )  Cette  obfervation  qui ,  comme  on  le  voit ,  donne 
l'exclufionàun  grand  nombre  de  lettres,  peut  contribuer  beaucoup 
à  faciliter  la  recherche  du  fadeur ,  &  à  le  faire  trouver  fouvent 
plus  facilement  que  par  la  méthode  du  commun  divifeur ,  dont 
nous  avons  parlé  (388).  En  effet,  dans  l'exemple  des  trois 
équations  ci-deflus  ,  on  voit  que  ce  fadeur  ne  peut  être  autre 
que  (a  b'c")*.   Car   d'après   la   formule 

;,(ii±çifi-i:')  +/^-('^'^^";-^-'")+/c^'^^';'— )  ;  & 

en  fuppofant  p  =  p'  =  p"  =  \  ,  t  ^=  t"  =  t"  =^  2  ,  on  z  6  pour 
la  dimenfion  de  ce  fadeur  ;  ôc  c'eft  en  effet  la  dimenfion  de 
fab'c")^  lorfque,  comme  nous  le  fuppofons  ,  a,b  ,c  ;  a'^b'yd  ; 
al' y  b",  c  '  font  chacune  d'une  dimenfion. 

(424.)  Telle  fera  la  dimenfion  du  fadeur  ,  lorfque  les 
équations  arbitraires  auront  été  formées  de  manière  à  n'anéantir 
aucun  des  coëfficiens  des  polynômes  -  multiplicateurs.  Si  au 
contraire  on  a  employé  ,  comme  il  efl  plus  fimple  ,  &  par  confé- 
quent  plus  naturel ,  les  équations  arbitraires ,  à  rendre  le  nombre 
des  coëfliciens  des  polynômes-multiplicateurs  le  plus  petit  qu'il  efl 
poflible;  alors  la  dimenfion  du  fadeur  fera  d'autant  moindre 
qu'on  aura  fait  difparoître  un  plus  grand  nombre  de  coëfîiciens  : 
Ôc  il  fera  toujours  poffible  d'après  la  formule  générale  de  cette 
dimenfion ,  &  le  nombre  de  coëfficiens  qu'on  aura  fait  difpa- 
roître ,  &  que  nous  avons  enfeigné  à  déterminer ,  de  connokre 
à  quelle  dimenfion  le  fadeur  efl  réduit, 

Zz  ij 
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Par  exemple  ,  pour  les  trois  équations  ci-deflus  ,  on  fait  (34^5^ 
fuiv.  )  qu'on  peut  faire  perdre  un  terme  à  chacun  des  trois  poly- 
nômes-multiplicateurs :  la  dimenfion  du  fafteur  fera  donc  alors 
feulement  3  ;  c'eft-à-dire  ,  que  le  facteur  fera  feulement  fa  b'c"  J; 
c'eft  auiïi  ce  que  nous  avons  vu  (  278  ). 

(425*)  L'expreiïion  générale  que  nous  avons  trouvée  pour 
la  dimenfion  du  fadeur  de  l'équation  finale  ,  fuppofe  qu'on  ait 
formé  dans  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  toutes  les 
équations  arbitraires  que  cette  dimenfion  fournit  naturellement. 
On  peut  ,  ainfi  que  nous  l'avons  vu  {2^6),  en  former  ua 
moindre  nombre  dans  quelques-unes  des  dimenfions  fupérieures  , 
&  augmenter  d'autant  le  nombre  de  celles  que  l'on  a  pour  les 
dimenfions  inférieures  :  en  faifant  cet  ufage  des  équations  arbi- 
traires ,  il  eft  facile  de  fentir  que  la  dimenfion  du  facleur  ,  qui 
Ti'augmenteroit  pas,  quant  au  nombre  des  lettres,  augmenteroic 
néanmoins  par  rapport  à  l'inconnue  de  l'équation  finale  :  c'eft- 
à-dire  ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  feroit  altéré  même  dans 
les  équations  complettes» 

(  4  2t  5.  )  L'exprefilon  que  nous  avons  donnée  de  la  dimenfion 
générale  du  facfleur ,  eft  donc  la  plus  fimple  qu'il  foit  pofiible  , 
parmi  toutes  celles  où  l'on  n'emploie  pas  les  équations  arbitraires 
a  la  deftruélion  d'aucun  terme  des  polynômes-multiplicateurs.  Et 
elle  conduit  auflî  à  la  dimenfion  la  plus  bafle  ,  dans  le  cas  où 
l'on  emploie  les  équations  arbitraires  à  la  deftrutlion  de  tous  les 
termes  qu'il  eft  pofiible  d'anéantir  dans  les  polynômes  -  mul- 
tiplicateurs. 

Détermination    du  facleur   de    l'Equation  finale  : 
interprétation  de  ce  qu'il  exprime. 

(42  7-)  Nous  avons  dit  (539  )  que  le  fadeur  que  notre 
féconde  méthode  donne  à  l'équation  finale,  indique  des  folutions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  (279  &  287).  Mais  il 
a  encore  unefignification  plus  importante  dans  la  Théorie  générale 
des  équations  :  le  développement  de  cette  propriété  du  facteur, 
&  ce  facleur  lui-même  vont  fe  préfenter  en  même  temps. 

(428.)  Nous  venons  de  voir  que   ce  fadeur  ne  peut  être 
qu'un  compofé  des  cpçfficiens  des  termes  de  la  dimeiifioa  la  plus 
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éltvét  de  chaque  équation.  Concevons  donc  que  le  coefficient  de 
chaque  terme  de  chaque  dimenfion  inférieure ,  foit  zéro  ;  l'é- 
quation finale  qui  doit  renfermer  la  folution  pour  toutes  les 
valeurs  quelconques  des  coëffïciens  des  équations  propofées ,  doit 
donc  auÔi  renfermer  la  folution  de  ce  cas  particulier.  Or  cette 
équation  finale  eft  compofée  de  deux  faâeurs  dont  fun  que 
j'appelle  F,  eft  le  fa£teur  en  queftion  ;  &  l'autre  que  j'appelle  E, 
eft  la  véritable  équation  finale.  Mais  de  ces  deux  facteurs  ,  le 
faiSeur  E  devient  zéro  par  la  fuppofition  que  tous  les  coëfficiens 
des  dimenfions  inférieures  des  équations  propofées  font  chacun 
=  0.  En  effet,  s'il  étoit  pofftble  que  dans  cette  fuppofition  il 
reftât  quelque  terme  dans  E  qui  ne  devînt  pas  zéro ,  il  eft  facile 
de  fentir  que  ce  terme  feroit  uniquement  compofé  des  coëfficiens 
des  dimenfions  fupérieures  des  équations  propofées  :  tous  les! 
termes  de  E  ne  feroient  donc  pas  des  fondions  homogènes  ou 
de  même  dimenfion  des  coëfficiens  des  équations  propofées  ,  ce 
qui  n  eft  pas  poflible. 

Tous  les  termes  de  E  devenant  zéro  par  la  fuppofition  que  les 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  font  chacun  =  o ,  la  folution 
de  ce  cas  qxii  doit  d'ailleurs  être  comprife  dans  la  folution  géné- 
rale ,  ne  peut  donc  être  coir/prife  que  dans  le  fadeur  F  ;  c'eft-à-? 
dire ,  que  F  =  o,  eft  alors  la  folution  de  la  queftion. 

(42  9-)  Mais  quel  eft  donc  alors  l'état  de  la  queftion  ?  L'état 
de  la  queftion  eft  de  déterminer  la  condition  ou  les  conditions  , 
pour  que  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équations  propofées  , 
étant  fuppofée  égale  à  zéro ,  ces  nouvelles  équations  puiff"ent 
toutes  avoir  lieu.  C'eft-à-dire,  que  le  facteur  i^  eft  l'équation  de 
condition ,  ou  l'une  des  équations  de  condition  ,  ou  le  produit 
de  quelques-unes  des  équations  de  condition  néceffaires  pour  que 
les  équations  formées  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équa- 
tions propofées ,  puifiTent  avoir  lieu  toutes  à  la  fois. 

(  43  0-)  li  eft  inconteftable  que  ce  fadeur  fera  divifible  par 
une  ou  plufieurs  des  équations  de  condition  dont  il  s'agit  ,  équa-^ 
tiens  dont  le  nombre  peut  toujours  être  réduit  à  deux  j  mais  qui 
par  la  variété  des  formes  fous  lefquelles  elles  peuvent  fe  préfenter^ 
peuvent  être  en  plus  grand  nombre.  Mais  ce  facteur  pourra  lui- 
même  avoir  d'autres  fadeurs  que  ces  équations  de  condition  i 
parce  que   les  équations   arbitraires  qui   u'aurQnt   fervi   à    la 
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deftru£lion  d'aucun  terme  des  polynômes-multiplicateurs ,  aug- 
menteront nécefTairement  la  dimenfioa  totale  du  facteur  fans 
aucune  liaifon  ou  rapport  néceffaire  avec  ces  équations  de 
condition. 

(43'*)  O^  voit  par-là  que  malgré  la  connoiflance  que  nous 
venons  d'acquérir,  favoir  que  ce  fa£teur  ne  peut  être  corapofé  que 
des  coëfficiens  des  plus  hautes  dimenfions  des  équations  propofées  ; 
il  feroit  comme  impoflîble  de  déterminer  généralement  ce  fadeur, 
d'une  manière  dire£l:e.  Néanmoins  tout  ce  que  nous  vencos  de 
dire,  offre  une  méthode  générale  &  fimple  pour  le  découvrir 
dans  chaque   cas.    La  voici. 

Puifque  ce  fa£leur  n'eft  compofé  que  des  coëfficiens  des  plus 
hautes  dimenfions  des  équations  propofées  ,  il  s'en  fuit  que  la 
fuppofition  faite  dans  l'équation  finale ,  que  un  ou  plufieurs  des 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  des  équations  propofées,  font 
égaux  à  zéro  ,  ne  changera  rien  à  ce  fa£leur.  Mais  comme  en 
fuppofant ,  tous  à  la  fois ,  égaux  à  zéro ,  les  coëfficiens  des  di- 
menfions inférieures ,  l'équation  finale  difparoîtroit ,  on  préviendra 
cet  inconvénient,  en  fe  conduifant  comme  il  fuit.  On  commencera 
par  le  coefficient  de  la  dimenfion  la  plus  baffe  de  chaque  équation  ; 
&  au  lieu  de  le  fuppofer  =  o  ,  on  le  fuppofera  infiniment 
petit.  Alors  ne  confervant  dans  l'équation  finale  que  les  termes 
de  l'ordre  le  plusbas  ,  &  fuppofant  n  —  i  de  ces  coëfficiens 
égaux  à  zéro  ,  l'équation  fera  divifible  par  le  n." 

Ce  qu'on  vient  de  faire  pour  le  terme  le  plus  bas  de  chaque 
équation  ,  on  le  fera  de  même  fucceffivement  pour  le  coefficient 
de  chaque  terme  de  la  féconde  dimenfion  ,  ou  de  la  dimenfion  i, 
de  la  dimenfion  2  &c.  de  chaque  équation  ,  jufqu'à  la  plus  haute 
dimenfion  exclufivement.  Par-là  on  arrivera ,  fans  être  obligé  de 
paffer  par  aucun  divifeur  compofé  ,  à  une  équation  qui  fera  le 
facteur  cherché.  Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à  donner  des  exemples 
de  ce  procédé  :  on  peut  en  voir  dans  ce  que  nous  avons  dit 
(381,   382  &   383  ). 

(432.)  Ainfi ,  fi  notre  féconde  méthode  d'élimination  ne 
peut  généralement  éviter  de  donner  à  l'équation  finale  un  fatteur, 
on  voit  i.°  que  ce  fa£teur  n'efî  pas  fans  aucune  liaifon  avec 
l'état  général  de  la  queftion.  2.°  Qu'on  peut  toujours  parvenir 
à  le  connoître ,  &  par  conféquent  à  l'extraire  de  l'équation  finale  ^ 
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ce  qui  eft  abfolument  néceflaire  ;  car  toute  équation  à  laquelle 
on  laifle  un  facteur ,  ne  peut  être  d'aucun  ufage  dans  le  cas  op 
les  quantités  qui  entrent  dans  fa  compofition  ,  auroient  la  relation 
exprimée  par  l'équation  formée  de  ce  fadeur  éga^é  à  zéro. 

Du  faclcur  que  Von  rencontre ,  lorfque  Von  paffe  de  l'é- 
quatlon  finale  générale  ^  aux  équations  finales  des  degrés 
inférieurs, 

(433-)  Nous  avons  donné  jufqu'icî  la  méthode  la  plus  ex-> 
péditive  pour  conftruire  les  formules  les  plus  générales  d'élimi- 
nation réfultantes  d'un  nombre  quelconque  d'équations  renfer-^ 
mant  en  apparence  une  inconnue  de  moins  que  leur  nombre. 

Nous  avons  donné  aufli  les  moyens  d'avoir  le  facteur  qui  affecte 
cette  équation  générale  ;  ôc  par  conféquent  les  moyens  d'arrivet 
à  l'équation  finale  la  plus  réduite  qu'il  foit  poffible. 

Pour  conclure  de  cette  équation  celles  qui  conviennent  a  des 
degrés  moins  élevés ,  il  ne  s'agit  que  d'y  fuppofer  égaux  à  zéro 
chacun  des  coëfficiens  des  dimenfions  fupérieures  de  quelques- 
unes  des  équations  propofées. 

Par  exemple,  nous  avons  trouvé  (  578)  l'équation  finale  la 
plus  fimple ,  réfultante  des  trois  équations  fuivantes 


a  X*  -h   b  X  y 

H-     c y*  —  0  5 

■+   d  X 

-+■  ^y 

-+-/ 

a'  X'  -4-   h'  X  j 

-^   c' y^  —  0  , 

-H  d'x 

-H    e!  y 

+  / 

a!'x'    -+-  h"xy 

-i-  dy  =  0  ^ 

-t-  d"x 

-i-  ^"y 

H-r 
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Si   l'on    vouloit  en    conclure  l'équation  finale  réfultante  des 
trois  équations  fuivantes 

CJC*    -+-    h  xy    -I-    c  y*  r=  o  f 
•^    d  X        -h    ey 

+  / 

a'  X*    ■+•    b'  xy    i+-    c'j/*  =  0  g 


-H    d'  X 
^  f 


j 


^y 


d"  X       -+•    e"y    t=  o  f 

^  f" 
il  n'y  auroît  autre  chofe  à  faire  que  de   fuppofer  dans  l'équatîoni 
finale   générale ,  a"  =  o  ,  b"  =  o  ,  c"  =  o. 

Mais  cette  fuppofition  qui  en  faifant  difparoître  un  grand 
nombre  de  termes  ,  donnera ,  ainfi  que  cela  doit  être  ,  une 
équation  plus  fimple ,  ne  donnera  pas  à  beaucoup  près  la  plus 
fimple.  Cette  équation  aura  un  fa£teur  ;  &  ce  fadeur  qui  fera  en 
général  d'autant  plus  compofé  qu'il  y  aura  un  plus  grand  nombre 
d'équations  ,  &  que  leurs  degrés  feront  plus  élevés  ,  n'eft  pas 
de  nature  à  être  apperçu  à  rinfpe£tion  de  l'équation  finalç» 
générale  modifiée  par  les  fuppofitions  ci-defllis. 

Il  importe  cependant  de  débarrafler  Téquation  finale  de  ce 
fa£leur  qu'aucune  méthode  ne  peut  empêcher  de  fe  préfenter , 
ôc  qui  eft  effentiellement  lié  à  la  queftion  de  l'élimination. 

Et  en  général ,  dans  quelque  équation  finale  que  ce  foit ,  il 
importe  toujours  d'en  extraire  le  fafteur  qui  afFefte  la  véritable 
équation  finale  à  laquelle  on  doit  arriver.  Ce  n'eft  pas  feulement 
parce  que  ce  fadeur  complique  beaucoup  &  fans  utilité  ,  cette 
(équation  ;  mais  c'eft  par  une  confidération  beaucoup  plus  im- 
portante. C'eftr  parce  qu'il  eft  des  cas  où  il  rendroit  l'équation 
finale  abfolument  illufoire.^    -> 

En  effet  ,  toutes  les  fois  que  les  coëfiîciens  des  équations 
propofées  auront  entr'eux  les  relations  nécefiaires  pour  que 
l'équation  de  condition  que  l'on  auroit  en  égalant   ce  fadeur  à 

zéro  j 
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èéro ,  puifle  avoir  lieu  ,  il  eft  clair  que  l'équation  finale  fe  réduira 
à  0  =  o  ;  c'eft-à-dire  ,  qu'après  beaucoup  de  calcul  elle  ne 
conduira  à  rien. 

La  recherche  de  ce  fa6leur  efl  donc  une  chofe  indifpenfable  ; 
fans  cela  les  formules  générales  d'élimination  perdroient  une 
grande  partie  de  l'avantage  qu'on  fe  propofe,  celui  de  donner  les 
formules  des  degrés  inférieurs. 

Cette  recherche  n'a  aucune  difficulté ,  lorfqu'il  n'y  a  que  deux 
équations  :  le  facteur  qui  efl  alors  monôme  ,  eft  très-facile  à 
appercevoir. 

Par  exemple,  fi  dans  l'équation  finale  trouvée  (348)  pour 
deux  équations  de  la  forme 

ûjc'-i-   b  X*   •+■  ex    H-    d  =  o  f 

on  fuppofe  a'  ^  o ,  pour  avoir  l'équation  finale   qui  convient 
aux  deux  équations 

ax^  'i'  b  X*  -i-  c  X  -h  d  =  0, 

b'x^  ■+•  c'x  -+-(/'=  o. 
On  aura 

[ab'(bc')  —  ûV  -+-  a'b'd'}.(cd')  —  [aî>'(l>d')  —  a'c'd'].(id>)z=z<3t 

+  iab'(cd')  —  a''d"-]  ad' 

qui  eft  évidemment  divifible  par  a  ;  &  le  quotient  eft  l'équation 
finale  à  laquelle  on  arriveroit  diredement  par  le  procédé  enfeigné 

Mais  lorfqu'il  y  a  plus  d'une  Inconnue  ,  le  fa£leur  n'eft  plus 
monôme  ;  ôc  l'on  feroit  bien  des  recherches  fuperflues  avant  que 
de  l'avoir  trouvé ,  fi  l'on  n'avoit  des  moyens  de  le  connoître 
à  Priori.  Voyons  donc  quels  font  ces  moyens. 

(4340  Suppofant  que  les  équations  propofées  foient  ,  dans 
tout  leur  développement  naturel,  de  la  forme  mentionnée  (3P<^); 
6c  que  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  une  inconnue  de  moins 
que  leur  nombre ,  elles  foient  complettes ,  &  refpectivement  des 
degrés  t,t',t"^  &c.  en  forte  que  f^p',p'\  &c.  marquant  la 
dimenfion  des  coëfficiens  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chaque  équation  ,  on  ait  t  -\-  p  ,  t!  -^  p' ,  t!'  -i-  p" ,  &c.  pour 
ce  que  (35>5)  nous  avons  appelle  t,t',t";  ôc  t ,  t' ^  t"  pour 

A  aa 
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ce  que   nous   y  avons    appelle    b^  h' ^b" ^  &c. 

Alors  ,  pour  deux  équations ,  nous  aurons  le  degré  de  l'é-- 
quation  finale  exprimé 

par.  ,  .  tt'  ^-  p  i'  •\-  p't^ 

pour  trois  équations,  par,  .  .  tt't"  -^  p t' i"  -k- p' 1 1"  ■+■  p"tt' , 

pour  quatre  équations,  par.  .  .  tt't'W" -^pt't'W" -^p'tt"i"' -i- p"t  t't'"-i-p"'tt't"; 

&  ainfi  de  fuite. 

Concevons  maintenant  que  chacun  des  coëfficiens  de  la  dî- 
dimenfion  la  plus  élevée  de  l'une  des  équations ,  de  celle  du 
degré  f ,  par  exemple ,  foit  =  o.  Alors  r  deviendra  t  —  i ,  & 
p  deviendra  p  H-  i. 

L'expreflion  du  degré  de  l'équation  finale  deviendra  donc 

pour  deux  équations. ..  1 1'  —  t'  -i-  p  t'  +  t'  -k-  p'  t  —  p' , 

ou tt'-^pt'-k-p't  —  p'  ; 

pour  trois  équations.,  t  t' i"  -t-  pt't"  -t-  p' (t t"  —  t" )  •+■  p"(tt'  —  t' ) ^ 

pour  quatre  équations.  t:'t"t"'  -^pt't"t"'ri-p'(it"t"'—t"t'")-^p"(tt't"'  —  t't"')-^P"'("'t"-^'''V^ 
&  ainfi  de  fuite. 

Le  degré  de  l'équation  finale  fubira  donc  une  diminution  tellq 

qu'il  fuit  f 

pour  deux  équations. .../?', 

pour  trois  équations. .  .  .  p'  t"  -i-  p"t' , 

pour  quatre  équations.  .  .  p' t"  t'"  -i-  p''t'i"'   4-   p'"  t' t"  ^ 

&  ainfi  de  fuite. 

Mais  en  faifant  égal  à  zéro  chacun  des  coëfficiens  de  la  plu^ 
haute  dimenfion  dç.  l'équation  du  degré  r ,  on  n'a  pu  faire  d'autre 
changement  dans  l'équation  finale  que  d'en  détruire  un  certain 
nombre  de  termes  ;  mais  on  n'a  diminué  en  rien  la  dimenfion  de 
cette  équation  finale.  Donc  dans  l'état  où  elle  fe  trouve  alors,  elle 
doit  être  divifible  par  un  fadeur  qui  ait  les  dimenfions  fuivantes. 

Pour  deux  équations.  .  .  .  p\ 

pour  trois  équations.  .  .  .  p' c"  -t-  p"  t' ^ 

pourquatre  équations.  .  ,p't"i"'  :^  p"t'i"'  -i- p'" l' t"  i 

èc  ainfi  de  fuite. 
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Or  il  eft  vifible  1.°  que  t  &c  p  n'entrant  point  dans  ces  expref- 
fions ,  ce  facleur  doit  être  tout-à- fait  indépendant  de  l'équation 
du  degré  t  ;  c'eft-à-dire,  qu'il  ne  renfermera  aucun  des  coëfficiens 
de  cette  équation.  2.°  Que  la  dimenfion  de  ce  facteur  devenant 
zéro  ,  par  la  fuppofition  que  p',p",p'"i  &c.  foient  zéro  ,  ce  facleur 
ne  peut  contenir  d'autres  coëfficiens  des  équations  des  degrés 
i',  t",  t'",  &c.  que  ceux  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacune  de 
ces  équations.  3.°  Que  ce  facleur  eft  donc  le  même  que  fi  tous  les 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  de  ces  équations  étoient 
zéro.  4.°  Enfin  qu'il  eft  donc  nécelTairement  l'équation  de  condi- 
tion néceflaire  pour  que  les  équations  formées  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  chacune  des  équations  t'ft",t"',  &c.  aient  lieu. 

Et  comme  ce  que  nous  diforts  de  l'équation  du  degré  f,   eft 
également  applicable  à  chacune  des  autres,  concluons  donc: 

Que  fi  après  avoir  trouvé  l'équation  finale  générale ,  la  plus 
réduite,réfultante  d'un  nombre  quelconque /î  d'équations  de  degrés 
r,  t',  f",  î'",  àcc.  renfermant  un  nombre  n  —  i  ,  d'inconnues  ,  oa 
veut  en  conclure  l'équation  finale  la  plus  réduite ,  qui  convient 
au  cas  où  le  degré  de  l'une  de  ces  équations  feroit  moindre  d'une 
unité  ;  il  faut  après  avoir  fuppofé ,  dans  l'équation  finale  générale 
en  queftion ,  que  chaque  coefficient  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
l'équation  qui  donne  lieu  à  rabaifl"ement ,  eft  égal  à  zéro  ;  il  faut, 
dis-je  ,  divifer  cette  équation  finale  ainfi  réduite  ,  par  un  facleur 
que  l'on  déterminera  en  calculant  l'équation  de  condition  né- 
ceflaire pour  que  les  équations  formées  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  chacune  des  équations  propofées ,  excepté  celle  qui 
donne  lieu  à  l'abaiflement ,  puiflent  avoir  lieu. 

(435)-  ^^  '^'°i^  donc  par-là ,  comment  ayant,  pour  des  degrés 
quelconques  des  équations  propofées  ,  l'équation  finale  la  plus 
réduite ,  on  pourra  en  conclure  l'équation  finale  la  plus  réduite 
pour  chacun  de  tous  les  degrés  inférieurs. 

C'eft  ainfi ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  (45  j  ) ,  que  l'équation 
finale  qui  convient  aux  deux  équations 

a  x^    ■+■   b  X-    -h  i-'  ~  -+-  d  =  o  , 
û'xî    H-  î'x'-   -t-  c'j:  -t-    </'=  o, 

devient  celle  qui  convient  aux  deux  équations 

a  x'   -h  l>  x^   ■+-    c  X  -i-   d    =o» 
b' x'  -+-    c' X    -+-   d'  ■=  o. 

Aaaij 
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En  faifant  a' =  o  ,  ôc  divifant  enfulte  par  a  :  or  a  =s  o  eff 
l'équation  de  condition  néceflaire  pour  que  l'équation  a  ac'  —  o 
formée  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation  autre  que  celle 
qui  donne  lieu  à  l'abaiflement ,  puifle  avoir  lieu. 

Pareillement  ,  fi   dans   l'équation  finale  trouvée  (  578  )  pour 
les  trois  équations 

a  x''  'i'  B  X y   -f-  c  y*  =  O j 
•^    d  X    •+•  e  y 

^   f 

a' x'  -+■  V X y  -H  d y*  ==  0 j 

^  r 

a"x*  -ï-  b"xy    H-  (^'y^  =  «> 
'^     d"x    -H  d'y 

H-    /" 

On  fuppofe  a"  =  o  ,  y  =  O ,  c"  =^  O  ;  on  trouvera  que  cette? 
'équation  finale  ainfi  réduite  eft  divifible  par  (a  b').(b  c')  —  (a  c' )  ' 
qui  eft  précifément  l'équation  de  condition  néceffaire ,  pour  que 
les  deux  équations 

a  x'^  -^   h  X y   -\-    c  y'^  ^=  o  i  : 

d X*  -h   h'  X y    -4-    c'y*  =  o  ^^ 
puiffent  avoir  lieu. 

D&  la  manïhe  de  trouver  le  Facteur  dont  il  vient 

d'être  quefiion, 

(435  )  Nous  venons  de  dire  que  le  fa£leur  dont  il  s'agit  ^ 
feroit  l'équation  de  condition  néceflaire  pour  que  les  équations 
formées  de  chaque  plus  haute  dimenfion  de  /z  —  i  des  équations 
propofées  au  nombre  de  n  ,  puiflent  avoir  lieu. 

;Mais  ce  fadleur  fera-t-U  cette  écjuatiQn  même,  ainfi  que  nous 
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Tavons  dit ,  ou  fera-t-il  compris  feulement  dans  cette  équation  ^ 
comme  fa£leur  de  cette  équation  ,  ainfi  que  nous  avons  dit  (450  ) 
qu'il  peut  arriver  pour  le  fadeur  de  l'équation  finale  générale. 

Il  fera  cette  équation  elle-même  ,  ainfi  que  nous  l'avons 
avancé. 

En  effet,  s'il  pouvoit  n'être  que  fa£teuf  de  cette  équation, 
fa  dimenfion  feroit  moindre  que  celle  de  cette  équation.  Or  elle 
eft  précifément  la  même.  Car  (  454  )  la  dimenfion  de  ce  fa£leur 
eft 

pour  deux  équations.  .  •  •  p'  j 

pour  trois  équations..  .  .  p' t"  •+■  p" c'  , 

pour  quatre  équations.  .  .  p't"t"  •+-p"t't"'  -\-  p"'t't". 

Or  je  dis  que  l'équation  de  condition  dont  il  s'agît ,  eft  préci-' 
fément  de  cette  dimenfion ,  dans  les  mêmes  cas  refpettivement. 

Car  dans  le  cas  de  n  équations  ,  il  s'agit  de  l'équation  de 
condition  réfultante  de  n  —  i  équations  formées  de  chaque  plus 
haute  dimenfion  de  ;z  —  1  des  équations  propofées.  Or  quoique 
ces  équations  renferment  n  —  1  inconnues  ;  cependant ,  comme 
elles  ne  font  formées  que  des  plus  hautes  dimenfions  ,  elles 
rentrent  pour  la  méthode  de  trouver  l'équation  finale  ,  dans  le 
même  cas  que  fi  elles  ne  renfermoient  que  n  —  2  inconnues  ; 
ainfi ,  puifque  fur  tz  —  1  équations  ,  il  n'y  a  que  n  —  2  inconnues, 
le  fadeur  dont  il  s'agit  ,  eft  l'équation  finale  que  nous  avonà 
ju(qu'ici  enfeigné  à  trouver.  Voyons  donc  quel  doit  être  en 
général  la  dimenfion  de  cette  équation  finale  pour  i ,  2,5,  &c. 
équations  lefquelles  correfpondent  à  2,3,  &c.  équations  propofées. 

Soient  donc  p'  ^  p'^jp'",  p^^ ,  &c.  la  dimenfion  de  l'inconnue 
enveloppée  dans  les  coëfficiens  des  équations  propofées  ,  fâ  di- 
menfion y  dis-je ,  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  chacune  de  ces 
équations.  Il  eft  clair  que  pour  une  feule  équation,  (  où  il  n'y  a 
aucune  inconnue  apparente)  la  dimenfion  fera/?' 

Pour  deux  équations  (où  il  n'y  a  qu'une  inconnue  apparente  )  ^ 
notre  méthode  donneroif  à  l'équation  finale ,  une  dimenfiori 
=  p' t"  H-  p"  t'.  Car,  en  général  tous  les  coëfficiens  déterminés 
de  chaque  équation  étant  de  la  même  dimenfion  entr'eux  ,  la 
dimenfion  de  l'équation  finale  ,  qui  réfulte  de  l'échange  des 
coëfficiens  déterminés  contre  les  coëfficiens  indéterminés ,  dans 
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le  produit  de  tous  ceux-ci ,  fera 

p'NCx...^)'   "^^  p"  N(x...\)"~    z=.p't" +p"t'. 

Or  nous  avons  vu  (  4.04)  que  pour  deux  équations ,  cette  équation 
finale  n'auroit  pas  de  facteur  ;  donc  en  effet  la  véritable  dimenfion 
de  l'équation  finale  eft  f' t"  H-  J>" t!. 

Pour  trois  équations  (  où  il  n'y  a  que  deux  inconnues  appa- 
rentes )  ,  notre  méthode  donneroit  à  l'équation  finale  une 
dimenfion 

p'N(x...i)  -i-p"N(x..  .1)  -^p"'N(x...i) 

Mais  nous  avons  vu  (  41  j  )  que  cette  équation  finale  auroit  un 
fa£leur  de  la  dimenfion 

p'N(x...z)     ^  -\-  p"N  (x  . .  .  i)  -hp"'N(x...t) 

—  p' t"  t'" '— p"  t!  t!"  —  p"'t't";  donc  la  véritable  équation  finale 

eft  de  la  dimenfion  p' t"  t'"  -4-  p"t't"'  -4-  p'"  t' t"  ;  &  ainfi  à  l'infini. 

Donc  le  fadeur  dont  il  eft  ici  queftiort ,  eft  exa(Etement  l'é- 
quation de  condition  qui  répond  aux  n  —  i  équations  formées  de 
chaque  plus  haute  dimenfion  de  «  —  1  des  équations  propofées 
au  nombre  de  n. 

(4370  II  ne  s'agit  donc  plus  ,  pour  avoir  cette  équation  de 
condition,  ou  ce  fadeur,  que  de  multiplier  chacune  des  équations 
qui  doivent  la  donner  ,  par  la  plus  haute  dimenfion  feulement  des 
polynomes-multipUcateurs  convenables ,  &  que  l'on  déterminera 
par  ce  qui  a  été  dit  (  340  ùfuiv.), 

Ainfi,  fi  les  équations  propofées  étoient  ,  par  exemple  ,  au 
nombre  de  trois  ;  ôc  fi  ayant  trouvé  l'équation  finale  réduite  qui 
convient  aux  trois  équations 

(x,  y)'  =  o,  (x,y)''  =0,  fx,yJ'"  =  o, 

on  vouloit  en  conclure  celle  qui  convient  aux  trois  équations 

fx,jJ'-'  =  o,fx,yJ''=o,  fx,yj'"  =  o. 

Pour  trouver  le  fadeur  qu'aura  cette  équation  finale  après  y 
avoir  fuppofé  égaux  à  zéro  tous  les  coëfficiens  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  la  première  équation  ,  on  cherchera  l'équation  de 
condition  qui  convient  aux  deux  équations  formées  feulement  de 
Japlus  haute  dimenfion  de  l'équation  fx,  jj^'  =  o,  6c  de  la 
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plus  haute  dimenfion  de  l'équation  ( x,y)'"  =:^  o.  Et  pour  avoir 
cette  équation  ,  on  multipliera  la  première  par  la  plus  haute 
djmenfion  feulement  du  polynôme  ( x  ^  y  )'  —\  &  la  féconde 
par  la  plus  haute  dimenfion  feulement  du  polynôme  (  jc  ,jy^ '-' ; 
^  on  procédera  au  calcul  des  lignes  ,  ainfi  qu'il  a  été  fait 
jufqu'içi* 

(438')  ^î^is  d'après  tout  ce  qui  précède  ,  on  doit  voir  que  fî 
le  nombre  total  des  équations  propofées  excède  trois  ,  notre 
méthode  donnera  un  fatleur  à  cette  équation  de  condition  j  ÔC 
comme  les  coëfTiciens  des  termes  qui  donnent  cette  équation 
de  condition  ,  font  tous  de  même  dimenfion ,  il  paroîtroit  qu'or» 
pourroit  être  embarraffé  à  trouver  ce  nouveau  fadeur.  Voici 
comment  on  lèvera  cette  difficulté  apparente, 

(439-)  Suppofons  qu^il  y  ait  quatre  équations ,  toutes  du  troi-* 
fième  degré  ,  par  exemple.  Alors  la  queftion  feroit  donc  de  trouvef 
Véquation  de  condition  qui  répond  à  ces  trois  équations 

a  x^^h  x-y  -^c  x\-tr  d  xy'' -\- e  xy  ^^  f  x^" -^  g  y'  4- Ay^^  +  A  y  ^'  4- /^  î  =  Oj 
a'x^-Jt-b'x'y->rc'x\  -^  d' xy''  ->r  e' xyi-^  f  xf  -\- ^ y^  ^  h< y\  -)^  k' y  i'  ^  r :^i  =zo  ^ 
a"xi-^b"x-y  -V-  c"x\  -^d"xy--Jre"xyi-i.f>xi--^g"yi  ^  h'yi  +•  /t'>f -f-  i"^'  ^  o. 

Or  cette  équation  de  condition  n'eft  pas  différente  de  celle 
qui  répond  à  ces  trois  autres 

a  jc  '  -t-  3  x~y  •+■    d  x  y'^    -|-   g  y  s    =:  ©  , 

r-^-  c  X-  -^  e  X y    ->r    h  y^ 

•+- f  X  -+-  ky 
-+-   l 

a' X'  •+■  h'  x-y  -f-    d'xy^    -f-  g'yi    =s  o  j 

H-  c'x"-   -H  e'xy    4-    h'y'- 

^  f'x    4-  k'y 
H-  /' 

a"x^  4-  h"x''y  4-    d"xy-'  4-  g'<y  î  —  oj 

4-  c"x-  4-  e'^xy   4-    /i">' 

4-/"x    -\-  k'y 
4-  /" 

qui  iont  les  trois  précédentes  dans  lefquelles  on  a  fuppofé  ^=  i- 

On  pourra  donc  ,  en  général ,  pour  éviter  toute  incertitude  , 

fuppofer    dans    chacune  des  équations  formées  des  plus  hautes 
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dimenfions,  que  l'une  des  inconnues  eft  égale  à  l'unité  ;  &  alort 
on  traitera  ces  équations  ,  tant  pour  avoir  l'équation  finale ,  que 
pour  avoir  fon  fadeur,  abfolument  félon  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici. 

Des  Equations  ou  le  nombre  des  inconnues  ejl  moindre  , 
de  deux  unités ,  que  le  nombre  de  ces  Equations. 

(440')  Lorsque  le  nombre  des  équations  excède  de  deux,  le 
nombre  des  inconnues ,  alors  on  peut  avoir  entre  les  coëfficiens 
déterminés  de  leurs  termes ,  deux  équations  ;  mais  ces  équations 
peuvent  être  plus  ou  moins  compofées  félon  la  méthode  qu'on 
.emploiera  pour  les  obtenir. 

(44l0  Non-feulement  ces  équations  de  condition  peuvent 
fe  préfenter  fous  une  forme  plus  ou  moins  compofée  ;  mais  il  n'en 
eft  pas  alors  comme  du  cas  où  l'on  n'a  qu'une  inconnue  de 
moins  que  le  nombre  des  équations  ;  dans  ce  dernier  cas ,  on  eft 
sûr  ,  fi  l'équation  eft  plus  compofée  qu'elle  ne  doit  l'être,  on  eft 
sûr ,  dis-je ,  qu'elle  a  un  facteur  j  6c  nous  avons  des  moyens  dç 
connokre  ce  fadeur. 

Mais  dans  le  cas  préfent ,  les  deux  équations  de  condition  peu- 
vent fe  préfenter  fous  une  forme  plus  compofée  qu'elles  ne  l'ont 
réellement  :  ôc  ce  feroit  en  vain  que  pour  les  ramener  à  leur 
véritable  état ,  on  chercheroit  dans  chacune  le  fadeur  qui  aug- 
mente leur  dimenfion  :  on  n'en  trouveroit  ni  dans  Tune  ni  dans 
l'autre  ;  ou  fi  J'on  en  trouvoit ,  il  ne  porteroit  pas  la  rédudion 
des  deux  équations  au  terme  où  elle  peut  aller. 

(  4  4  2  •  )  Pour  avoir  une  idée  de  la  manière  dont  cela  peut 
avoir  lieu  ,  fuppofons  que  les  deux  équations  de  condition  ^ 
toutes  réduites ,  foient 

£  =  0  , 

E'  =  o. 

Qu'ayant  multiplié  la  première  par  û ,  &  la  féconde  par  a'  ^ 
j'en  forme  l'équation 

aE  -4-  a'E'  =  o. 

Et  qu'ayant  multiplié  la  première  par  b  ,  ôch  féconde  par  b  ' , 
l'en  forme  l'équation 

bE  -^  b'E'  =  o. 

Ile(î 
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Il  eft  vifible  que  ces  deux  dquations  font  fufceptibles  de  réduc-- 
tlon  ,  dans  ce  fens  qu'on  peut  les  changer  en  deux  autres  qui  au- 
ront chacune  un  fadeur  ;  mais  on  voit  évidemment  qu'aucune  de 
ces  deux -là  n'a  de  fadeur  ,  6c  que  ce  feroit  en  vain  que 
pour  les  réduire  ,  on  chercheroit  quel  eft  le  fadeur  qui  les 
complique. 

(443')   Ici,  pour  ramener  les  deux  équations 

û  £  -t-   c'  £'  =  o  , 

bE  -4-  b'  E'  =  o. 

A  exprimer  la  queftion  de  la  manière  la  plus  fimple  ,  je  multl- 
plierois  la  première  par  m ,  &c  ajoutant  le  produit  à  la  féconde  , 
j'aurois  fma  -4-  b)E  ^  (ma'  -4-  b')E'  =  o.  Je  fuppoferois 

h  ' 

m  a*  -i-  b'  =  o  ,  ce  qui  me  donneroit  m  = ^;  &  l'équa- 
tion fma-i-bjE=o,  ou —r^  E  =  o  ,  ou  fa  b'  J  E  =  o  , 

qui  devenue  divifible  par  ^a  b'J  ,  fe  réduiroit  à  £  =  o.  Un  arti- 
fice femblable  rameneroit  à.  E'  =  o.  Mais  il  s'en  faut  bien  qu'on 
puifTe  toujours  employer  un  moyen  aufli  fimple. 

(4440  Néanmoins ,  nous  nous  propofons  ici  de  donner  les 
moyens  pour  arriver  aux  deux  équations  finales  ,  ou  aux  deux 
équations  de  condition  les  plus  réduites  qu'il  foit  poffible.  Mais 
nous  ne  pouvons  pas  y  arriver  immédiatement  :  ôc  il  y  a  bien 
lieu  de  douter  que  cela  foie  poffible  généralement. 

En  effet ,  la  queftion  de  trouver  les  deux  équations  finales  les 
plus  fimples  qui  puiflent  réfulter  d'un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions à  deux  inconnues  de  moins  que  leur  nombre  ,  eft  un  cas 
particulier  de  cette  queftion  plus  générale....  quels  font  les  moyens 
de  fatisfaire  à  un  nombre  donné  d'équations  qui  renferment  deux 
inconnues  de  moins  que  leur  nombre.  Or  cette  queftion  beaucoup 
plus  générale  doit  préfenter  dans  fa  folution  les  fymptômes  de 
plufieurs  cas  de  folution  qui  n'appartiennent  pas  à  la  première 
queftion.  C'eft  ainfi  que  nous  avons  vu  que  l'équation  de  condi- 
tion réfultante  d'un  nombre  //  d'équations  à  un  nombre  n  —  i 
d'inconnues  ,  avoit  un  fadeur  qui  renferme  la  folution  de  la 
queftion ,  dans  le  cas  ol;  il  manque  aux  équations  propofées  toutes 
leurs  dimenfions  inférieures, 

Bbb 
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(445'.)  Il  s'agit  donc  de  donner  la  méthode  de  fatisfaîre  de  la 
manière  la  plus  fimple  ,  &  en  même  temps  complette ,  à  la 
queftion  ;  Quelles  font  les  équations  de  condition  qui  compren- 
nent tous  les  cas  de  folution  d'un  nombre  donné  d'équations  qui 
renferment  deux  inconnues  de  moins  que  leur  nombre  :  &  nous 
ferons  voir  enfuite  comment  on  ramène  ces  équations  à  être  de 
la  dimenfion  la  plus  baffe ,  c'eft-à-dire ,  comment  on  les  dégage 
des  folutions  particulières  qu'elles  renferment, 

(44^-)  Il  f^"t  donc  commencer  par  la  recherche  de  la 
forme  la  plus  fimple  que  l'on  puiffe  donner  aux  polynômes- 
multiplicateurs  que  l'on  doit  employer  ^  pour  arriver  à  ces  deux 
équations  finales  par  l'élimination  des  inconnues^ 

De   la  forme   des  Polynômes -multiplicateurs    les    plus 
Jimples  que  l'on  puijfe  employer  ^  pour  arriver  aux  deux 
équations  de  condition   réfultames  d'un  nombre  n  d'é- 
Guations  a  un  nombre  n  —  i  d'inconnues. 

(44'7'.)  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue, 
&  par  conféquent  trois  équations  dont  les  degrés  foient  t^t!,  t" 
pour  la  première ,  féconde  &  troifième ,  refpe£livement.  Sup- 
pofons  auffi  t  ^  t'  '>■  f. 

Nous  pouvons  généralement  (  227  )  prendre  pour  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs,  les  quantités  fuivantes  : 

r+  f  +«', 

Pour  connoître  la  forme  la  plus  fimple  à  laquelle  ces  poly-* 
îiomes  peuvent  être  réduits,  je  remarque  que,  dans  cette  forme 
des  polynômes-multiplicateurs ,  l'équation-fomme  fera  de  la  forme 
(x  ...i^^'*"'"*''"*'';  &  que  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  cette  équation ,  &  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynômes-multiplicateurs ,  fera 
d'  iNfx,,.  oJ^+'+'+^  2  .  . .  (  ""V.T/t^'  )  J  quantité  qui 


Pour  la  première... 

.  (x... 

pour  la  féconde. .  . 

.    (X.. 

pour  la  troifième  • . 

.   (  X.. 
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fera  =  o  ,  tant  que  T-h  t  -h-t'  -i-  t"  >  t  -\-  t'  -{-  t"  ;  on  peut 
<lonc  fuppofer  =  o  chacun  des  coëfficiens  des  termes  des  poly- 
nômes-multiplicateurs qui  éléveroient  l'équation  fomme  au-delà 
^e  r  H-  t'-\- 1' — 1  ;  c'eft-à-dire  ,  que  les  trois  polynômes-multipli- 
cateurs ne  peuvent ,  fans  fuperfluité  ,  être  pris  plus  élevés  qu'il 
ii'eft  indiqué  par  les  formes  fuivantes  : 

«'  +  <"—! 

Pour  la  première  équation  ,. .  (  x  .,  .i  )  t 

<  4-  «  —  I 
pour  la  féconde ( x.  ..  i  J  f 

t  +  t'  —  t 
pour  la  troifième (x...^) 

(448.)    Mais  cette  forme  peut  encore  être  abaiffée  :  pouf 
lavoir  de  quelle  quantité ,  je  fuppofe  qu'elle  puiffe  être  réduite  à 

fx...  ij'  +'■-% 
fx..  .  1/  +  '  -«, 


fx . . .  ij 


t  +  t'   —  q 


Alors  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  &  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  polynômes-multi- 
plicateurs j  ne  fera   plus 

d^N(x...o)^-^^'^''-K.,{'\X^r'), 
Mais  pour  favoir  ce  qu'elle  fera ,  je  change 

d^N(x...oy-^^-^'-^...{'-^it.;:-') 

en  cette  autre  quantité  équivalente 

Jinrr  t  +  t'  +  t-q         ^t  +  t+t-q\  .....  t  + 1' + 1'' -  q  tt+t-+t-'~î\ 

li^N(x...o)  ...{^      t.t.t"        )   =ddN(x.,.o)  ...^         ^.^j„  j 

Je  remarque  préfentement  i.°  que  l'exprefTion  A''[<x...oj~'  à 
caufe  de  fon  expofant  négatif  —  q ,  ne  peut  avoir  lieu  dans  l'ex- 
preflion  du  nombre  de  termes  dont  il  s'agit  ;  &  que  par  confé- 
quent  la   véritable    expreffion  du  nombre    de    termes  dont    il 

Bbbij 
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s'agît ,  eft 

ddN(x...o)  ..,(         j,  j„  )  --dN(x.,,o)  "'\       f        } 

rh  Nfx  ..  .o)  '""  î ,  du  moins  tant  que  q  ne  fera  pas  >•  t". 

Or  depuis  q=  i  ,  jufqu'à  q  =  t"  ^  les  deux  premiers  termes 
de  cette  expreffion  font   chacun  =  o  ;   &  le    dernier  où 
Nfx  . . ,  oj'  -"  «  eft  conftamment  =  -h  i. 

Donc  dans  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme  depuis 
î  -h  t'  -\-'t"  —  I  ,  jufqu'à  t -\- t' y  le  nombre  des  termes  de 
chaque  dimenfion  excède  de  i  le  nombre  correfpondant  des 
coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs.  Donc  (32J)  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  encore  être  abailTée 
d'une  quantité  =  t"  ;  donc  cette  forme  peut  être 

Pour  la  première  e'quaîion.  »  .  (  x , ,  ,1  )  , 

pour  la  féconde. ..., ( x  ,,,  i  )  , 

pour  la  troifième..  .,.....(  x .,  .1  ) 

avec  un  nombre  de  coëfficiens  ou  d'équations  arbitraires ,  en 
réferve,  =  t". 

(  449-  )  P^"''  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  fufceptibk  d'à-, 
baiffement  f  je  la  fuppofe 


Pour  la  première  e'quation.. .  .  (  x ,  .  .1  )  , 


t-q' 


pour  la  féconde.  ..   ....,,(  x  ...  i  ) 

,  .„  t  + 1'  —  t  '  ^  a' 

pour  la  troifieme (  x  ...ï  )  , 

c'eft-à-dire  ,  que  je  fais  dans  la  forme  ci-deiïus  q  =  t"'h  q\ 

Alors  l'expreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  terme? 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynômes-multiplicateurs,   fe  réduira  à 

ddN(x...o/-^'-''...('';/;-^    )-dN(x...o/'''. ..('-'   ), 

4out  chacun   des  deux  termes  eft  ==  0  j,  tant  que  t'  —  q'  n'eft 
w   - 
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)bas  <C  t"  ;  donc  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion 
de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  fournis 
par  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  polynômes-multipli- 
cateurs étant  le  même ,  on  peut  fuppofer  chacun  de  ces  coëffi- 
ciens =  o  ,  depuis  q'  =:  o  ,  jufqu'à  q'  =  t'  —  t". 

Donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite 
à  la  fuivante 

Pour  la  première  équation.  .  ,  (.~c..  ,ï  )  ,  ; 

K  ,  t  —  t'  +  /''_  ï  °  , 

pour  la  féconde (x  ...t  )  s 

-—'-,  ,.f--^ 

«—I 

pour  la  troifième. .  i  ,,.',,.( x ...  i  ) 

(45'0')    Pour  favoir  fi  cette  forme   eft  encore   fufceptlbÏ0 
d'abaiftement ,  je  la  fuppofe 

Pour  la  première  e'quation,  ,  ,  (x.  : .  i  )  , 

t—  t'  -^  t''  —  j" 
pour  la  féconde ,  .  (x. ..  \ )  , 

pour  la  troifieme, .  (x  ..,x  )  , 

c'eft-à-dire,  que  je  fais  dans  la  forme  précédente /=^f'-^f"-H/'ai 

Alors  l'exprefiion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  réquation-fomme ,  ôc  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  devient 

c'eft  -  à  -  dire , 

Mais    à    caufe-  de    l'expofant    négatif  —  <['  ,    l'exprefiiort 
N  (x  . ,  .o)—  i'  ne  pouvant  avoir  lieu,  nous  avons  feulement 


ddN(x...o)"^'"-'"...{'V';7'")-^(-'-^f 


—  r 


(  4  5  I  •  )    Ici  ,    il   peut   arriver    deux   cas  ;    on  peut    avoîf 
^  -i-  t"  <,t  èf.  t!  frt"'>  t,  Exaiîiiiions  d'abord  le  premier  cas» 
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Dans  l'exprefllon  ./jA^('-...o/'^''~''.. .  ( '■^;,-'' ) -ivr. . . .oj''-«'' 

le  premier  terme  fera  =  o ,  tant  que  t  ->ir  t"  ■—  q"  ne  fera  pas 
plus  petit  que  t'  -H  t"  ;  c'eft-à-dire ,  jufqu'à  q"  =  t  —  t'.  Donc 
fi  t'  •+■  t"  <:^t ,  ou  t  —  /'  >  t"  rexprelTion 

t  +  t'  —  q"  I    t  +  t'—q"   \  ,     ^  t"—ù" 

JdN(x...o)  ■•(       ,^^,       )  —JV(x...o) 

fera   négative   &  =  —    i ,  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à   q"  =  t"  ; 

donc    s'il  n'y  avoit    pas  d'équations    arbitraires  en  réierve  ,   le 

nombre  des   termes   de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation^ 

fomme  ,  étant  actuellement  plus  petit  que  le  nombre  des  coëffi- 

ciens  utiles   fournis  par  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 

polynômes-multiplicateurs ,  on  ne  pourroit  plus  abaifler  la  forme 

des  polynômes-multiplicateurs. 

Mais  comme  nous  avons  vu  ci-defTus  que  depuis  q  =  i  y  ju(r- 

qu'à  q  =  t" ,  nous  avions  pour  chaque  dimenfion  un  nombre^  i 

d'équations  arbitraires  en  réferve  ,  fi  nous   concevons  qu'on  les 

emploie  depuis  q"  =  1,  jufqu'à  q"  ==  t" ,  chaque  coefficient  des 

dimenfions  correfpondantes  des  polynômes-multiplicateurs ,  pourra 

être  fuppofé  =  o  ;  donc  dans  le  cas  de  r'  -+- 1"  <;  r,  la  forme  des 

polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite. 

—  I 

Pour  la  première  équation,  à  .  .  (x. . .  i  )       , 

^  t  —  t'~  I 

pour  la  féconde ,  a.  .....  ..(".•<:. ..i^  , 

t  —  t'—i 
pour  la  troifième,  à  .......  fx.  ..  ij  . 

Et  comme  la  forme  fx...  i^~' n'exprime  qu'un  poîynome=* 
multiplicateur  imaginaire ,  on  doit  en  conclure  que  féquation 
finale  la  plus  fimple ,  réfultera  de  la  combinaifon  de  la  féconde 
&  de  la  troifième  équation  feulement ,  fans  y  faire  intervenir  la 
première. 

(45^0  Achevons  donc  de  déterminer  la  forme  la  plus  fimple 
des  polynômes-multiplicateurs  de  la  féconde  6c  de  la  troifièmç 
équations. 

Suppofons  donc  leurs  polynômes-multiplicateurs ,  de  la  formç 

t  —  t'—q" 

Pour  la  féconde (  x  ., .  1  )  , 

t  —  /"  — q"' 

pour  la  troifième (x.  .  .i  )  , 

ç'eft-à-dire ,  faifons  dans  la  forme  précédente  q"  =  î^'  •+-  ^'"o 
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Alors  l'exprefTion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  &  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynômes-multiplicateurs ,  deviendra 

ddN(x ..  .oj'-t' .  .  .  ('~*r  )   laquelle  eft  =  0,    tant  que 

t  —  q'"  n'eft  pas  plus  petit  que  t'  •+•  t"  ;  c'eft-à-dire ,  depuis 
q"'  =  I  ,  jufqu  à  q'"  =  t  —  t'  —  t".  Donc  on  peut  encore  fup- 
pofer  =  G ,  chacun  des  coëfficiens  des  plus  hautes  dimenfions  des 
polynômes-multiplicateurs  depuis  q"'=  i,  jufqu'à  q"'=  t  —  r' — t"; 
donc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs ,  peut  être  réduite  à 

la  fuivante. 

t"  —  1 
Pour  la  féconde  e'quation. . .  .  .  (x  ,,.i  )  « 

t'  —ï 
pour  la  troifième.  .......%,,(x...\)  , 

&  c'eft  la  plus  fimple  ;  car  fi  on  fait  q"'  =  r  —  t'  —  r"  -H  j'^  j 

la  quantité  d  d  Nfx.  .  .0  J'-  '"  . . .  (  '~ '!'  )    devient 

dd  Nfx,..  o^'  +'  -ï"  . .  .  (  '■■*;,;"-'")  ,  c'eft-à-  dire  ^ 

,.     ,  t'-i-t"-qir  /    t'+t"—    fllv    \  t'~q'-f  —cVf 

dA(x...o)  •••'(         f<  j  —  N(x...o)  -h  N(x...o)     ^     } 

laquelle  à  caufe  de  l'expofant  négatif  —  q"  ,  doit  être  réduite  h 
dNfx...oJ''+''-^"...{'''^',r'")  —N(x...o)''-i^i 

&  celle-ci,  à  caufedeiA^/'-:c...o;'  +  ''-«'^('\';-î")   =  0, 

fe  réduit    à  —  Nfx  .  .  .  oj'""^'^  =  —  1    qui  fait  voir  que  le 

nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  étant  plus  petit  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  ,  on 
ne  peut  plus  fuppofer  =  o  ,  les  coëfficiens  des  dimenfions  fu- 
périeures  des  polynômes-multiplicateurs ,  à  moins  qu'il  n'y  eut 
quelques  équations  arbitraires  en  réferve  ;  mais  il  n'en  refte 
plus  aucune. 

On  peut  remarquer  que  cette  dernière  forme  s'accorde  parfal-* 
tement  avec  ce  qui  a  été  dit  (  54»^  )• 

Donc  dans  le  cas  de  £'  -h  ï"  «<  ^ ,  la  combinaifon  des  trolâ 
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équations  propofées  ne  donneroit  pas  une  équation  finale ,  ou  une 
équation  de  condition  plus  fimple  que  la  combinaifon  de  la 
féconde  ôc  de  la  troifième  feulement. 

(4530  Mais  comme  il  doit  y  avoir  deux  équations  de 
condition,  il  refte,  dans  ce  même  cas  de  f  >  r'  -+-  r'' ,  à  déter- 
miner la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  propres  à  donner 
cette  féconde  équation. 

Reprenons  l'examen  précédent  à  compter  de  la  forme 
( X  ...  ij'"-''" 3 

fx...lJ'-'+''-''"  3  r 

fx, ..  ïj'-i". 

Et  au  lieu  de  concevoir  qu'on  emploie  toutes  les  équations 
arbitraires  en  réferve  ,  concevons  qu'on  en  réferve  feulement 
une  ;  alors  on  pourra  fuppofer  égal  à  zéro  ,  chacun  des  coëffi- 
çiens  des  polynômes-multiplicateurs  ,  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à 
q"  =  t"  —  I  ;  ôc  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  ré-s 
auite  à  celle  qui  fuit  : 

Pour  la  première  e'quation.  .  »  .  .  (  x .,  .r)'  , 

,    n        ,  t  —  t' 

pour  la  fe,conde. (  }i  , . .  i  )  ^ 

,          .  -  t—t" 

pour  la  troifieme (  x  ..  .i  )  , 

avec  un  nombre  =  t —  t'  —  t"  -\^  i  d'équations  arbitraires  outre 
l'équation  arbitraire  en  réferve  ;  &  comme  ,  par  notre  fuppofi- 
tion ,  nous  n'emploierons  pas  celle-ci  dans  la  dimenfion  fupé- 
rieure  de  l'équation-fomme ,  nous  aurons  dans  cette  dimenfion 
plus  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire  difparoître  ;  il 
ne  fera  donc  plus  permis  d'abaiffer  cette  dimenfion. 

(4540  Examinons  préfentement  fi  l'équation  finale  donnée 
par  cette  forme ,  fera  plus  fimple  que  celle  qu'on  auroit  par  la 
combinaifon  de  la  première  ôc  de  la  troifième  équations. 

Les  trois  polynômes-multiplicateurs  fourniflent  un  nombre  de 
coëfficiens  =  i  -\-  t  —  t'  -h  i  -+■  t  —  t"  -h  i. 

Mais  fur  ce  nombre  ,  nous  venons  de  dire  qu'il  y  en  avoir  un 
nombre  =  t  —  t'  —  f "  -t-  2  d'arbitraires  ;  fi  on  les  fuppofe  donc 
j^haçun  =  o  _,  l'élimination  fe  fera  avec  un  nombre  =  /  -h  i  de 

coëfficiens  j 
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Coëfficiens  ;  donc  la  dimenfion  eu  lettres ,  ou  le  nombre  des 
coëfficiens  déterminés  qui  entreront  dans  chaque  terme  de  l'équa- 
tion finale,  fera  r  H-  i. 

Mais  Cl  on  combinoit  la  première  &  la  troifième  équations  , 
les  polynômes -multiplicateurs  convenables  (345)  feroient 
fx.  .  .  i^'  —  ',  fx . . .  ij'~^,  qui  donneroient  t  -{-  t"  pour  la 
dimeniîon ,  en  lettres  ,  de  l'équation  finale  ;  donc  la  forme 
fuivauce  des  polynômes-multiplicateurs 

fx...  ij% 
fx...ij'-'' , 

cft  celle  qui,  dans  le  cas  de  r^r'  -t-  t" ,  conduit  à  réquatîort 
finale  la  plus  fimple  après  celle  qui  réfulte  de  la  combinaifon  de 
ia  féconde  &  de  la  troifième  équations. 

(455.)    Paflbns  au  cas  de  f  <  f'  -4-  ^'. 

Reprenons ,  dans  ce  que  nous  venons  de  dire  (  4J0  ) ,  la  forme 

(x  ..  .  ij'-i". 

JL^expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l'équation -fomme  ,  &  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  que  nous  avons  vu  être 

dd  Nfx . . .  oj'+'-i".. .  (  '  ■^,;;-:'"  )  —  n{x  . . .  oj^'-i- 

Âe  peut  plus  donner   c/iiV^  a;.,.o^'  +  ''-î'...  (  '  "|".' ~*  )   =  0  j" 

depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à  q"  z=t" ,  lorfqu'on  fuppofe  t  <it'  -\-  t". 
Elle  ne^peut  être  zéro  que  depuis  q"  =\  ,  jufqu'à  q"  =  t  '-^  t'  :  èc 
dans  tout  cet  intervalle  on  a  conftamment  —  A'  fx...oJ ''-''=  —  i,- 

Donc  fi  on  conçoit  que  fur  le  nombre  t"  d'équations  arbitraires 
qui  nous  refte  en  réferve,  on  en  emploie  une  à  chaque  di- 
menfion de  l'équation-fomme  depuis  q"=  1  j  jufqu'à  q"  =  t  —  t', 
ia  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion   de  réquation-fomme  ,  &    le  nombre    des  coëfficiens 

Ccc 
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utiles ,  fe  rrouvant  alors  =  o ,  depuis  q"  =  i ,  jufqu'à  q"  =  t-^  f'j 
on  pourra  fuppofer  =  o  ,  chacun  des  coëfficiens  des  polynômes^ 
multiplicateurs  depuis  q"  =  1 ,  jufqu'à  q"  =  t  —  t'. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs    fera  donc    alors  la 
fuivante  : 

Pour  la  première  e'quation.   ...  (x> 

pour  la  féconde (x. 

pour  la  troifième .  .  (  x  . 

(4: 1  6.)  Pour  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  fufceptlble  d^ 
rédutlion^  je  la  fuppofe  comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation (  x  .. .  x  )  , 

pour  la  leconde (x  , ..  i  )  , 


t 

■4.t'-t 

t 

t' 

'  — I 

> 

t' 

—  I 

0 

pour  la  troifième.  ..; (  x.  . .  i  ) 


2 


Alors  l'exprefTion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  terme? 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  devient 

c'eft- à-dire , 

~>r  N(x...o)-'i"'  —  Nfx... o )''+'-'-'>'". 
Mais  comiTie  N (x...o)—  »",  ne  peut  avoir  lieu,  elle  fe  réduit  a 

dN(x...o)  ...(  ^„         j  —N(x..,o)  —N(x...o)  9 

c'eft-à-dire ,  à  o  —  i  —  i  ,   ou  —  2. 

Donc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  de  la  dimenfion  de  nu- 
méro q'"  des  polynômes-multiplicateurs ,  exxédant  le  nombre  des 
termes  à  faire  difparoître  dans  la  dimenfion  de  même  numéro  de 
l'équation-fomme  ,  il  ne  feroit  plus  poffible  d'abaiffer  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs ,  fi  nous  n'avions  encore  un  certain 
liombre  d'équations  arbitraires  en  réferve. 


» 


> 
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Or  fur  t!'  équations  arbitraires  que  nous  avions  en  réferve  , 
nous  en  avons  employé  un  nombre  =  r  —  /  ;  il  nous  en  refte 
donc  encore  un  nombre  t'  -\-  t"  —  t\  &  puifqu'il  en  faut  em- 
ployer deux  à  chaque  dimenfion  ,  on  pourra  donc  abaiffer  la 
forme  des  polynômes-multiplicateurs  depuis  ^"  =  i ,  jufqu'à  ((" 
=    '  '^'  —'"'■'    ^  a.  étant  o  ou  i  félon  que  t'  -^  tf'  —  f  eft  pair 

ou  impair  ;  &  dans  le  cas  où  il  eft  impair  ,  il  reftera  une  équation 
arbitraire  en  réferve. 

La  forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multiplicateurs ,  dans  le 
cas  de  r  <;  r'  -f-  r" ,  eft  donc  comme  il  fuit  : 

f '-f-    t" t    +    K 

Pour  la  première  équation (  x  , .  .i)  ï 

t  4-  t''  —  f  -H  «  j 

pour  la  féconde. .;..;..  i ...  C«  •••  O  ^ 

t  +  t'  —  f  +  a ^ 

pour  la  troifîème. ,,..,.....(  x  ...  \)  i 

a  étant  o  ou  i ,  félon  que  t'  -\-  t"  —  r  eft  pair  ou  impair ,  & 
avec  une  équation  arbitraire  en  réferve  dans  le  cas  où  il  eft 
impair. 

(457*)  L'équation  finale  trouvée  en  employant  ces  poly- 
jîomes-multiplicateurs ,  fera  toujours  la  plus  fimple  ,  ôc  plus  fimple 
que  celle  que  donneroit  la  combinaifon  de  deux  quelconques  des 
trois  équations  propofées. 

En  effet ,  par  la  combinaifon  des  deux  plus  baffes  équations  ^ 
la  dimenfion  en  lettres ,  de  l'équation  finale  ,  feroit  t!  -4-  t".  Mais 

par  cespolynomes-multiplicateurs,elle  fera ^C^t'-^t  , 

puifque  t<^t'  -\-  t",  &  que  *  ne  peut  excéder  i . 

-  "  (45  80   Pour  avoir  la  féconde  équation  de  condition,  on 
prendra  la  forme  fuivante  pour  les  trois  polynômes-multiplicateurs 

t'-t-f"  —  '+■« 

Pour  la  première  équation. .  ,  .  .  (  x  .  ..t  )  i  * 

t  +    t" t'+K 

pour  la  féconde.  ...  ; (x  .  ■  ,\  )  i  ' 

«  H-  t'  —  «"-+-  « 
pour  la  troiCèmei  >..'...,..(  x ..»i  )  î 

a  étant  encore  zéro  ou  1  félon  que  f'  -f7  t"  —  r  eft  pair  oU 

Ceci; 
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impair  ;  &  l'on  aura  trois  équations  arbitraires  en  réferve  ,  dans  le 
fécond  cas,&  deux  dans  le  premier.  En  effet ,  puifque  nous  fommes 
les  maîtres  d'employer  les  équations  arbitraires  en  réferve ,  par- 
tout où  nous  voudrons  dans  l'équation-fomme  ,  nous  pouvons 
fuppofer  que  fur  le  nombre  tl^^-t"  —  t  qui  nous  en  reftoit  à 
i'avant-dernière  forme  (  -ijf^  )  j  nous  n'en  avons  employé  deux  à 

chaque  dimenfion,  que  depuis  q'"  =•  i,  jufqu'à  q'"^ r» 

(4590  Cette  nouvelle  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
'donnera  toujours  une  équation  finale  plus  fimple  que  la  combi- 
naifon  de  deux  quelconques  des  trois  équations  propofées  ,  ex- 
cepté le  cas  où  t  feroit  plus  grand  que  t'  -\- t" —  a.  —  6.  Dans 
ce  cas  on  prendroit  pour  féconde  équation  de  condition,  celle 
que  donneroit  la  combinaifon  de  la  féconde  ôc  de  la  troifième 
équations. 

(  4^0'  )  Mais  il  ne  fera  pas  toujours  indifpenfable,  pour  avoir 
l'équation  finale  la  plus  fimple  après  celle  qui  réfulte  de  la  première 
forme ,  de  recourir  à  la  féconde  forme  que  nous  venons  de 
donner  pour  les  trois  polynômes-multiplicateurs.  Dans  le  cas  de 
1* -\- t" — t  impair,  la  première  forme  fuffira  pour  avoir  les 
deux  équations  de  condition.  En  effet ,  comme  il  y  a  alors  une 
équation  arbitraire  à  former,  en  la  formant  de  deux  manières,  on 
aura  les  deux  équations  finales  arbitraires  cherchées.  Appliquons 
à  quelques   exemples    particuliers. 

(  4  6 1 .  )  Suppofons  qu'on  ait  les  trois  équations  fuivantes  % 

a  X    4-    h    =  o ,. 

a'  X     -4-    ^'   =  o  , 

a"x    -f-    h"  =  o. 

î' 'ht''  —  t  étant  ici  une  quantité  impaire  ,  on  aura  a  =  i  ^ 
ifec  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  fx...ij°,  C'e4 
donc  à  dire  qu'il  faut  multiplier  chacune  des  équations  propofées 
par  un  coefficient  indéterminé  feulement.  Et  comme  (  45'6')  on  a 
^n  coefficient  ou  une  équation  arbitraire  ,  &  que  la  meilleure 
fuppofition  pour  arriver  à  l'équation  la  plus  fimple,  eft  de  faire  ce 
coefficient  =  o  ,  il  s'enfuit  que  la  combinaifon  des  équations  , 
deux  à  deux ,  eft  celle  qui  conduira  à  l'équation  la  plus  fimple. 

Ainfi,  A,  A',  A"  étant  les  multiplicateurs  refpeîlifs  de  ces 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.         3Îp 

équations,  en  faifant  A"  ==  o  ,  on  aura  pour  équation  filiale 

fab'J  =  o. 
En  faifant  yi'  =  o ^  on  aura  pour  équation  finale 

(a  b")  =  o. 
En  faifant  ^  =  o ,  on  auroit  pour  équation  finale 

fa'b"J  =  o. 

Mais  deux  quelconques  de  ces  équations  ayant  lieu ,  la  troî- 
fième  en  eft  une  fuite  nécefiâire. 

(4^2.)  Suppofons  que  les  trois  équations  propofées  foienc 

a  X*    -+■  b  X   -i-  c    =  o , 

a'  X*    -h  b'  X    -+-  c'   =  o , 

a^'x'    -h    b"x   -f-  c"  =  o. 

Ici ,  où  f'  -ï- 1"  —  f  eft  pair ,  on  a  a  =  o  ;  &  Tes  trois  poîy*' 
nomes-multiplicateurs  les  plus  fimples  ,   font    de    la    forme 
( X  .  . .  i)° ,  c'eft- à-dire ,  font  A,  A',  A"  ^  fans  aucun  coefficient 
ou  équation  arbitraire. 

L'équation-fomme  fera  donc  de  la  forme 

A  ax'-  -4-  A  b  X  -+-  A  c  =  o. 

On  aura  donc  pour  le  calcul  de  A  A'  A"i  comme  il  fuit  : 

Première  ligne a  A' A", 

feconde  ligne .  «  b'A"  , 

troifième  ligne (  ab'c"  ), 

L'équation  finale  fera  donc  a  b'c"  =  o  ,    ou 

c'eft  la  plus  fimple  qu'il  foit  poflîble  de  former. 

Pour  avoir  la  feconde  équation  de  condition  ,  nous  pouvonà 
(  4j8  )  prendre  (x  .  .  .  ij'  pour  la  forme  des  polynomes-multipli- 
cateurs  ,  &  alors  nous  aurons  deux  coëfficiens  arbitraires  ;  &C 
comme  le  meilleur  ufage  qu'on  puiffe  en  faire  ,  eft  de  les  fuppofer 
égaux  à  zéro  ;  fi ,  comme  on  en  eft  le  maître  ,  on  les  prend  tous 
deux  dans   uu  même  polynome-multiplicaceur  ,    ou   fe  trouve: 


<5^o         ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES. 

alors  n'avoir  à  combiner  que  deux  des  équations  ;  6c  en  effet  i 
nous  avons  vu  (3^6)  que  deux  équations  de  ce  degré  dévoient 
avoir  pour  polynômes-multiplicateurs  ,  des  polynômes  de  la 
forme  f  x .  . .  ij'  ,  fans  aucun  coefficient  arbitraire.  On  peut 
faire  beaucoup  d'autres  fuppofitions ,  mais  qui  ne  conduiront  à 
rien  de  plus  funple. 

Ainfi  les  deux  équations  finales  font  fa  b'  c"  )  =  o  ,  avec  l'une 
quelconque  des  trois  équations  fuivantes  : 

(a  b').(bc')  —  (ac' )'  =  o  , 
(  a  b")  .  (b  c")  —  (a  c")  ^  =  o  , 
(  a'b") .  fb'  c"J  —  (a'  c")  *    =  o. 

Et  la  première  fab'c"  J  =  o  ,  avec  l'une  quelconque  de  ces 
trois ,  étant  fuppofées  avoir  lieu ,  les  deux  autres  en  font  une 
fuite  néceffaire. 

(  4<5  3  •  )  Suppofons ,  pour  troifième  exemple  ,  les  trois  équa" 
lions  fuivantes  : 

ax*-\-bx'^'^cx-\-d   =0j 

û'jc'    H-  3'x*  -f-  c'a:  -H  /  =  o  , 

a"x'    -t-  b"x^  -f-  c"x   -+-  d"  =  o. 

On  aura  t!  -\r  î!'  —  t  impair  ,  &  par  conféquent  »  =  i  ;  la 
forme  des  trois  polynômes  -  multiplicateurs  (^J^)  fera  donc 
( X ...  1  ^  '  avec  un  coefficient  ou  une  équation  arbitraire. 

Soient  donc  A  x  -^  B ,  A'x  -t-  B',A"x  -J-  B'' ,  ces  trois 
polynômes-multiplicateurs  ;  l'équation-fomme  fera  de  la  forme 
fuivante   :  , 

Aax'^  ■+■  Abx^  -h  Acx^  -h  Adx  -I-  Bd  =  o, 

-^Ba-^Bb^Bc 

.  Je  procède  d'abord  au  calcul  de  A  A' A"  B  B'B"  fans  aucun 
regard  à  l'équation  arbitraire ,  &  j'ai  comme  il  fuit  : 

première  ligne...  aA'A", 

féconde  ligne...  (ah' )  A" B  B'B"  +  aA'A"aB'B" , 

ÊToifième  ligne. .  {aVc"')BB'B''^  (ab')A"bB'B"  H-  (ac')A"aB'B"  +  aA'A"(al>')B"- 
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quatrième  ligne..  (ab'c")cB'£"  —  (ah'd")b B'B<' -^  (ab')A"(hc')B"  -»-  (ac'd'<)aB'B" 

—  (ac')A"(ac')B"-\-(ad')A"(ab<)B"-iraA<A"(ab'c"), 

cinquième  ligne. .  (ah'c").(cd')B" ~(ab'd").(bd')B" -  (bc<d'^).(ab')A<' ^(acUV).(ad')B" 

+  (a  c'd'),(a  c')A"  —  (a  b'd").(a  d')  A"^ 

Préfentement ,  pulfque  nous  avons  une  équation  arbitraire  ,    je 
puis  faire 
o\x  Ab  -\-  A'b'  4-  A"b"=o,  oviAc-ir  A'c'  -^  A"c"  =o,  ou  A  d  ■^-A'd'  -i-A"d"=:o^ 


ou 


Ba-h  B'u'  -h  B"a"  z=o,  ou  B  b  -^  B'b'  -i- B"b"  =o,  ou  Bc  ^  B'c' -h  B"c"  =  (3g 


Et  calculer  une  fixième  ligne  en  vertu  de  l'une  quelconque  de 
ces  équations  arbitraires  ,  &  ce  fera  la  première  équation 
finale.  Calculant  de  nouveau  une  fixième  ligne  ,  à  l'aide  d'une 
autre  quelconque  de  ces  équations  arbitraires ,  j'aurois  une  féconde 
équation  finale. 

Par  exemple ,  fi  je  prends  fucceffivement  pour  équation  arbl"* 
traire  l'équation         Ab-^  A'b'  -H  A"b"  =  o  , 
&  l'équation  Ac  -h  A'c'  -¥■  A"c"  =  o. 

J'aurai  les  deux  équations  finales  fuivantes 

^  (a  c'd").(a  b'c")  -+-  (a  b'd")  ^  =  o  , 

—  (b  c'd'').(ab'c")  -f-  (a  b'd"J.fac'd"J  =  o. 

Mais  ces  deux  équations,  toutes  fimples  qu'elles  font  ,  ne  (ont 
pas  les  plus  fimples  qu'il  eh  pofilble  ;  parce  que  le  coefficient  ar- 
bitraire pouvant  aufii  bien  être  fuppofé  =  o  ,  comme  déterminé 
par  toute  autre  équation  arbitraire  ;  &  dans  le  premier  cas  la  di- 
menfion  littérale  de  l'équation  finale  devant  être  moindre  d'une 
unité  j  il  eft  clair  que  ces  deux  équations  ont  une  dimenfion  lit- 
térale trop  forte  d'une  unité ,  quoique  cependant  ni  l'une  ni  l'autre 
n'ait  de  diyifeur. 

Au  lieu  donc  de  procéder  au  calcul  de  la  fixième  ligne ,  à  l'aide 
de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations  arbitraires  ci-deflus,  j'y  procède 
à  l'aide  de  l'une  quelconque  des  équations  arbitraires  fuivantes 

^"  =  o,   A'=o,  A  =  o,  £■'  =  o,  B'=  oy    B  =  0. 

Mais  j'obferve  auparavant,  que  fac'JA",  par  exemple,  nefl 
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autre   que  la  repréfentation    abrégée    de 

(ac'JA"  —  (ac'^)A'  -4-  (a'c"jAy 

qui ,  avec  l'équation     A"  =  o  j  onoA-^oA'-^  lA"  =i  o, 
fe  change  en  fa  d ). 

Combinant  donc  ^  d'après  cette  obfervation  ,  la  cinquième  ligne 
calculée  ci-deffus  i  la  combinant,  dis-je  ,  fucceflTivement  ,  avec 
A!'=-  o  ,  &  ^'=  o ,  on  aura  les  deux  équations  finales  fuivantes 

—  (bc'd"  ).(ab'  )  +  (ac'd").(ac>)  —  (ab'd").(ad')  =o» 
6C         -f-  (bc'd"  )  .(ah")  —  (ac'd").(ac")  -h  (ab'd")  .(ad"  )  =  o. 

On  en  peut  former  un  très-grand  nombre  d'autres ,  mais  qui  ne 
feront  pas  plus  fimples,  &  leur  totalité  fera  toujours  telle  que 
deux  quelconques  étant  îuppofées  avoir  lieu ,  toutes  les  autres  en 
feront  une  fuite  néceffaire. 

(4^4-)  Si  l'on  étoit  curieux  de  voir  la  liaifon  de  ces  deux 
équations  finales  avec  les  deux  précédentes ,  on  n'a  qu'à  prendre 
en  outre  l'équation  que  donneroit  A  =  o  ,  laquelle  eft 

—  (bc'd").(a'i")-^  (ac'd"  )  ,(a'c"  )  —  (ab' d"  )  .(a'd"  )  =o. 

Alors ,  de  ces  trois  équations ,  fi  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  b"  f  la  féconde  par  h' ,  &  la  troifième  par  ^,  on  re- 
tranche le  fécond  produit  de  la  femme  des  deux  autres  ,  on  aura 

—    (ac'd"  ).(ab'c"  )  -h   (ah'd"  )'■  =  o. 

Pareillement,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  c",  la 
féconde  par  c',  &  la  troifième  par  c,  on  retranche  le  fécond 
produit ,  de  la  fomme  des  deux  autres ,  on  aura 

-^    (b  c'd"  ),(ab'c"  )  -t-  (ab'd")  .(ac'd")=^  O. 

Donc  les  deux  équations 

—  (ac'd"  )  .(ab'c")  +  (ab'd")^  z=Ot 

—  (bc'd").  (ab'c")  +  (ab'd"  ).(ac'd"  )  =z  et 

n'expriment  rien  de  plus  que  deux  quelconques  des  trois  équations 

—  (bc'd"  ).(ah'  )  -^  (ac'd"  )  .(ac'  )  —  (a  b' d"  )  .  (a  d'  )  ==  o  , 
4-  (bc'd").(ab")  —  (add").(ac")  •+-  (a  b'  d"  )  .(ad")  =  o, 

—  (bc'd").(a'b")  •+■  (ac'd"). (a' c")  ^  (ab'  d"  )  .(a'4")  =  o. 

(  4  6  5  •  )  Suppofons  à  préfent  qu'il  y  ait  deux  inconnues  ,  & 

par  conféquent 
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^ar   confôquent  quatre  équations   dont   les  degrds   foient 
t,t' ^t",  t"  pour  la  première ,  féconde,  troifième  &  quatrième; 
&  que  l'on  ait  f  >  r  >  f"  >  t'" ,  ce  que  l'on  peut  toujours  fup^ 
jpofer ,  en  y  comprenant  le  cas  d'égalité. 

Il  peut  arriver  l'un  des  cinq  cas  généraux  fuivans 


t'>t"-\-t"',  t>t'-\- 

t'>t"-Jrt"',   f>t'-f- 
i'>f"H-t"',    t>f'-4- 


',    t>f'-Hf",    £>î'-f-f"  +  r"', 


",   r>i'-t-t" 
",    t<.t'-\-t" 

'",    f</'-f-/" 


r<i'-Ht"  +  '"'* 


Mais  comme  les  quatre  derniers  cas  fe  fubdivifent  en  plufieurs 
autres  dont  le  détail  nous  conduiroit  trop  loin  ,  nous  nous  bor- 
nerons à  l'examen  détaillé  du  premier  cas  ,  ôc  nous  ne  confidé- 
rerons  le  cinquième  que  dans  l'un  des  cas ,  dans  lefquels  il  fe 
fubdivife. 

Prenons  d'abord  le  premier  cas. 

{^66.)  Si  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  (  224  ) ,  on  prend 


T+t'  +  t'  +  t'  T+t-j-i'-i-t"' 

(x  ,  .  .  t)  ,   (x,  ..l)  ,  (  X. 

T  +  t  +t'  -^f 


(x . .  .  z  )~    '   '   '  '    '       pour     les    polynômes-multiplicateurs    reC 
pedifs  de  ces  équations ,  on  aura 

'  ^  \        t,f,  t",  t"'       ) 

Ï)0ur  l'expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
a  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des 
cocfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs.  Or  cette  exprefTion  eft  zéro  tant  que  l'expofant 
de  chacun  des  polynômes  qu'elle  renferme  ,  n'eft  pas  au-deflbus 
de  —  1  ;  ôc  comme  le  plus  petit  de  ces  polynômes  t^  (x ...  \)'^, 
dont  le  nombre  des  termes  eft  T-\-  i  ,  il  eft  vifible  que  depuis  T 
égal  à  une  quantité  pofitive  quelconque  ,  jufqu'à  T  =  —  i  , 
la  quantité 


i*iV"(^;c...i;^^-'  +  '+ '+''...( 


r+  1 4- 1'+ 1"  +  t'" 


j  étant  zéro , 


on  pçut  fuppofer  tous  les  coëfEciens  des  dimenfions  fupç'rieures 

Ddd 
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des  polynômes-multiplicateurs ,  égaux  à  zéro  ;    &   réduire    par 
ponféquent  ces  polynômes  à  la  forme  fuivante  : 

Pour  la  première  équation ( x  ,,.i  )  , 

t+t"+  «■"  — I 
pour  la  féconde. ,  ( x. .  .i  )  > 

t  ■+.  t'+t'"  —  t 
pour  la  troifiôme. (x  . . .  i  )  , 

r  +<■  +  £  '  —  I 
pour  la  quatrième (  x  . ,.  z  ) 

Pour  favoir  fi  cette  forme  peut  être  réduite ,  je  la  fuppofe  telle 
qu'il  fuit  : 

2'4-î"-r  t'" —  I  —î 
Pour  la  première  e'quation (  x..  .ï  )  , 

t  -^  t''+  r"'— i—j 
pour  la  féconde .,....,  (x,..i)  , 

t  +  I  +  «"=—  l  —  q 

pour  la  troifîème. (  x. . .  i  )  , 

t+t'->rt"  —  I  —q 

pour  la  quatrième. ( x .. .  i  ) 

Alors  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l'équation-fomme ,  &  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes-multiplicateurs  , 

devient  d^Nfx. .-.  ï^'+ '+''-*-' "-■-«...  (  '  "^  ',V" '^Ç''"^)- 

Maïs  comme  on  ne  doit  admettre  dans  cette  expreflîon  que  les 
polynômes  dont  Texpofant  n'eft  pas  négatif,  je  la  change  en  cette 
autre 

en  remettant  le  terme  -^  N fx.  .  .  i  J- '-^, 

Or  les  deux  premiers  termes  font  évidemment  chacun  =  o  , 
tant  que  q  <;  t'.  Le  troifième  tant  que  q  eft  plus  petit  que  t"  , 
Te  réduit  à  t'"  ;  ôc  le  quatrième ,  tant  que  q  eft  plus  petit  que  t'"  , 
fe  réduit  à  /'"  —  q;  donc  l'expreffion  totale  fe  réduit  à  -f-  ^. 

Puis  donc  (  325"  )  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  eft  plus 
fetit  que  le  nombre   des  termes  à  faire  difparoître  ,   on  peut 
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fuppofer  chaque  coefficient  =  o,  depuis  q=  i  ,  jufqu  à.  î==  t'" , 
&  l'on  aura  pour  chaque  valeur  de  q  comprife  dans  cet  inter- 
valle ,  un  nombre  =  q  d'équations  arbitraires  en  rcferve. 

(467.)  Faifons  q  =  t:"'-^q'.  L'exprefllon  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoîrre  ôc  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  ,  deviendra 

-H   dN(x...iJ'"-'-^'...{'"~J"''). 

Or  les  deux  premiers  termes  font  chacun  =  o  ,  tant  que 
q'  <^  ['  —  t"'  •  ÔC  le  troifième  eft  pofitif  &  =  t'" ,  tant  que 
q'  <C  2^"  —  t"'  j  donc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  étant  moindre 
que  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  depuis  q'  =  i  ^  ]\xC- 
qu'à  q'  =  t" — t'" ,  on  peut  fuppofer  chaque  coefficient  =  o  , 
depuis  ^'  =  I ,  jufqu'à  q'  =  t"  —  t"'  ;  ôc  l'on  aura  pour  chaque 
valeur  de  q'  comprife  dans  cet  intervalle  ,  un  nombre  =  t"'- 
d'équations  arbitraires  en  réferve. 

(4680  Faifons  q'  =  t"  —  t'"  -+-  ç".  L'expreffion  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  ôc  le 
nombre  des    coëfficiens  utiles,  deviendra 

Or  les  deux  premiers  termes  font  chacun  =  o ,  tant  que 
$"<:  r'  —  t"  ,•  donc  puifque  r'>  r'  -t-  r'",  cette  expreffion  fe 
réduira  à  N ( x ,  , ,  \ y  -^-i"  ou  t"'  —  (('  depuis  j"  =  i, 
jufqu'à  5"  =  t!".  On  pourra  donc  encore  fuppofer  tous  les  coëf- 
ficiens égaux  à  zéro  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à  q"  =  t'"  ;  &  l'on 
aura  pour  chaque  valeur  de  (('  comprife  dans  cet  intervalle ,  un 
nombre  =  t'"  —  c^ ,  d'équations  arbitraires  en  réferve. 

(469.)  Faifons  c['  =  t!"  •+■  c(".  L'expreffion  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,    ôc    le 

Ddd  ij 
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nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 

laquelle  eft  zéro  tant  que  t'  —  q'"  >  t"  H-  t'"  ou  f  <  t'—  t"—t"',- 
donc  depuis  q'"  =  i ,  jufqu'à  q'"  =  t'  -^  t"  —  t'" ,  on  pourra 
fuppofer  tous  les  coëfficiens  égaux  à  zéro. 

(470.)  Faifons  q'"  =  t' —  t"  —  t^'^f.  L'expreffion  de 
la  différence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  ÔC 
îe  nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 

le'efl:  -  à  -  dire  , 

d' Nfx...  i;'+ '"  +  ''"-^-^- . . .  (  '  -^  ';,;^,:;'-;-^''  ) 
-  d Nfx...ij'"+^"''^-^-...(''^-^''"-:-''^) 

-H  iV^x...  ly''"-'-^"  enfupprimant  le  terme  iV/^:x:...i^ "'-«", 

Or  puifqu'on  fuppofe  r^r'-H  t'" ,  le  premier  terme  eft  zéra; 
le  fécond  eft  —  t'" ,  ôc  le  troifième  qui  ne  peut  exifter  que 
jufqu'à  q"  =  t"'j  eft  t'"  ~  q'\  Donc  l'expreffion  de  la  diffé- 
rence fe  réduit  à  —  q". 

On  voit  donc  que  s'il  n'y  avolt  pas  d'équations  arbitraires  en 
réferve  =  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  excédant  actuellement  le 
nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  il  ne  feroit  plus  permis  de 
fuppofer  aucun  coefficient  =  o  ;  mais  comme  nous  avons  depuis 
q  =  i ,  jufqu'à  q  =  t"',  un  nombre  =  q  d'équations  arbitraires 
en  réferve  ,  &  que  ^  &  ç"  ont  les  mêmes  valeurs  &  en  même 
nombre ,  fi  on  conçoit  qu'on  emploie  ces  équations  arbitraires  , 
depuis  q"  =  i  ^  jufqu'à  ç '"  =  t'" ,  on  pourra  fuppofer  encore  tous 
les  coëfficiens  égaux  à  zéro  dans  cet  intervalle. 

(471')  Faifons  donc  q"  =  t'"  -h  ç".  L'expreffion  de  la 
'différence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  &  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 
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a^/zr^r...')  ..•(    t,t\f   )-dN(x...x)         ...[    ,„  -  ]. 

Et  puifqu'on  fuppofe  t  >  t'  -^  t" ,  le  premier  terme  eft  zéro 
tant  que  q^  <^  t"  —  t''' ,  ôc  le  fécond  =  t'".  Donc  s'il  n'y  avoit 
flus  d'équations  arbitraires  en  réferve ,  il  ne  feroit  plus  permis 
de  fuppoier  aucun  coefficient  =  o  ;  mais  comme  depuis  q'  ==  i  , 
jufqu'à  q'  =  t"  —  t'"  nous  avons ,  à  chaque  dimenfion  ,  un 
nombre  =  î"'  d'équations  arbitraires  en  réferve ,  ôc  que  c(  éc  q" 
ont  les  mêmes  valeurs  &  en  même  nombre ,  on  peut  fuppoier 
tous  les  coëfficiens  depuis  q^  =  i  ,  jufqu'à  q^  =  t"  —  t"' , 
égaux  à  zéro. 

(472.)  Faifons  q^  =  t"  —  t'^' -+- q"\  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ,  &  le  nombre  des  coëf- 
ficiens utiles ,  fera 

C'eft  -  à  -  dire  , 

'dont  le  premier  terme  ,  puifque  t  >»  t'-+-  ?"-4-  t"',  eft  zéro  tant 
^ue  ^'  n'eft  pas  >  t''' ,  &  dont  le  fécond  =  —  t'"  -4-  <?" ,  c'eft- à- 
dire,  eft  négatif.  Donc  s'il  n'y  avoit  plus  d'équations  arbitraires 
en  réferve  ,  il  ne  feroit  plus  permis  de  fuppofer  aucun  coefficient 
=  o  ;  mais  comme  depuis  q"  =  i  ?  jufqu'à  q"  =  t'''  nous  avons 
un  nombre  =  t"'  —  q"  d'équations  arbitraires  en  réferve  ;  éc 
que  q"  &c  q''^  ont  les  mêmes  valeurs  &  en  même  nombre,  on  peut 
encore  fuppofer  ces  équations  arbitraires  employées  depuis  q""  =  i^ 
jufqu'à  q^'  =  t'" ,  &  par  conféquent ,  tous  les  coëfficiens  compris 
dans  cet  intervalle ,  égaux  à  zéro, 

(473.)  Faifons  f  =  t"' -h  q'"'.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  à  faire  diiparoitre ,  ôc  le  nombre  des  coëf-^ 
ficiens  utiles,  fera 

laquelle  fera  zéro   tant  que     t  —  q^"  >  f'  -t-  r"  -i-  t'"    on 
f  <.  t  —  î! —  /"  —t"'i  on  peut  donc  encore  fjppofer  égaux 
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à  zéro ,  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-multiplicateurs,  depuis 
f'  =  i  ,  jufqu'à  /"  =  r  —  r'  —  r"  —  t"'. 

C'eft-là  le  terme  de  la  rédudion  dans  le  cas  de  r'  >  t"  -\-  t!"  ^ 
t^  t'-+-  t"'  ,t>  t'  -^  t",  &  r  >  r'  -H  r"  -f-  t'".  En  effet , 
l'expreflion 

ne  peut  plus  [  en  omettant  ,  comme  on  le  doit,  le  terme 
A^(^:c...  i/-'-' "-'"'-'-*'",  lorfque^''">r—î'  —  r''—r"] 
ne  peut  plus  avoir  qu'une  valeur  négative  ;  on  a  donc  alors  plus 
de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  ;  &  comme  il  n'y  a  plus  d'équations  arbitraires 
en  réferve  ,  il  n'eft  donc  plus  permis  de  fuppofer  aucun  coef- 
ficient  =  G. 

(4'74.)  Examinons  préfentement  ce  qu'eft  alors  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs. 

Puifque  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  a  lieu  ,  jufqu'à 
ç""'  =  f  —  t'  —  t"  —  t"'  ,  il  s'enfuit  que  fi  l'on  fuppofe 
û""  =  t  —  t'  -^  t"  —  t!"  H-  I  ,  on  aura  la  forme  qui  fuit  im- 
médiatement la  dernière  forme  réductible  i  c'eft-à-dire ,  qu'on 
aura  la  forme  la  plus  fimple. 

Or  la  forme  de  l'équation-fomme  ,  qui  avant  la  dernière  ré- 
du£i;ion  ,  ç,^  (x.  .  .  sJ'-^-î™,  devient  donc  après  cette  der- 
nière réduction,  (x  . . .  2^''  ■♦-'"  +  '"'~^  ;  d'où  il  fuit  que  la  forme 
4es  polynômes-multiplicateurs  eft  celle  qui  fuit  : 

Four  la  première  équation (x  .•.^  )  , 

pour  la  féconde.  ,....',•'.  '>(x.,,i)  , 

t'+t'"—-!. 

pour  la  troiCème [x,,,i)  , 

t'  +  t"  — 7. 
pour  la  quatrième (x  ..  ,i.  ) 

Mais  le  polynôme  (x..  .  2J''+''  +  «" -'-'-  ayant  zéro  pour  le 
nombre  de  fes  termes ,  on  doit  conclure  que  dans  le  cas  dont 
il  s'agit  ,  c'eft-à-dire ,  dans  le  cas  de  r^>  t"-^  t'" ,  t>t'^  t'" , 
t'^t'-ht",  t'^t'  ~h  t"-i~  t"',  fi  l'on  veut  avoir  l'équation  de 
condition  la  plus  fimple,  il  faut  combiner  feulement  les  troi; 
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dernières  équations  entr'elles ,  fans  y  faire  intervenir  la  première. 

Et  pour  avoir  la  féconde  équation  de  condition  la  plus  fimple 
après  celle-là ,  -on  combinera  les  deux  dernières  équations  avec 
ja  première. 

(475-)  Examinons  préfentement  le  cas  de  t'  «<  t"  -^  /'", 
t<^t'-ht"' ,  t<t'-+-t\  t<Zt'-i-t"-ht"'. 

Ce  que  nous  avons  dit  du  premier  cas  ,  continuera  d'avoir  lieu 
jufqu  a  q"  ^  t' —  t"  i  6c  depuis  q"  =  i  ,  jufqu'à  q"  =  r'  —  t"  , 
il  y  aura  à  chaque  dimenfion,  un  nombre  =  t"'  —  q"  d'équa- 
tions arbitraires  en  réferve.  On  pourra  donc  anéantir  toutes  les 
dimenfions  des  polynômes  -  multiplicateurs  comprifes  dans  cet 
intervalle. 

,  (475.)  Faifons  f  =  t' —  t" -^  q'".  L'exprefllon  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à  faire  diiparoltre  ,  &  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles ,  deviendra 

d'  Nfx..,  i;«4-^  +  .  -I  -«- . . .  (^  '  +  '■'+  ';;-,j  -  ?■■•  ^ 

—  ddNfx...  xj''  +  '■'-'-«■■...('"+';;-.: -^■") 

•4-  Nfx...iJ'  +'  -'-i-i    qu'il  faut  réduire  à 

-  d  Nfx  ...  ij'"  ■^■■'  -'-  ^" ...('"  '^'"'-'-''"'  ) 
^  Nfx..  .  i/' -'-?"-+-  N(x...  ^y-^^tj-t-i-i"  qui^  V 
caufe  de  t  <!  t'  ~k-  t'' ,  n'aura  lieu  que  jufqu'à  q^"  =  t  —  t' ,  &  a 
pour   valeur  —  t"'  -t-  t'"  —  j'"  H-  t"  H-   t'"  —  t'  —5'",  ow 
s"  _f_   t'"  —  t'  —  2f. 

Il  fe  préfente  ici  deux  cas  :  favoir  t'  -^t!'  ^t"'  —  2  r  >■  o  ^ 
&  r'-t-r"-t-  t'" — 2t  <;  o.  De  ces  deux  cas,  nous  ne  pour- 
fuivrons  que  l'examen  du  premier.  On  peut  donc  depuis  q"  =  i, 
jufqu'à  <^"  =  t  —  f'  anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly-. 
nomes-multiplicateurs  comprifes  dans  cet  intervalle. 

(  477-)  Faifons  q'"  =  t  —  t'  -\-  q'''.  L'exprefllon  de  la  di^ 
■férence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoitre  ,    &    If 
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nombre  des  coëfficiens  utiles ,  devient 

qu'il  faut  réduire  à 

■^  Nfx. .  .iJ'"-*-'"'~^~^~''"  ,  laquelle  a  lieu  depuis  q"  =  i  ^ 
jufqu'à  5'"=  r"  ^  t"'  —  tf  &c  a  pour  valeur  —  zt'"  •+-  t"' 
^  f  ^  t'  H-  t"'  —  t  —  f  +  t"  -4-  t'"  ^  t  —  f  ou 
î'  _|_  ^"  -4-  fW —  2t —  3^'%  quantité  qui  n'eft  pofitive  que  jufqu'à 
une  certaine  valeur  de  q'" ,  &  devient  négative  avant 
a    =  i    -+-  t    —  f. 

Concevons ,  préfentement ,  que  depuis  ç"'  ==  i  j  jufqu'à  une 
certaine  diftance ,  nous  ajoutions,  à  cette  expreflion,  pour  chaque 
dimenfion,  un  nombre  =  5"  des  équations  arbitraires  que  nous 
avons  en  réferve  depuis  ^  ^=  i ,  jufqu'à  q  =  t'" ,  alors  elle  de^- 
viendra  r'  -4-  ^'  -¥•  t!"  —  21  —  zq""  dont  la  fomme  efl: 
(t'-^t"  -\-  t'"  —  zt)  f  —  f  (f  -4-  I  y  ;  or  cette  fomme  eft 
zéro  ,  lorfque  q"  -\-  1  =  t'  -{-  t"  '-¥-  t!"  —  it  ,  ou  lorfque 
(^  =  ^  -\'  t!'  -\-  t'"  —  2  f  —  I  ;  on  peut  donc  par  ce  premier  ufage 
nune  partie  des  équations  arbitraires  en  réferve  ,  fupprimer  toute? 
les  dimenfions  des  polynômes -multiplicateurs^  depuis  ^"  =  i  , 
jufqu'à  f  =  r'  H-  /'  H- 1'"  —  2  r  —  I . 

(478.)  Si  l'on  fait  f  =  r'  + 1"-\-  t"'—2.t—  i  -h ^ ;  alors 

J'exprefTion  t'  -H  t"  -ht'"  —  sr —  sq"  devient  —  zft'  -+-  /'■+• 
_l'"  —  2fJ  -h  i»  —  5 ^  laquelle  a   lieu  depuis  ^  ==  i  ,   jufqu'à 
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^  ==  f  ^t"'  —  t  —  (t'  -\'e'-ht"'^2t  --i)  ,  c'eft-à-dire  , 

jufqu'à  g  ■=a  t  —  r'  -+•  1. 

Faifons  1.°  q  =:  t' '^  t"  -h  t"'  —  2t  —  i*4-^,  &  concevons 

que  nous  employions  à  chaque  dimenfion  depuis  ^  t=  i ,  le  nombre  q 
d'dquations  arbitraires  que  nous  avons  encore  en  réferve  ,  depuis 
q  =  t'  -h  t"  -\-  t'"  —  2t ,  ou  depuis  q  =  i  jufqu'à  q  =  t'". 

Faifons  2.°  <("  =  t  —  t'  -\-  \  —  q  ;  &c  concevons  que  nous 
employions  à  chaque  dimenfion  depuis  ^  =  i  ,  le  nombre 
i"  -H  t'"  —  t'  —  2q"',ou  t'  -H  t"  -+-  t'"  -.2t  —  2-\-2q  d'équa- 
tions arbitraires  que  nous  avons  depuis  (["  =  i  ,  jufqu'à 
^"   =   t    —  t".    Alors    à   chaque  dimenfion  depuis    ^  =   1  , 

jufqu'à  q  ^=  t  —  t' ,  nous  aurons  un  excédent ,  en  coëfficiens 

utiles  ,    exprimé  par   2  ( t'  -\'  t"  -^-  t'" — 2t )  —  3  -t-    ^q   ôc  un 

nombre  d'équations    arbitraires   en  réferve ,   exprimé   par 
■L(t'  +  t"  -k- 1"'  —  1/  ;  _  3  -t-  ^  +  ,  ^^  =  1  ff'  +  r"  H-  t'"  _  if  ;  _  3  -t-  3  ^. 

Nous  pouvons  donc  anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly- 
nômes-multiplicateurs depuis  q  =  i  y  jufqu'à  q  =  t  —  tf. 

Nous  avons  donc  épuifé  l'exprenTion  t' -^  t"  ■+■  t'" —  2t  — 3^" 
depuis  q"  =:  i ,  jufqu'à  q'^  =  t"  -H  t"'  —  t  —  i  ;  il  refte  donc 
encore  dans  la  dimenfion  q"  =  t"  -^  t'"  —  t,  un  excédent,  en 
coëfficiens  utiles,  exprimé  par  t'  —  2t'  —  2t"'  -H  t. 

Nous  abforberons  cet  excédent  avec  les  autres  équations  arbi- 
traires en  réferve  qui  nous  relient. 

^  ^79')  ^^  ^o\\5  refte  donc  a6luellement  i."  un  nombre^ 
d'équations  arbitraires  en  réferve  ,  à  chaque  dimenfion  depuis 
q  =  ^'-\-  t"  -h  t"'  —  2t  —  I  -hf  —  f  ^  \  ,  jufqu'à  q  =  l!" ; 
c'eft-à-dire,  depuis  q^=  t!'  -\-  t"'  —  t,  jufqu'à  q  =  t'".  2°  A 
chaque  dimenfion  depuis  q'  ^^  1  jufqu'à  q'=t" —  t"' ,  il  nous 
en  refte  un  nombre  ^=  ï'".  3.°  A  chaque  dimenfion  depuis  ^''^=1, 
jufqu'à  q"  =  r'  —  t" ,  il  nous  en  refte  un  nombre  =  t'"  —-  q". 

(  480'  )  Pour  connoître  l'abaiiïement  ultérieur  dont  les 
polynômes  -  multiplicateurs   peuvent   être  fufceptibles  ,    faifons 

E  ee 
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=  t!'  -^^  £" —  r  H-  ^\  L'exprefïïon  de  la  différence   entre 
e  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  ôc  le  nombre  des  coëf- 
ficiens  utiles,  deviendra 

ddN(x...i)  ...^        ^..^^...^    J—dNCx...-i)  "•  \     ,■      ) 

<—dJV(X...l)  ^    .,.[  ,,  ^     j  ■i'N(x...T)  -i-N(x...l)  ^  f 

laquelle  aura  lieu  depuis  j'  =  i,  jufqu'à  q"  =:  t'  —  r",  &  a 
pour  valeur  —  2  r'''  -h  t  —  t"  —  q"  -i-  t'-  —  f  —  q" )  ou 
^2t"'  —  2î"^t   4-   t'—  2q'\ 

Nous  venons  de  voir  qu'il  nous  reftoît  aufTi  un  excédent  de 
coëfficiens  utiles  == —  2t'" —  2t"  -+-  t  -4-  r',  des  rédudions 
précédentes;  &  comme  cette  quantité  n'eft  autre  que  le  cas 
de  q"  =  o  dans  la  quantité  —  21!" —  2t"  -4-  r  -h  r'  —  2^", 
nous  devons  confidérer  l'état  de  la  queftion  ,  comme  donnant  , 
a  chaque  dimenfion  depuis  ç'  =  o  ,  jufqu'à  q^  ^=  t'  —  r"  ,  un 
excédent  de  coëfficiens  utiles   =  —  2t!" —  2t"-^  t  -H  t' —  2^'. 

Pour  Fabforber  ,  je  remarque  i.°  que  nous  avons  depuis 
5  =  r"  H-  t"'  —  t ,  jufqu'à  q  =  t'" ^  à  chaque  dimenfion  ,  un 
nombre  d'équations  arbitraires  en  réferve  ,  =  ^.  Donc  fi  nous 
faifons  q=  r"  -+-  t'" —  t-\~  q^  nous  avons  à  chaque  dimenfion 

depuis  q=  Q  ^  jufqu'à  q^=t  —  r',  6c  par  conféquent  à  plus  forte 

raifon  jufqu'à  q  =  t'  —  t!' ,  un  nombre  d'équations  arbitraires 

=  t"  -H  t'"  —t-^q.    2.°  Depuis  ^"=  1   jufqu'à /=  t'  —  t\ 

IV 

nous  avons ,  à  chaque  dimenfion,  un  nombre  d'équations  arbitraires 
ï=  t'"  —  c^'  y  ou  en  faifant  q^^  =  t'  —  t^^  —  q^  un  nombre  d'équa- 

tions    arbitraires    =   t'"  H-  r"  —    t'  -\-  q  ;   ajoutant  ces  deux 

V 

nombres  d'équations  arbitraires  ,  nous  avons  donc  à  chaque 
dimenfion  depuis  ^^  =  o,  jufqu'à  q^  =^  t'  —  t" ,  un  nombre  d'é- 
quations  arbitraires    =    2r'"-î-2r"  —  t'  — .  t  -^  q  -^  q    = 

IV  T 

2t"'-\-2t" —  t — t' -^  2q^,  c'eft-à-dire  ,  le  même  que  le 
nombre  excédent  des  coëfficiens  utiles. 

(481.)  On  peut  donc  depuis  ^^  =   i  jufqu'à  ^ "=  i'  —  ^ 
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anéantir  toutes  les  dimenfions  correfpondantes    des  polynômes- 
multiplicateurs. 

Faifons  j""  =  r' — t" -^  q'^  L'expreiïloa  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître ,  &  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  deviendra 

laquelle  aura  lieu   jufqu'à    q^'  =.  t  —  r' ,  &    a  pour  valeur 


2t"' 


t^t'—q-",    OU  —(21"' -i't'—t -h  q^'J. 


Or  I  °  depuis  q=  t'  -h  t"'  —  t  jufqu'à  q=  t"' ,  il  nous  refte 
un  nombre  d  équations  arbitraires  en  réferve  =  q  j  c'eft-à- 
dire ,  en  faifant  qzz=  t'-h  t'"  —  t —  n-  ^,  il  nous  refte ,  à  chaque 

dimenfion  depuis  q  =  i,  jufqu'à  q=t  —  r^-H  i,  un  nombre 

d'équations  arbitraires  en  réferve ,  =  r'  -f-  t'"  —  t  —  !•+•?• 

2.°  Depuis  q'  =  i  j  jufqu'à  q'  ^=  ^'  —  t'"  ,  à  chaque  dimen- 
fion ,  il  refte  un  nombre  d'équations  arbitraires  ,  =  t'"  ;  fup- 
pofons  d'abord  t"  —  t"'  :>  t  —  t'. 

Alors  en  réunifiant  ces  deux  nombres  d'équations  arbitraires  , 
nous  aurons  depuis  $"'=  i,  jufqu'à  5^"=  t  —  t' ,  un  nombre 
d'équations  arbitraires  en    réferve,  =  2^"'-!-  t! — t —  i  -{-  q 

VI 

=  2^"  -+-t' —  t  —  I  -f-^'';  c'eft-à-dire,  qu'à  chaque  dimen- 
fion, il  y  aura  une  équation  arbitraire  de  moins,  que  de  coëf- 
ficiens utiles  ;  mais  comme  fur  les  équations  arbitraires  que  nous 
avions  en  réferve  depuis  q  =  i  ,  nous  n'aurons  employé  juf- 
qu'ici  que  celles  qui  ont  lieu  depuis  ^  =  1  ,  jufqu'à  q  =  t'" ,  il 
nous  en  reftera  un  nombre  =  t"'. 

Si  fur  ce  nombre  nous  en  prenons  le  nombre  t  —-  i ,  alors 
nous  aurons  autant  d'équations  arbitraires  depuis  q^^  =  i,  jufqu'à 
$"=  t  —  r',  que  de  coëfficiens  utiles  :  nous  pouvons  donc 
fuppofer,  égaux  à  zéro  ,  tous  les  coëfficiens  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs,  depuis  q"'  =  I  ,  jufqu'à  q^'=  t —  t' i  &  il  nous 
reftera  i,°  le  nombre  t"'  -^t/  —  t  d'équations  arbitraires  ;  2°  le 

Eee  ij 
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nombre    t'"   d'équations   arbitraires    depuis  ^'  =  r  —  ^  ^  j 
jufqu'à  ç'  =  t"  —  t'". 

(482.)  Faifons  q"  ^  t  —  t'  -^  q^".  L'expreflTion  de  la 
différence  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître  ôc  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles ,  deviendra 

J    r  «rr  t  +  t'  —  qyn  ^  t  ^  t— qvn  \  t''— I  yt—l\ 

ddN(x...l)  ...^  .,^,.^        )-dN(x...l)  ...(      ^,       ) 

•^  dA'(x...i)  ...  f  ^,,      ^     j    qui  aura  lieu 

depuis  q""  =   î ,  jufqu'à  f  "=  t' -^  t"  —  t"'  —  t ,  &c  fe  réduit. 

Mais  nous  venons  de  voir  que  depuis  q'  =  t —  t'  -^  i  ?  jufqu'à 
q'  =  t!'  —  t'"  y  c'eft-à-dire,  pendant  un  nombre  de  dimenfions 
^=  t"  -\-  t'  —  t'"  —  ^  j  il  nous  refte  à  chaque  dimenfion  un 
nombre  =  t"'  d'équations  arbitraires  ;  fi  donc  on  conçoit  qu'à 
chaque  dimenfion  depuis  j'"' =  i  ,  on  en  emploie  un  nombre 
=  2t"'\,  on  pourra  fuppofer  égaux  à  zéro  tous  les  coëfficiens 
des    polynômes  -  multiplicateurs  ,     depuis    q^"  =    i  ,     jufqu'à 

j'  _^  j" ;'"  _  f 

5^"  =^ ou    plus    exa£tement     jufqu'à 

ç      = — ,    ^  étant    zéro    ou     i     lelon     que 


ï' -+-  t''  — t" — t  eft  pair  ou  impair;  ôc  dans  ce  dernier  cas  , 
il  reliera  encore  un  nombre  d'équations  arbitraires  ,  =  il"  ^ 
outre  le  nombre  î!"  -^  t'  —  t  qui  refte  encore  pour  l'un  6c 
l'autre   cas. 

Mais  comme  r"'-^  t'  —  t ,  ainfi   que  2t"'  -¥■  t'  —  t  font  plus 
petits    que  21'"^    il    n'eu  plus  poflïble  d'abaifler  la   forme  des 

polynômes-multiplicateurs    par  derlà  q^"  =  — — - 

enforte  que  la  valeur  q""'  = —-h  1  ,    eft  celle- 

qui  détermine  la  forme  la  plus  fimple. 

L'équation -femme   fera   donc  de   la  forme" 


fx.,.  \) 
Et   par  conféquent  celle   des  polynômes-multiplicateurs    fera 
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comme  il  fuit  : 

,'  4-  ,"  4.  t'"  —  t  -\-  ce 
Pour  la  première  équationr  (  x,..\  )  i 

l"    4_     t'"     -1-    f    _    £'     -J-   « 

.  .  ■ —  '  , 

Pour  la  féconde (x,,.i)  i 

t'  -f-  t'"  -f-  i  —  f"  -(-  « 

■ I  j 

pour  la  troiCème. ( x..tï )  ^- 

r'  -t-  t"  -4-  f  —  t'"  -f-  «    _ 

pour  la  quatrième... (x...i)  ^ 

«  étant  zéro  ou  i  félon  que  t'  -h  t" -^  t"[  —  t  eft  pair  ou 
impair  ;  &  avec  un  nombre  d'équations  arbitraires  =  t'" -\-t! —  t, 
dans  le  premier  cas ,  &  =  2 1'"  -+-  r'  —  t  dans  le  fécond. 

(483.)  Telle  eft  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
dans  le  cas  où  l'on  a  r'  <  r"  -+-  t'" ,  t<t"-^  t'" ,  t<t'-^  t'", 
i  <  t'  -^  t",  t  <:t'  -h  t"  -^  t'%  2r  <  r'  +  t"  ■+-  t'",  & 
t"  —  t'"  ^   t  —  t' 

Nous  n'entrerons  pas  dans  l'examen  de  la  forme  convenable 
aux  autres  cas  :  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  fuffit  pour  faire 
connoître  comment  on  doit  procéder  pour  y  parvenir.  Il  faut  , 
fans  doute,  quelque  attention  pour  employer  les  équations  arbi- 
traires qui  font  en  réferve  ;  mais  il  y  aura  toujours  une  diftri- 
bution  poflible  ,  qui  conduira  par  une  fuite  de  valeurs  ratio- 
nelles  ôc  entières  des  quantités  q,  q'^q",  &c.  à  celle  qui  déter- 
mine le  plus  grand  abaiffement  polfible  de  la  forme. 

(484-)  Pour  donner  quelques  applications ,  fuppofons  d'abord 
qu'on  ait  quatre  équations  de  la  forme 

a  X   -^   h  y  -H  c   =    o. 

On  a  donc  r  =  r'  =  r"  ==  t!"  ^  i  ;  r"  —  i!"  ^  t  —  t' ;  & 
toutes  les  autres  conditions  du  cas  que  nous  venons  d'examiner^ 
ont  lieu.  On  a  de  plus  r'  -t-  r"  —  t!"  —  r  =  o  ,  &  par 
conféquent  a,  ==  o. 

La  forme,  qui  eft  commune  aux  quatre  polynômes-multiplica- 
teurs ,  eft  donc  (x...i)°y  avec  une  équation  arbitraire 
feulement. 

Or  le  meilleur  ufage  qu'on  puifle  faire  ici ,  de  cette  équatîoa 
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arbitraire  eft  de  fuppofer  un  coefficient  =  o  ;  faifant  donc 
cette  fuppofition  de  deux  manières ,  on  voit  que  pour  arriver  aux 
deux  équations  de  condition  les  plus  fimples  ,  il  faut  combiner 
les  trois  équations  propofées ,  trois  à  trois ,  en  deux  manières. 

Ainfi  combinant  les  trois  premières ,  c'eft-à-dire ,  formant  l'é- 
quation-fomme  ,  de  la  fomme  des  trois  premières  équations 
multipliées  refpedivement  par  A ,  A'^  A" ,  on  aura  l'équation 
de  condition 

(a  b'c"  )    =  o. 

Combinant  de  même  les  deux  premières  avec  la  quatrième  ^ 
on  aura  l'équation  de   condition 

(  ab'c'"  )  =  o. 
Si  on  combinoit  la  première  avec  les  deux  dernières ,  on  auroit 

(  a  b"  d" )  =  o. 
Et  en  combinant  enfemble  les  trois  dernières  ,  on  auroit 

(a'b"c"'  J    =  o. 

Mais  les  deux  premières  équations  étant  fuppofées  avoir  lieu  , 
les  deux  autres  en  font  une  fuite  nécefiaire. 

(485)-  En  effet  la  première  &  la  féconde  font  la  repréfen- 
tation  abrégée  de  ces  deux  équa  tions 

fa  b'J  c"  —  fa  b")  c'   -^   fa'  b"  )  c  =  o  , 
fab')c"'^fab'"Jc'   -}-   fa'b"'Jc  =  o. 

Or  ,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  fa'b"'),  on  en 
retranche  la  féconde  multipliée  par  f  d  b" )  ^  on  aura  l'équation 
fuivante 

iah').(a'b''')c"  —  (ab<).(a'b")  c'"  —  [  (a  b").(a<b'")  —  (a  b"').(a'b")  ]  c'  =  o .  ..(AJ 

Pareillement ,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  fa  b'"  )  , 
on  en  retranche  la  féconde  multipliée  par  fa  b") ,  on  aura  l'é- 
quation fuivante 

(ab').(ab">)c"  ^  (ab').(ab")c<"  +  [(a'b").(ab"<)  —  (a'b'").(ab")^c=io...{^') 

Or  d'après  ce  qui   a  été  dit(  220),  on  a 

(ab").(  a'b"')    —    (  ab<").(a'b")  —  (  ab'j  .  (  a"  b'"  )   =  a. 

Les  deux  équations  {A )  &  {B)  deviennent  donc 
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(ab').(a'b"')c"  -  (ay).(a'b")c"'-  (  ab' )  .  (  a"  h'«  )  c' =  o  , 
&       (ab'  ).(ab>'<)c"  —  (ab>).(aF')c<'<  -  (  ab' )  .  (  a"  b'<' )c  =<>. 

Lefquelles  étant  divifibles  par  (a  b'J  deviennent ,  par  cette 
divifion ,   les  deux  équations  fuivantes 

—  (a'b")c"'  -t-    (a'b"')c"    —    (a"y")c'  z=  o, 

^(ab")c"'  ■+■    (ab"')c"—    (a"b"'Jc=zo^ 

ou  —  (a'  b"c"' )  =  o 

&  —   (-  a  b"  c'"  ;  =  o  , 

dont  la  féconde  &  la  première  font  précifément  la  troifième  & 
la  quatrième  des  quatre  équations  ci-defllis. 

Deux  quelconques  de  ces  quatre  équations  étant  fuppofées  5 
les  deux  autres  en  font  donc ,  en  effet ,  une  fuite  nécelfaire. 

Mais  on  voit  en  même  temps  que  pour  ces  fortes  de  vérifi- 
cations, il  eft  indifpenfable  d'avoir  les  théorèmes  que  (220) 
nous  avons  enfeigné  à  trouver.  Sans  cela  il  feroit  bien  difficile 
de  fe  reconnoître  dans  la  quantité  de  calculs  qu'on  auroit  à 
embraffer  pour  des  équations  très-médiocrement  élevées. 

(  486.  )  Suppofons  que  les  quatre  équations  propofées  foient 
de  la  forme 

û.r'    -4-    â  X  y    H-   c  y'- 
4-    dx    4-    ey 
-*-    /• 

nous  aurons  t^t'  =  t"  =  t'"  ;  t"  —  t"'  =^  t  —  t' ,  &  toutes  les 
autres  conditions  fuppofées  (4.75  ùfuiv.  )  auront  lieu.  On  a  de 
plus  t'  -^  t"  —  t"'  —  f=  o,  ôc  par  conféquent  a  =   o. 

La  forme ,  qui  eft  commune  aux  quatre  polynômes-multipli- 
cateurs ,  eft  donc  (x...2)'^  avec  deux  équations  arbitraires 
dans  l'équation-fomme. 

Pour  avoir  les  deux  équations  de  condition  les  plus  fimples, 
nous  fuppoferons  deux  des  douze  coëfficiens  indéterminés  que  nous 
aurons ,  égaux  à  zéro.  Mais  pour  ne  rien  perdre  des  avantages 
de  notre  méthode  pour  la  facilité  du  calcul ,  nous  ne  ferons  cette 
fuppofition  qu'après  le  calcul  de  la  dixième  ligne* 
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Suppofant  donc  qu'on  ait  multiplié  les  équations  propofées , 
chacune   par  un  polynôme  de  la  forme  A  x  -^  By  -+-  C  ;  on 


aura  une  équation-fomme  de  la  forme 

Aax^    -t-   Abx'^y  -h    Acxy^    -1-   Bcy\  =ft 
-^   Ba  -^    Bb 

•\-  Adx'^  +   Aexy   -t-   Bey^ 
rhCû         -t-   B  d         -^    Ce 
rh    CB 

■4-    A/x    ■+■    B/y 
-i-     Cd        -t-    Ce 

Comme  nous  avons  deux  équations  arbitraires ,  &  que  nous 
fommes  les  maîtres  de  les  faire  tomber  fur  deux  quelconques  des 
douze  coëfficiens  indéterminés  ,  je  me  propofe  de  les  faire  tomber 
fur  deux  des  quatre  quantités  B ,  B' ^  B",  B"'.  En  conféquence 
procédant  au  calcul  des  lignes  en  parcourant  fucceflivement  les 
termes  x^,  x^'y ,  xy^,  y'^,x^,  xy ,  y'',x ,  y ,  &  le  terme  fans  x 
ni  y  ,  dès  que  je  ferai  arrivé  au  calcul  de  la  huitième  ligne  , 
j'omettrai  dans  la  valeur  de  cette  ligne  tous  les  termes  où  il 
refteroit  l'une  quelconque  des  quantités^,  A',  A",  A'",  &  tous 
ceux  où  refteroit  une  combinaifon  quelconque  des  quantités 
C ,  C'y  C",  C"'j  trois  à  trois.  Dans  le  calcul  de  la  neuvième 
ligne  ,  j'omettrai  les  termes  où  refteroit  une  combinaifon  quel- 
conque des  quantités  C,C',  C",  C"  j  deux  à  deux.  Dans  le 
calcul  de  la  dixième  ligne ,  j'omettrai  tous  les  termes  où  refte- 
roit l'une  quelconque  des  quantités  C,  C,  C",  C".  Et  même 
dès  le  calcul  de  la  troifième  ligne  ,  j'omettrai  tous  ceux  où 
refteroit  A  A' A"  A'" i  au  calcul  de  la  cinquième  j'omettrai 
ceux  où  refteroit  une  combinaifon  quelconque  de  ces  lettres  trois 
à  trois  ;  au  calcul  de  la  fixième,  ceux  où  refteroit  une  combinaifon 
quelconque  de  ces  lettres  deux  à  deux. 

Mais  comme  en  grouppant  ces  cocfïiciens  ,  ainfi  que  nous 
l'avons  prefcrit  ,  il  ne  reftera  fucceflivement  que  A  A' A" A"' , 
A  'A  ''A  '",  A"  A  '",  A'",  BB'B"B'\  B'B"B"',  B"  B'",  B'", 
CC'C"C"\  C'C"  C'%  C"C"',C"'y  ou  exclura  fucceflivement 

ces 
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ces  produits  au  calcul  des  lignes  des  numéros  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Avec  cette  attention  qui  exclura  un  très-grand  nombre  de 
termes  à  mefure  qu'on  avancera  dans  le  calcul  ,  on  trouvera 
pour  dixième  ligne ,  la  quantité  fuivante 

*-  (al>'c"f").(ah'e"f'")ce'B"B"'  —  (bc'e"f"')  .i(ah'd"f"')bc' B"£'"  —  (ac'd"/"')ac'£"£"' i 

■<+■  (ac'e"f"').\.(ab'c"f")cd'£"Ii"'  4-    (ab'i"f")bc'£"£'"  —  (ac'e"f"')ac'£"£<"  ] 

;-»-  (ab'J'f "<ycf '£"£>"  —  (ab'c''d"').(bd'i"f''')c  ('£"£'"  -h  (ab'c"  e'")  .  (ad'e"/"')cd'£"£"'  l 

—  (cd'e"/"').:(ab'd"e"')b  £'£"£'"  —  (ac'd"e''")  ac'£"£"'  ■+■  (ab'c"d"')c  d'£"£"' l 

'-  (ab'c"d'").(bc>d"f")cf£"£'"  -H  (ab'c"e"<)  .(ac'd"f'")cf '£"£'". 

Préfentement ,  rappelions  que  dans  cette  expreflTion  la  quantité 
ce'B"B"',  par  exemple,  n'eft  que  la  reprëfentation  abrégée  de 
{c  e'J  B"B"'  —  (c  e")  B'B'"    -4-  (  c  é")  B'B"  +  (  c'  e" )  B  B'" 

—  (c'  é")  B  B"  -\-   fc"e'"J  B  B'  ;  il  en  eft  de  même  de  b  c'B"E"' 
qui    n'eft    que    la    repréfentation     abrégée      de   (b  c' )  b"  B'" 

—  (hc")B'B"'  ^  fbc'"JB'B"  -h  (b'c'JBB'"  —  (b'c"'JBB" 
-H  (b"c"')BB',  ôc  ainfi  des  autres. 

Or  fi  on  fuppofe,  par  exemple,  B"  =  o  ,  &  B'"  ^=  o,  6c 
qu'avec  ces  deux  équations  on  procède  au  calcul  des  lignes  fur 
ia  quantité  (c  e'J  B"  B'"  —  (  c  e"  J  B' B'"  -t-  (  c  e'" J  B'  B" 
-+•  (c'e")BB"'  —  (c'e"')BB"-^  fc"e"'JBB,  par  exemple  ;  il 
eft  facile  de  trouver  en  fe  repréfentant  les  deux  équations 
JS"   ==  o  f    B"'  =  o  ,    comme    étant    la    même  chofe    que 

o  £    -h    o£'    -H     1  £"    -h     o  £"'   =    o 
6c  o  £    ^    o£'    -h    o£"    -^     i  £"'   =    o. 

Il  eft  ,  dis-je ,  facile  de  trouver  que  fc  e'B'B'")  ou  fon 
équivalent  (  c  é  )  B"  B'"  —  (ce")  B'B'"  H-  fce"'JB'B"- 
•^fc'e"JBB"'  —  fc'e'"JBB"  4-  fc"e"'JBB',  devient  fuc-, 
ceflivement 

(ce')£'"   —    (cc"')£'   -^    (c'c"')B 

&  (ce'J 

Fff 
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■  Donc    i.°    fi    nous  fuppofons  B"  =  o,  &  B'"  =  o,    nous 
aurons  pour  l'une  des  équations  de  condition  cherchées 

—  (al'c"f'").(ah'e"f").(ce')    —   (hc'c"f'")  .IfahW'f"  )  .(bc')  -  (ac'd"f)  .  (ac')r 
-t-  (ac'e"f"').i(ab'c"f'").(ccr)  -^    (al'e"f").(bc')  —  (ac'e"f"' ).(ac' )-^ 
-+-  (a  b'c"f"<y-.(cf)  —  (a  b'c"d"')  .  (bd'e"f"')  .  (ce')  +  (ab'c"e"')  .  (a  d'/'f")  .(ce')     )>=  q^ 

—  (cd'e"/"').[_(ab'd"e"').(bc')  —  (ac'd"c"').(ac')  +  (ab'c"d"')  .(  c  d' )  ] 
-^  (ab'e"d'").(bc'd"/"').(cf)    +  (ab'c"e"' )  .(ac'd"/'"  )  .  (  c  f  ). 

Et  comme  il  eft également  libre  de  fuppoferS  =o,ÔC-B=o, 
fi  nous  faifons  cette  fuppofition,  nous  aurons  potir  la  féconde 
équation  de  condition 

—  (a  b'c"/"').(a  b'e"/"')  ■  ('^"e"')  —  (b  c'e"/'")  [(a  b'd"f")  .  (b"c"')  —  (a  c'd"/'")  .  (a"c"')l  ^ 
-t-  (ac'e"/"').l(ab'c"f"').(c"d"')  -+-  (ab'c"f'").(b"c"')  —  (a  c'e"/'")  .  (a"c"')  ] 
■+-  (ab'c"/"'/  .  (c"f"')  —  (ab'<:"d"')  .  (bd'i"/'")  .  (c"e"')  -f-  (a  b'c"e'")  .  (aâ.<e"f"')  .  rt-"e"';/==  <»* 

—  (cd'e"f"')  .  l(ab'd"e"')  .  ( b" c"')  —  (ac'd"e"')  .  (a"c"')  +  (ah'c"d"')  .(c"d'")   ] 

—  (ab'c"d"').(b  c'd" /'"),(("/'")   -h    (ab'c"c"')  .(ac'd"f"'  ).(c"/"'). 

On  peut ,  ainfi  qu'il  eft  facile  de  voir  ,  en  trouver  un  grand 
nombre  d'autres  ;  mais  elles  feront  toutes  une  fuite  nécefTaire  de 
ces  deux-là.  Néanmoins  comme  la  confidération  de  ces  autres 
équations  n'eft  pas  fans  utilité  ,  nous  croyons  devoir  nous  en 
occuper  actuellement* 

Ufage  des  coëfficiens  arbitraires  beaucoup  plus  étendu 
que  nous  ne  l'avons  fait  envifager  jujqiiici.  Leur 
utilité  pour  arriver  aux  Equations  de  condition  de  la 
plus  bajfe  dimenjîon  littérale, 

(4870  Puisqu'on  peut  toujours  faire  des  coëfficiens  que 
nous  avons  appelles  inutiles ,  tel  ufage  que  bon  femblera  ,  à  la 
réferve  feulement  de  celui  que  nous  avons  interdit  (2^0  &  fuiv.  )  ; 
il  s'enfuit  donc  que  fi  on  procède  à  la  recherche  de  l'équation 
finale  qui  doit  réfulter  d'une  forme  quelconque  de  polynômes- 
multiplicateurs  i  fi ,  dis-je  ,  on  procède  à  cette  recherche  ,  fans 
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aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles  ,  foit  avant ,  foit 
pendant ,  foit  après  le  calcul  des  lignes ,  la  dernière  ligne  égalée 
a  zéro  doit  être  aufii  bien  l'équation  finale  ,  que  fi  on  avoit 
déterminé  ces  coëfficiens  par  quelque  condition  arbitraire  que 
ce  foit. 

Et  comme  cette  équation  finale  ne  doit  dépendre  en  aucune 
manière,  de  ces  coëfficiens  inutiles,  il  s'enfuit  que  cette  équa- 
tion finale  renferme  toujours  autant  d'équations  finales ,  qu'il  fe 
trouvera  dans  la  dernière  ligne,  de  combinaifons  de  ces  coëffi- 
ciens inutiles ,  foit  un  à  un ,  foit  deux  à  deux ,  foit  trois  à 
trois ,  &c. 

En  effet ,  puifque  cette  dernière  ligne  doit  être  zéro  ,  quels 
que  foient  ces  coëfficiens  inutiles  ^  il  faut  que  chaque  fontlion 
connue ,  qui  afFedera  dans  cette  dernière  ligne ,  une  combinaifon 
quelconque  des  coëfficiens  indéterminés  reftans ,  foit  =  o. 

(  488-  )  Il  f"it  delà  i.°  que  lorfquele  nombre  des  équations, 
&  celui  des  inconnues,  font  les  mêmes;  fi  après  avoir  procédé  , 
fans  aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles ,  au  calcul  de 
ce  que ,  pour  ces  fortes  d'équations  ,  nous  avons  appelle  la 
dernière  ligne  f  on  procède  enfuite  conformément  à  ce  qui  a  été 
dit  (  207  )  ,  au  calcul  d'une  nouvelle  ligne  ,  en  employant  le 
coefficient  indéterminé  total  de  chaque  terme  de  l'équation  finale  , 
comme  une  équation  ;  qu'enfin  on  donne  cette  nouvelle  ligne 
pour  coefficient  au  terme  de  l'équation  finale,  qui  l'a  fournie  ; 
l'équation  finale  qui  en  réfultera ,  pourra  être  décompofée  en 
autant  d'autres  équations  finales  qu'il  s'y  trouvera  de  coiiibinaifons 
différentes  des  coëfficiens  indéterminés  reftans.  Que  ces  équations 
finales  auront  toutes  lieu  à  la  fois,  &  ne  différeront  par  confé- 
quent  les  unes  des  autres  que  par  un  faiSteur  particulier  à  chacune. 

On  fent,  à  la  vérité,  que  le  calcul  fait  de  cette  manière  fera 
beaucoup  plus  long  ,  plus  chargé ,  que  lorfqu'on  détermine  arbi- 
trairement les  coëfficiens  inutiles  ;  mais  on  voit  en  même  temps 
qu'il  raffemblera  dans  une  feule  &  unique  équation  toutes  les 
connoiffances  générales  &  particulières  qu'on  peut  acquérir  fur 
les  équations  propofées. 

(489*)  2.°  Lorfque  le  nombre  des  équations  propofées  ex- 
cédera celui  des  inconnues;  fi  on  procède  au  calcul  de  la  der- 
nière ligne  fans  aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles^  alors 

Fffij 
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d'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-deffus  (487) ,  on  obtiendra  autant 
d'équations  finales  ,  c'eft-à-dire  ,  autant  d'équations  de  condi- 
tion entre  les  coëfficiens  connus,qu'il  reftera  de  combinaifons  diffé- 
férentes  des  coëfficiens  arbitraires  des  polynômes-multiplicateurs. 

Mais  ces  équations  non-feulement  ne  feront  pas  toutes  les 
mêmes ,  ou  n'auront  pas  toutes  lieu  ,  par  la  fuppofition  qu'une 
feule  d'entr'elles  ait  lieu  :  elles  feront  encore  des  compofés  plus 
ou  moins  compliqués,  les  unes  des  autres.  Mais  en  général,  fi 
le  nombre  des  équations  (  toujours  fuppofé  plus  grand  que  celui 
des  inconnues  )  eft  n  ,  àc  p  celui  des  inconnues ,  il  y  aura  tou- 
jours un  nombre  n  — p  de  ces  équations  de  condition  qui  feront 
effentiellement  différentes  entr'elles.  Les  autres  feront ,  ou  les 
mêmes  que  quelques-unes  de  celles-là  ,  ou  leurs  multiples  ,  ou 
compofées  de  leurs  multiples  ;  c'eft-à-dire ,  auront  lieu ,  par  la 
fuppofition  que  les  /i  —  p  premières  ont  lieu. 

(45?0-)  Avant  que  d'éclaircir  tout  cela  par  des  exemples  , 
ajoutons  deux  obfervations  importantes. 

i.°  Lorfqu'après  avoir  employé  au  calcul  des  lignes  toute? 
les  équations  fournies  par  l'équation-fomme ,  on  fera  arrivé  à  la: 
dernière  ligne  ,  on  ne  doit  pas  toujours  adopter  tous  les' 
différens  termes  que  cette  expreflion  générale  préfentera. 

En  effet  ,  fuppofons  ,  par  exemple  ,  que  réquation-fomme 
renferme  un  nombre  quelconque  de  coëfficiens  indéterminés 
A,  B,  C,Z),  &c.  &  que  fur  ce  nombre  il  n'y  en  ait  que 
trois  d'inutiles.  La  dernière  ligne  renfermera  toutes  les  combi- 
naifons polfibles  des  coëfficiens  A,B,  C,  D  ,  &c.  pris  trois  à 
trois.  Or,  en  vertu  du  raifonnement  que  nous  avons  préfenté 
(487),  on  n'eft  fondé  à  égaler  à  zéro  le  coefficient  déterminé 
d(2  l'une  quelconque  de  ces  combinaifons  ,  qu'autant  que  tous 
les  coëfficiens  indéterminés  qvi'elle  renferme  ,  peuvent  chacun 
être  réputés  du'  nombre  des  coëfficiens  inutiles.  Mais  félon  ce 
qui  a  été  dit  (2306'  fuiv.) ,  quoiqu'on  ait  fur  ce  point  une  très- 
grande  liberté ,  elle  n'eft  cependant  pas  illimitée.  Si ,  par  exemple, 
AyB,  c,  D,Ey  Que.  étant  cenfés  appartenir  refpeclivement  à 
la  première  ou  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-fomnie ,  à  la 
féconde ,  à  la  troifième ,  à  la  quatrième  ,  &c.  fi  ,  dis-je  ,  la 
première  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  ne  devoit  point  donner 
adéquation  arbitraire  j,  alors  ou  ne  feroit  nullement  fondé  à  égaler 


ÉQUATIONS    ALGEBRIQUES  415 

à  zéro  le  coefficient  de  toute  combiiiaifon  dans  laquelle  en- 
treroit  A. 

En  effet,  puifque  j4  ne  peut,  par  la  fuppofition ,  être  déter- 
miné par  aucune  condition  arbitraire  ,  il  ne  peut  donc  faire  partie 
des  équations  arbitraires  que  l'on  pourroit  former.  Donc  fi  on 
conçoit  qu'ayant  formé  ces  équations  arbitraires ,  on  continue 
le  calcul  des  lignes ,  à  l'aide  de  ces  équations  ,  toute  combinaifon 
dans  laquelle  entrera  A  finira  par  difparoître,  ôc  ne  fera  point 
partie  du  dernier  réfultat. 

(49  !•  )  I^onc  fi  au  contraire,  on  ne  forme  point  les  équa- 
tions arbitraires,  il  faudra  exclure  de  la  dernière  ligne  ,  toute 
combinaifon  dans  laquelle  il  fe  trouveroit  un  feul  coefficient  indé- 
terminé qui  ne  pourroit  pas  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  inutiles  ;  &  l'on  ne  doit  regarder  comme  équations 
appartenantes  à  la  queftion ,  que  celles  qu'on  aura  ,  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  total  déterminé  ,  d'une  combinaifon  de 
coëfficiens  indéterminés  qui  auront  chacun  le  cara«Slère  de  pouvoir 
être  regardés  comme  du  nombre  de  ceux  que  nous  avons  appelles 
coëfficiens  inutiles. 

Sans  cette  attention  ,  on  donneroit  des  équations  de  condi- 
tion qui  n'appartiendroient  pas  à  la  queftion. 

(492.)  En  un  mot  fokp  le  coefficient  déterminé  d'une  quel- 
conque des  combinaifons  de  trois  lettres  ou  coëfficiens  C,  D,  E  ; 
c'eft-à-dire,  foit  pCDE  un  des  termes  de  la  dernière  ligne  , 
ayant  les  conditions  que  nous  exigeons  ici.  Ce  qui  fait  qu'on 
peut  fuppofetjP  ^=:  o  ,  c'eft  que  C  f  D ,  E  étant  chacun  du  nombre 
des  coëfficiens  inutiles ,  on  peut  donc  fuppofer  C  =  o  ,  D  =  0j 
£  =  o  j  c'eft-à-dire ,  former  les  trois  équations  arbitraires 

1  c  ■+•  o  D  4-  o£  =  o, 
o  c  -h  \  D  -H  o£  =  o, 
oC    -H     o  D     -t-     i£    =    o. 

Or  fi  avec  ces  trois  équations  arbitraires ,  on  pourfuit  le  calcul 
de  la  dernière  ligne.  ,  on  verra  que  tous  les  autres  termes  dif- 
paroitront  ,  &  qu'il  n'y  aura  que  le  feul  terme  p  C  D  E  qui 
fubûfte  jufqu'à  la  fin ,  en  devenant  fucceffivement  pD  E  ,  p  E  y 
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&  enfin  p.    Donc  p  étant  le  dernier  réfultat ,  la  dernière  de 
toutes  les  lignes ,  on  a  /^  =  o. 

Mais  fi  on  prenoit  un  terme  tel  que  q  AB  C ,  dans  lequel  il 
n'y  eût  que  B  &c  C  qui  puAient  être  réputés  coëfficiens  inutiles  ; 
enforte  que  les  trois  équations  arbitraires  fuflent  B  =  o  ^ 
C  =  o  f  D  =  o  f  ou 


1  £  ■+-  o  c  -t-  oZ)  = 
o  JS  -H  X  c  ■+-  oZ>  = 
o  £    H-     o  C    -i-     iZ)    = 


alors  la  continuation  du  calcul  des  lignes  donneroit  fuccefiive-" 
ment  pour  qABC,  les  quantités  —  q  A  C,  -\-  q  A  ,  05 
c'eft-à-dire,  que  le  terme  qABC  finiroit  par  difparoître  ;  & 
fi  ;•  eft  le  coefficient  de  B  C  D  ,  ce  feroit  r  qui  feroit  le  dernier 
réfijltat  du  calcul  des  lignes  j  enforte  qu'on  auroit  r  =  o  ,  ÔC 
non  pas   ^  =  o. 

(  49  ?•  )  2.°  Il  y  a  quelques  cas  où  l'équation  de  condition 
de  la  plus  bafl"e  dimenfion  littérale  eft  unique  ;  c'eft-à  dire ,  ou 
parmi  les  équations  de  condition  néceflaires  pour  que  les  équa- 
tions propofées  aient  lieu,  il  n'y  en  a  qu'une  feule  qui  puiflTe 
être  d'une  certaine  dimenfion  littérale  ;  toutes  les  autres  font 
d'une  dimenfion  plus  élevée.  Nous  en  avons  déjà  eu  des 
exemples  (  462  ).  Nous  avons  dit  que  dans  ce  cas  ,  il  falloit 
pour  avoir  les  autres  équations  de  condition  ,  employer  les  poly- 
nômes -  multiplicateurs  de  la  forme  immédiatement  au-deflus  de 
celle  que  nous  avons  enfeigné  à  déterminer  comme  la  plus 
fimple. 

Ce  cas  a  lieu ,  lorfque  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
les  plus  fimples ,  n'admet  aucun  coëfîicient  inutile.  Alors  on  ne 
peut  rencontrer  qu'une  feule  équation  de  condition  en  employant 
cette  forme.  Mais  fi  alors  on  prend  les  polynômes-multiplica- 
teurs de  la  forme  immédiatement  au-defliis ,  ôc  que  l'on  calcule 
comme  nous  le  propofons  a£tuellement ,  c'eft-à-dire ,  fans  aucune 
détermination  préalable  des  coëfficiens  inutiles ,  ce  procédé  don- 
nera plufieurs  équations  de  condition ,  parmi  lefquelles  on  trou- 
vera toujours  la  plus  fimple  en  queftion. 

(4940   Pour  éclairçir  &  confirmer  tout  cela,  reprenons 
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d'abord  les  équations  que  nous  avons  traitées  {^62  ),  c'eft-à-dire, 
les  trois  équations  de  cette  forme 

a  x^  ~h  b  X  -i-  c  =  o. 

Nous  avons  trouvé  que  la  folution  la  plus  fimple  6tolt 
comprife  dans  l'équadon  ( a  b' c" )  =■  o  ,  ôc  l'une  quelconque 
des  trois  équations  fuivautes 

(ab').(bc')  —  (ac')'  =  o, 

(ab").(bc")  —  (ac'X  =  o, 

(a'b"J.(b'c")  —  (a'c")'  =  o. 

Mais  fi  ayant  employé  les  polynômes-multiplicateurs  de  la 
forme  qui  fuit  immédiatement  la  plus  fimple ,  nous  euiïions 
recherché  les  équations  de  condition  en  déterminant  les  deux 
coëfficiens  inutiles ,  par  la  fuppofition ,  par  exemple ,  que  l'un 
des  polynômes-multiplicateurs  s'anéantît ,  nous  n'aurions  trouvé 
d'autres  équations  de  condition  que  les  trois  précédentes  ;  &  il 
feroit  affez  difficile  d'en  conclure  l'équation  fa  b'c")  ==  o  ,  qui 
cependant  en  eft  une  conclufion. 

(49  5*)  Si  au  contraire,  en  perfiftant  à  prendre  la  forme 
A  X  -\^  B  pour  celle  des  polynômes-multiplicateurs  des  équa- 
tions propofées ,  nous  nous  abftenons  feulement  de  déterminer 
aucun  des  coëfficiens  inutiles  j  &  fi  en  conféquence  nous  pro- 
cédons d'après  la  forme 

Aax'^   -^  A  b  x*  H-    Acx    -+-   Bc    =  o^ 

-^  B  a        -\~    Bh 

qui  eft  alors  celle  de  l'équation-fomme ,  au  calcul  des  lignes  quj 
doivent  donner  l'équation  finale  ,  nous  aurons  comme  il  fiiit 

Première  ligne aA'A"  ,SB'£" 

féconde  ligne ab'A''  .BB'B"  -f-  aA'A"  .  a£'B" 

troifième  ligne...,; (ab' c" )3B'B"  —  ah'A" .h B'B" -^  ac'A".aB>B" 

-f-    a  A' A",  a  b>B" 
quatrième  &  dernière  lig. .  (a  b'c")  c  B'B"  —  a  b'A"  .  b  c'B"  —  (a  c')A".  a  c'B" 

—    a  A'  A"  (  a  b'i"  ), 
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Faifant ,  de  plus,  attention  i.°  que  cB'B"  neft  ici  que  la 
reprdfentation  abrégée  de  c  B'B"  —  c'B  B"  -h  c"B  B'.  2.°  Que 
a  y  A"  n'eft  ici  que  la  repréfentation  abrégée  de  (a  b')A"  —  (ab'')A' 
-+-  (a'b")A,  &  ainfi  des  autres  ;  on  aura  pour  équation  finale 
générale,  l'équation  fuivante 

(ti  c").(.cB'B"  —  cSB"  +  c-SB')  —  [(,ai)A"  —  Ub')A   +  iaf')A]  i(b  c')B''  —  (bc)  B'  +  {  b' c")  B] 
—  [{ac')A'—(ac'')A+(nc')A]  [(ac'JS"—  (.ac")B  +  {ac")B]—  (  abc') .  (  a  A  A"  —  a'A  A  '  +  a'AA  )  =Or 

Et  comme  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  4.(52  ) ,  les  deux  équations 
arbitraires  que  l'on  peut  former  ,  peuvent  appartenir  à  telle 
dimenfion  de  l'équation-fomme  que  l'on  voudra  ,  il  n'y  a  ici 
aucune  combinaifon  des  coëfficiens-^,  A',  A",  B ,  B',  B",  qui 
n'ait  les  qualités  requifes  (491  ).  Raflemblant  donc  les  différentes 
parties  qui  doivent  compofer  le  coefficient  de  chaque  combinaifon 

B'B",  BB\  BB',  A' A" ,  A  A",  A  A',  A"B" ,  A"B' ,  A'B" ,  &c. 
&  ne  confervant  que  les  équations  qui  différent  entr'elles  j  oq 
aura  les  dix  équations  fuivantes 


(ab'c"  )  =  o, 
(  ak'  ).(  bc<  ) 
(ab").(bc") 
(  a'  b"  )  .  (  b'  c"  ) 
(  a  b'  ),(bc"  ) 
(  ab'  ).(Vc") 
(  a  b"  ).(  bc'  ) 
(  ab" ).(b'c" ) 
(a'b").(  bc'  ) 
(a'b"  ),(bc") 


(  a  c'  )'■  =:  0^ 

(  a  c")-    =  o, 
(  a'c"  )-    =  o, 

(  a  c'  )  .(  ac")  Ts~.o 

(  ac'  ).(a'c"  )  =   o 

(  ac" ).(ac' )  =    o 

(  ac"  ).(a'c"  )  =   o 

(a'  c" )  ,(  ac'  )  =   o 

(a'c").(ac")  =    o 


dont    deux  quelconques    étant  iùppofées   avoir   Heu  ,  les  huit 
autres  auront  lieu. 

(49^0  Prenons  pour  fécond  exemple  les  trois  équations  de 
la  forme 

fljf'   -H   b  x\  ^  ex  ^  d  :=  Oé 

Et 
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Et  confervant  les  mêmes  polynômes-multiplicateurs  que  nous 
avons  employés  (  4(^3  ) ,  nous  trouverons  comme  nous  l'avons 
de'ja  vu ,   pour  dernière  ligne ,  la  quantité 

i(ah'c"  ).(cd')  —  (ab'd").(bd')  +  (ac'd").(ad'  )-]B" 
—  l(bc'd").(ah')  —  (ac'd").(ac')  -+-  (ab'd") .  (ad'  )'^A" 

«qui  n'eft  que  la  repréfentation  abrégée  de 

[  (ab'c")  .  (cd!)  —  (ab'd")  .  (bd')    -f-   (ac'd"J  .  Cad')-\B" 

—  [  (ab'c")  .  (cd")  —  (ab'd")  .  (bd")    -+-    (ac'd")  .(ad")}£'. 
-^    l  (ab'c")  .(c'd")  —  (ab'd")  .(b'd")    -f-     (ac' d'  )  .  (a'd")lB 

—  i(bc'd"  )   .  (ab')  —  (ac'd")  .(ac')    +    (ab'd")  .  (ad' )^  A" 
H-    i  (bc'd")  .  (ab")  —  (ac'd")  .(ac")     -f-    (ab'd")  .  (ad")-^A'. 

—  i(bc'd")  .(a'b")  —  (ac'd''').(a'c")    -t-    fai'^";  •  CaV";  ]^, 

Et  comme  chaque  coefficient  A",  A',  &c.  B"^  B',  &c.  eft  icî 
dans  le  cas  d'être  pris  pour  le  coefficient  inutile  ,  nous  pouvons 
tirer  de  cette  dernière  ligne ,  les  fix  équations  fuivantes 

(ab'c").(cd' )  —  (ab'd").(bd')  -Je-  (ac'd").  (ad' )  =  o 

(aè'c").(cd")  —  (ab'd").(bd")  -H  (ac'd"  ).  (ad")  =  o 

(ab'c").(c'd'')  —  (ab'd"). (b'd")  4-  (ac'd").(a'd")  =  o 

(bc'd").(ab')  —  (ac'd").(ac' )  -)-  (ab'd"  ).  (ad')  =  o 

(bc'd").(ab")  —  (ac'd").(ac")  +  (ab'd")  .(ad")  =  o 

(bc'd").(a'b")  —  (ac'd").(a'c")  +  (ab'd")  .(a'd")  =  o 

'dont    deux  quelconques  étant  fuppofées  avoir  lieu,  les  quatre 
autres  font  une  luite  néceffaire. 

(  497-  )  Si  on  fuppofe  d  =  0  j  d'  =  0,  d"  =  0^  les  trois 
équations  propofées  deviennent 

ax>  -^  b  X-  -f-  <r  .-ç  =  o  ,  a'x^  +  b'x-  •+■  c'x=  o  ,  a".t>  -j-  3"^;*  dt<^"^  =  ^  ï 

c'eft-à-dire; 

a  x'-  •+•  b  X  •+•  c  s:o, 
a'  X*  •+•  b'  X  -i-  f'  =  o, 
«"«»    -i-    b"x   +    fr"  =  g, 
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Les  fix  équations  que  nous  venons  de  trouver ,  doivent  donc 
donner  les  dix  équations  que  nous  avons  trouvées  (  49  j  )  pour 
ce  cas  :  c'eft  ce  qui  eft  en  effet. 

Car  fi  au  lieu  de  fuppofer  d'abord  if  ==  o ,  d'  ■==  o ,  d"  =  o  , 
nous  fuppofons  feulement  ces  quantités  infiniment  petites ,  le» 
(ix  équations  deviendront 

(ai'c").(cd')  =  o  , 

(ab'c"  ).(  cd")  =  o  , 

(ab'c"),(  c'd"^  =  o  , 

(Bc'd"  ).(a6')  —  (ac'd"  ).(ac')  =  a  , 

(hc'd" ).(ah")  —  (ac'd" ).(ac")  =  «  , 

(bc'd"  ),(a'b")  ^  (ac'd")  .(  a'c")  =  0  , 

c'eft-à-dire ,  feulement 

(  al'c")  =  o  , 
(  bc'd").(aè'  )  —  (ac'd").(ac')  =  0, 
(hc'  d"),(ab")  —  (  ac'd"  ).(  ac")  =  o, 
(bc'  d"  ).(a'b"  )  —  (ac'd"  ).(  a'c")  =  o, 

dont  chacune  des  trois  dernières  en  égalant  à  zéro  deux  quel- 
conques des  trois  quantités  d,  d',  d",  &  divifant  par  la  troi- 
fième  ,  donnera  trois  équations  ,  ce  qui  fera  en  tout  les  dix 
équations  que  nous  avons  trouvées  (  4P  J  ). 

(498.)  Comme  les  équations  en  plus  grand  nombre,  &  à 
un  plus  grand  nombre  d'inconnues  ,  ne  donneroient  que  des  ré- 
fultats  plus  chargés ,  fans  répandre ,  pour  cela ,  plus  de  jour  fur 
1  objet  a£luel ,  nous  croions  pouvoir  nous  difpenfer  de  multiplier 
ces  exemples. 

(499')  Mais  nous  ne  devons  pas  négliger  de  faire  remarquer 
dans  cet  ufage  des  coëfficiens  inutiles,  le  moyen  d'arriver  aux 
équations  finales  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale ,  objet  que 
probablement  on  n'obtiendroit  que  très-difficilement  fans  les  ref; 
iburces  que  cet  ufage  fournit. 

En   effet ,   fi  en  fe  bornant  à  quelques  -  unes  des  équations 
qu'on  obtient  en  faifant  les  équations  arbitraires ,  on  s'arrêtoit , 
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par  exemple  ,   aux  trois  équations 

(  ah'  )  .(  bc'  )  —  (  ac'  )^=  o  , 
(  ab").(  te")  —  (  ac"y  =  o, 
Ç  a'l>").(  h'c")  —  C  a'c")^  =  0. 

Dans  le  cas  traité  (  ^62  )  on  auroit  aflez  de  peine  à  trouver 
l'équation  plus  fimple  (a  b'  c" )  =  o  que  nous  favons  appar- 
tenir à  la  queftion. 

Si  on  eut ,  d'abord ,  fait  les  équations  arbitraires  qui  peuvent 
donner  les  trois  autres  équations 

(  ab'  ),(h<:')  —  C  ac')"-  =0  , 

(  ab'  ).(bc")  —  C  ac').C  ac")  =  o  , 

C  ab'  ).(b'c")  —  (  ac').(  a'c")  =0  , 

on  auroit  pu  en  conclure  plus  facilement  l'équation  (a  h'c")  =  o,  eit 
ajoutant  enfemble  la  première  de  ces  trois  équations  multipliée  par 
û",  avec  la  troifième  multipliée  par  a ,  &  de  la  fomme  retranchant 
la  féconde  multipliée  par  a' ;  car  alors  on  auroit  (ab')  .(ab'c") 
—  {ac').(ac'c")  =  o,  c'efl-à-dire  (aW  )  .(  ah' c"  )  =  o  , 
puifque  (ac'c")  =  o.  Or  l'équation  (ah' )  .  (ah' c" )  =  o 
donne  (a  h' )  =  o  ,  qui  ne  peut  fatisfaire  à  la  queftion  ,  comme 
ne  renfermant  pas  toutes  les  quantités  dont  la  queftion  dépend  j 
&  (a  h'  d'  )  =  o  qui  eft  celle  dont  il  s'agit. 

(  5oO')  M^is  quoique  ces  trois  équations  préfentent  plus  de 
facilité  que  les  trois  précédentes  ,  pour  arriver  à  l'équation 
(  a  b'  c")  ==  o  :,  elles  ne  la  donnent  cependant  que  par  un 
artifice  particulier ,  &  fur  lequel  il  ne  paroît  pas  facile  de  donner 
des  règles  générales. 

(  5  O  !•  )  Si ,  comme  nous  le  propofons  acluellement ,  on  pro- 
cède au  calcul  des  lignes  fans  faire  aucun  ufage  des  équations 
arbitraires,  alors  on  aura  toutes  les  différentes  expreffions  des 
équations  de  condition.  De  ces  différentes  expreffions  les  unes 
feront  plus  compofées ,  d'autres  moins  compofées.  Quelques- 
unes ,  comme  nous  l'avons  vu  (  4P 5' ),  donneront  l'équation  ou 
les  équations  de  la  moindre  dinienfion  littérale  ,  foit  immédia- 

Ggg  ij 
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tement  ,  foit  affectées  feulement  d'un  faâeur  ;  d'autres  enve-' 
lopperont  plus  ou  moins  cette  équation  ou  ces  équations  ,  multi- 
pliées par  différens  facleurs  ,  enforte  qu'il  feroit  très-difficile 
d'y  appercevoir  ces  équations  de  la  plus  fimple  dimenfion 
littérale. 

En  un  mot  fi  E,E'„E",  &c.  font  les  équations  de  la  plus 
baffe  dimenfion  littérale ,  la  méthode  aftuelle  donnera  des  équa- 
tions telles  que  aE=o ,  a'E'  =  o ,  a"E"  =  o ,  ôcc.  des  équa- 
tions telles  que  b  E  -h  b'E'  =  o  ,  ou  b  E  H-  b"E"  =  o  ,  ou 
hE  -h  b'E'  -h  b"E"  =  o.  Or  il  eft  facile  de  voir  que  dans  celles 
de  ces  dernières  formes ,  E ,  E',  E",  &c.  n'étant  nullement  appa- 
rentes ,  fi  on  fe  bornoit  à  quelques-unes  feulement  des  équations  de 
condition,  on  chercheroit  long-temps  inutilement  les  équations 
de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale. 

En  ne  négligeant  au  contraire  ,  aucune  des  équations  de 
condition ,  on  fera  sûr  d'en  trouver  qui  auront  un  facteur  ,  & 
l'extraftion  de  ce  fadeur  donnera  immédiatement  une  des  équa- 
tions de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale, 

C'eft  ainfi  que  dans  l'expreffion 

(alc).(cB'B'—cBB~i-:'SB)—  [{ab)A"  —  (ab')A'  4-  (.ab")A^  [{b  c')S' —  ffi  c')B'+S'c"  )  Bi 
•^irac)A"-(ac)A'-i-i  a'c'M]  [  (a  c  )B"  -  (.a  c")3  -h  (  a'c'jB]  -  (ab'c") .  (  a  A  A—  a  AA'  •+■  a'jiA''} 

on  trouve  i.^  (ab'c"Jc  =^o  ,  fa  h'c")  c'  =  o  ,  (a  b'c")  c"  =  o  , 
(a  b'c"  )  a  ■=  o  ,  (a  b'c")  a'  =  o  ,  (a  b'c" )a"  =  o  qui  donnent 
i'équation  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale  feule  &  engagée 
feulement  avec  un  fa£teur  ;  2.°  Les  autres  équations  que  nous 
avons  vues  ci-deffus,  mais  dont  l'équation  de  la  plus  baffe 
dimenfion  ne  peut  être  extraite  que  par  la  combinaifon  de 
plufieurs  d'entr'elles  ,  combinaifon  dépendante  d'artifices  qui 
doivent  varier  avec  le  nombre  des  équations  6c  des  quantités  ; 
au  lieu  qu'en  n'omettant  aucune  des  équations  de  condition ,  oa 
fera  toujours  affuré  qu'il  y  en  aura  de  la  forme  aE  =  o ,  a'E'  =  o, 
ëcc.  &  le  procédé  général  pour  avoir  E  fera  de  cheixher  le  plus 
grand  commun  divifeur  de  ces  équations. 

Il  eft  vrai  que  n'ayant  pas  d'indice  général  qui  faffe  reconnoître 
fi  l'une   quelconque  de  ces  équations  eft   de  la  forme  fimple 
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cE  =  o ,  ou  de  la  forme  BE  -{-  b'E'  ==  o  ,  ôcc.  il  faudra  prendre 
ces  équations  deux  à  deux ,  &  chercher  fi  elles  ont  un  commun 
divifeur  ;  mais  du  moins  eft-on  affurc  que  par  cette  recherche  , 
on  arrivera  aux  équations  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale.  Au 
lieu  qu'en  fe  bornant  à  quelques-unes  feulement  des  équations  de 
condition ,  il  peut  arriver  que  ce  foient  précifément  celles  de  la 
forme  b  E -\'  b'E'  =  o,  ou  è£  -H  b'E'  -H  b"E"  =  o  ,  &c. 
alors  les  moyens  d'arriver  aux  équations  finales  de  la  plus  baffe 
dimenfion  littérale  j  font  bien  difficiles ,  ou  du  moins  me  paroiP 
fent  bien  difficiles  à  afiîgner. 

Des  Equations  qui  étant  au  nombre  de  n  ,  ne  renferment 
qu'un  nombre  p  d'inconnues ,  1^  étant  <•  n. 

(  502.)  Lorsque  le  nombre  p  des  inconnues  efl  moindre 
que  celui  des  équations  d'une  quantité  quelconque  7i  —  c» ,  la 
pofTibilité  de  la  queffion  exprimée  par  ces  équations  dépend  de 
î'exiffence  d'un  nombre  n  —  p  d'équations  de  condition  entre 
les  coëfficiens  des  équations  propofées. 

Pour  avoir  ces  équations  de  condition ,  de  la  moindre  dimen- 
fion littérale  qu'il  foit  poffible,  il  faut ,  avant  toutes  chofes ,  que 
les  polynômes-multiplicateurs  qu'on  y  employera,  foient  cle  la 
plus  baffe  dimenfion  poflible.  Il  s'agit  donc  de  faire  voir  com- 
ment, dans  tous  les  cas,  on  pourra  di^tenniner  cette  plus  baffe 
dimenfion  des  polynômes-multiplicateurs. 

(  5  O  3  •  )  D'après  ce  que  l'on  a  vu  jufqu'ici ,  fi  on  nomme  s 
îa  fomme  des  expofans  des  degrés  de  chacune  des  équations 
propofées ,  &  r ,  r',  t",  t'",  &c.  les  expofans  des  degrés  de  la 
première,  féconde ,  troifième ,  quatrième,  &c.  équations,  on 
aura  donc  les  formes  fuivantes ,  pour  celles  des  polynômes- 
multiplicateurs. 

Pour  la  première  e'quation (  x.,,p  ) 

s  —  t' 

pour  la  féconde (  x...p ) 

pour  la  troifième (  x,,, p  ) 

pour  la  quatrième.  ............   (  x.,,p  j 

&  ainfi  de  fuitCr 

La  forme  de  l'équation-fomme  fera (x , ,  ,  p)\ 
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Et  la  différence  entre  le  nombre  total  des  termes  de  l'équa-» 
tion-fomme  ,  ôc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles ,  fera 

laquelle  ,  puifque  p  eft  <C  «  ,  fera  néceffairement  zéro. 

Mais  fi  on  fait  attention  que  le  dernier  terme  de  la  quantité 

quelconque    d'' Nfx . .  .pj^-^ (  ,,  t' ,r.t'.  ^c.)  »    ^fl 

H^  N(x .. .  p)-i,   lequel   eft  zéro  jufqu'à   q  =  p,   on  verra 
qu'on  zaufTid"  N('x...pJ'-P..  .(^^    ^.  ;  ~f,„   ^.^  )   =  o  ,     & 

que  par  conféquent  on   peut   réduire  la  forme  des  polynômes-- 
multiplicateurs  à  la  fuivante 

s~t~p 
Pour  la  première  e'quation i.....  (  x,,,p  )  f 

s~t'—p 

pour  la  féconde.  .1 ..••« (  x,..p)  9 

s—t"~p 

pour  la  troifième «.  (  x. ..  p  )  t 

s-t'''~p    ■ 

pour  la  quatrième, (  x,,, p)  S 

ÔC  ainfi  de  fuite. 

Et  par   conféquent    l'équation  -  fomme   fera  de  la  forme 
(x...p)'-''. 

(  5040  ^^is  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  ce  foît  là  la 
forme  la  plus  fimple  :  pour  reconnoître  plus  facilement  la  route 
à  tenir  pour  arriver  à  cette  forme  la  plus  fimple ,  reprenons  les 
chofes  d'un  peu  plus  haut. 

1.°  Lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft  égal  à  celui  des 
équations ,  l'expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  l'équation-fomme  ,  &  le  nombre  total  des  coëfficiens  utiles 
des  polynômes-multiplicateurs ,  n'eft  point  =  o  ,  mais  elle  devient 
une  fonttion  des  expofans  connus  des  équations  propofées  :  cela 
eft  évident  par  tout  ce  qui  a  été  dit  jufqu'ici  fur  ces  fortes  d'é- 
quations. 

2.°  Lorfque  le  nombre  des  équations  furpaffe  d'une  unité  le 
nombre   des   inconnues  ,  l'expreflion  de  la  différence  entre  Is 
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nombre  des  termes  de  l'équation-fomme  ,  &  le  nombre  total  des 
coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs ,  eft  zéro  ;  mais 
elle  ne  peut  avoir  cette  valeur  que  dans  fa  totalité  ;  c'eft-à-dire  , 
que  fi  on  conçoit  que  pour  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme  ,  on  ait  calculé  les  valeurs  de  la  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  cette  dimenfion ,  &  le  nombre  des  coëf- 
ficiens utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  la  fomme  de  ces  quantités  ne  peut  être  zéro  , 
que  dans  l'étendue  totale  de  la  plus  grande  valeur  de  5  ,  à  zéro. 
C'eft  ce  qu'on  peut  voir  dans  ce  qui  a  été  dit  de  (  53S  )  à 
(440). 

(5050  Mais  lorfque  la  différence  du  nombre  des  équations 
au  nombre  des  inconnues  eft  plus  grande  que  i  ,  l'expreffion 
de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  l'équation-fomme  , 
&  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs  , 
devient  zéro  plufieurs  fois  :  ou  pour  parler  plus  exa£lement  ,  fi 
on  calcule  cette  différence  fucceffivement,  pour  chaque  dimen- 
fion, à  compter  de  la  plus  haute  ,  &  qu'on  faffe  les  fommes 
fucceffives  du  premier,  des  deux  premiers,  des  trois  premiers  , 
&c.  réfultats ,  on  trouvera  que  cette  fomme  paffe  plufieurs  fois 
du  pofitif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  pofitif.  Or  tant  que  la 
fomme  de  plufieurs  de  ces  réfultats  confécutifs  ,  fera  pofitive  ,  oa 
peut ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  jufqu'ici ,  fupprimer  dans  l'équation- 
fomme,  toutes  les  dimenfions  qui  ont  donné  ces  réfultats  ;  & 
dans  les  polynômes-multiplicateurs ,  toutes  les  dimenfions  cor- 
relpondantes.  Donc  pour  arriver  à  la  dimenfion  la  plus  baffe ,  il 
faut  déterminer  à  quelle  dimenfion  de  l'équation-fomme  ,  les 
fommes  confécutives  de  ces  différens  réfultats  deviennent  zéro 
pour  l'avant  dernière  fois ,  ou  vont  paffer  du  pofitif  au  négatif 
pour  la  dernière  fois. 

{^06>)  Mais  quoiqu'on  puiffe  toujours  facilement  ,  ainfi 
qu'on  va  le  voir,  déterminer  cette  dimenfion  numériquement, 
il  s'en  faut  beaucoup  qu'on  le  puiffe  faire  algébriquement  d'une 
manière  générale.  Deux  raifons  s'y  oppofent  :  i."  la  multitude 
infinie  de  cas  relatifs  aux  différens  rapports  de  grandeur  des  ex- 
pofans ,  qui  font  varier  l'expreffion  de  cette  dimenfion ,  ainfi  qu'on 
l'a  déjà  vu.  2°  Le  changement  prefque  continuel  que  fubit 
l'expreffion  algébrique  de  chacun  des  réfultats  ci-deffus ,  &  par 
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conféquent  de  leurs  fomnies  confécutives. 

(  5070  Nous  nous  bornerons  donc  (  ôc  la  pratique  n'a  rien  à 
y  perdre  ni  du  coté  de  l'étendue  ,  ni  du  côté  de  la  célérité  ) 
à  expofer  la  méthode  par  des  exemples  numériques ,  qui ,  en 
éclairciflant  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  feront  aflez  voir  que 
la  marche  eft  la  même  dans  quelque  cas  propofé  que  ce  foit. 

(  5080  Suppofons  d'abord  que  les  équations  propofées  font 
toutes  du  même  degré  ;  ôc  rappelions  que 

^  JL(lllLN(x...pr'-'-''-^n.^  '  ^  Nfx..p^'-''-'  H-  &c. 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  déjà  obfervé  plus  d'une  fois  , 
on  doit  rejetter  de  cette  exprefllon  les  termes  où  l'expofant  de 
Nfx.  '  .p )  devient  négatif. 

Cela  pofé  ,  l'exprefTion  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion ,  ôc  le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  polynômes-multiplica- 
teurs ,  fera 

,    ,  s  — ;j  s  —  t—p  n-i  s  —  zt—Si 

N(x...p-i)  —  nN(x.,.p-i)  ^  +  72.-^ — N(x...p-\  ) 

—  72. . ~  N(x...p-ï  )  +  8cc; 


Donnant  donc  fucceffivement  à  s  toutes  les  valeurs  pofTibles 
en  nombres  entiers  pofitifs ,  depuis  s  ■=  nt ,  jufqu'à  s  ^  p  ,  en 
remettant  ,  à  mefure  qu'ils  fe  rencontreront  ,  les  termes  où 
N(x...p —  \)  acquéreroit  un  expofant  négatif;  alors  on  fera, 
dans  quelque  cas  que  ce  foit ,  des  remarques  analogues  à  celles 
que  vont  préfenter  les  exemples  fuivans. 

(  5"  O  9 .  )  Suppofons  d'abord  qu'on  ait  fix  équations  du  premier 
degré ,  ôc  une  feule  inconnue.  On  aura ,  pour  l'expreffion  de  la 
différence  entre  le  nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de 
i'équation-fomme ,  ôc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ;  la  fuite  des  quantités  que  voici  : 

N(x.,,ojs 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.       42J 

/,^>...o;'—  6 N (x,.,o)^ ■^-  i^N(x,.,o/—  zoN(x..,o)^-h  \-i  N(x.,.o)' —  6 N(x,..o)\.  =—    i  , 

-VC*...o/—  6N(x...oy-^  tiN(x...o)'-—  ioN(x...o)'-i-  i^N(x...oy -I-    î, 

if(x..,oy—  6N(x,..oy-h  \%N(x...oy^  10NCX...0J0 —10, 

l/(x...o)  *  —  6  N(x,..oy  ■+■  I  î  N(x...o)* -f-  10 , 

I/(x...o)'  —  éATCx^-o)' —    f  , 

l/(x..,oy ,....+•   1, 

Où  l'on  voit  i.°  que  puifque  la  fomme  des  deux  premiers  ré- 
fultats  eft  -+-  4 ,  c'eft-à-dire ,  pofitive  ,  on  peut  anéantir  les  deux 
premières  dimenfions  de  l'équation-fomme ,  &  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  &  qu'il  reftera  quatre  équations  arbitraires  à 
former  dans  l'équation-fomme  reftante. 

2."  Que  puifque  la  fomme  des  quatre  premiers  réfultats  eft 
H-  4,  c'eft-à-dire,  pofitive,  on  peut  anéantir  les  quatre  premières 
dimenfions  de  l'équation-fomme  primitive ,  &  par  conféquent  les 
quatre  premières  dimenfions  des  polynômes-multiplicateurs  ;  ôc 
qu'il  reftera  quatre  équations  arbitraires  à  former  dans  l'équation- 
fomme. 

3.°  Que  puifque  la  fomme  des  réfultats  des  dimenfions  confé- 
cutives ,  ne  devient  plus  pofitive  ni  zéro  ,  fi  ce  n'eft  à  la  der- 
nière dimenfion  ,  il  n'eft  plus  pofTible  d'abaifler  l'équation-fomme 
ni  les  polynômes-multiplicateurs. 

L'équation-fomme ,  de  la  plus  bafle  dimenfion  ,  eft  donc  de  la 
forme  fx...ij^  =  o,  ôc  les  polynômes-multiplicateurs  font 
de  la  forme  fx...ij°i  &  il  y  a  quatre  équations  arbitraires 
à  former  dans  l'équation-fomme. 

Les  polynômes-multiplicateurs  étant  donc  -^;^';  -^"j  ^'"p^"^' 
la  dernière  ligne  ou  l'équation  finale  fera 

qui  eft   la  repréfentation  abrégée  de 

(aè')  A''A'"A^^A^  —  (a  l>")  A'A"<A'''A''  -t-  (a  h"')  A'A"A"A^  ^(ah''<)  A' A"  A'^'A"^ 
-4-  (  ah^  )A'A"A"'A'^  -H  (a' b")A  A"'A'''A'' —  (a'b"')AA"A'''A''-^-  (  a' U^  )  A  A"  A"'A-' 
—  (a'b-' )AA"A'"A"-\-  (a"b"')AA'A'''A-'—  {a"b^^)AA'A'"A'-'-^  (a"  b" )  A  A' A"'A'^ 
rH  (a"'b^^)AA'A"A''  —  (a"'b'')A  A'A"A''r—  (a'^b^jA  A'A"A"'. 

Hhh 
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Donc  puifqu'on  a  quatre  équations  arbitraires  à  former  dans 
i'équation-fomme ,  lefquelles  peuvent  porter  indifféremment  fur 
quatre  quelconques  des  fix  coëfficiens  indéterminés ,  on  aura 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  (  487  )  les  quinze  équations 
fuivantes 

{■ab'J^o,fah"J  =  o,  fab"')  =  o,  (aU')=o,  fab^^o, 

(a'b")  =  G ,  (a'b'")  =o,(a! U")  =  o ,  fa'b'J  =  o  ,  fa"b'"J  =  o  , 

fa^b'^J  ==  o ,  fa"b'J  =  o  ,  fa"'b'y  =  o  ,  fa"'Fj  =  o  ,  fa"'b''J  =  o. 

Ce  font ,  en  effet ,  toutes  les  différentes  équations  qu'on  peut 
obtenir  par  la  combinaifon  des  équations  propofées  ,  deux  à 
deux  ;  oc  il  n'y  a  pas  d'autre  combinaifon  à  en  faire  qui  ne  foit 
une  équation  trop   compofée.  É 

De   ces  quinze  équations  cinq  étant  fuppofées  avoir  lieu  ,  les  fl 

dix  autres  en  font  une  fuite  néceffaire. 

(  5  10.)  Suppofons  ,  pour  fécond  exemple ,  cinq  équations 
du  fécond  degré  ,  &  trois  inconnues.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  I'équation-fomme  ^ 
&  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  dimenfions  correfpondantes 
des  polynômes  -  multiplicateurs  ,  fera  fucceffivement  comme  il 
fuit  : 

]V(x...ry  —  ^N(x..,z)'^  •+■  10  JVC-^...i;î  —  io]V(x...i)'..,.  =  -)-  i; 

N (x...i)'  —  $  N(x...-!.)'^  -i-  loNCx.-z)''  —  ioN(x...z)° ■+■  3, 

N  (x.,.ïy  —  î  JV(x..,z)^  +  ioN(x...z)' ■+■  I, 

^(x.„zj'^—  ';N(x..,zy  4-  loNÇx^.z)" —  y, 

N(x...z)i  —  -iNCx^^zy —  f, 

îf  (x„.zy  —  'iN(x,.,z)'' -\r  ij 

N(x...zy 4-  5, 

iV  Cx. ..1  J°. . -H  I. 

Oti  l'on  voit  que  l'on  peut  rejetter  les  quatre  premières  dimen- 
fions des  polynômes-multiplicateurs,  puifque  le  nombre  total  des 
termes  de  I'équation-fomme,  dans  les  quatre  premières  dimen- 
fions ,  eft  précifément  égal  au  nombre  des  coëfficiens  utiles  des. 


i 
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quatre  premières  dimenfions  des  polynômes-multiplicateurs.  Mais 
comme  pafle  ce  terme  ,  la  femme  des  nombres  fuivans 
—  5-,-f-i,-f-  S  f  -+-  I  ne  devient  zéro  qu'à  la  fin  ,  il  n'y  a 
pas  lieu  à  une  réduction  ultérieure  de  la  forme  des  polynômes- 
multiplicateurs ,  laquelle  fe  réduit  donc  à  fx...sj'- 

(  5  1 1  •  )  Suppofons  ,  pour  troifième  exemple  ,  fix  équations 
du  fécond  degré  ,  &  trois  inconnues.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation- fomme, 
&  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs , 
fera  fucceîTivement  comme  il  fuit  : 

N(x...z^^—  6N(x...z;,'!-h  i^  JV(x...ïy  —  ioN(x...i)'  +  i^N(x...zy=—  i, 

ArCx...i)i-.  6N(x..,i)'-^  iîA'':e..,i;*—  zoN(x...z)'' -\-  i-;  N  (x,..z)' ..  —  5, 

N(x...zy  —  6  N(x.„zy  +  l'i  N(x.,.z)i  —  lo  N(x..,zy o, 

N(x...z)'^—  6N(x...z)*-^  i^N(x...zy  —  loNCx...!)" -h  8, 

^^x...zy  —  6  NCx...zX>  -i-  lî  N(x..,iy -t-  6, 

N(x...z)*-.  6N(x...z)-+  i';N(x...t)° —  6, 

N(x...z)'  —  6N  (x...zy —  8, 

N(x..,zy-  —  6  N(x...z)<> o, 

NCx...zy -}-  3, 

N(x..,z^' -h  I. 

Où  l'on  voit  qu'on  peut  d'abord  rejetter  les  quatre  premières 
dimenfions  des  polynômes-multiplicateurs,  &  qu'alors  il  reftera 
dans  l'équation-fomme  qui  fera  de  la  forme  fx  . ..  sj^ ,  quatre 
équations  arbitraires ,  puifque  la  fomme  des  nombres  —  i,  —  3,  o, 
-1-  8,  =  -H  4,  c'eft-à-dire,  eft  un  nombre  pofitif. 

Mais  fi  l'on  pourfuit  l'addition  fucceffive  de  ces  nombres  ,  on 
voit  qu'on  peut  encore  rejetter  les  deux  dimenfions  fuivantes  des 
polynômes  -  multiplicateurs  ,  puifque  la  fomme  eft  encore  pofi- 
tive,  étant  compofée  des  nombres  —  i,  —  3,  o,  -H  8,  H-  5,  —  6 
qui  eft  -i-  4  :  &  il  reftera  quatre  équations  arbitraires  dans  l'é- 
quation-fomme. Mais  pafle  ce  terme,  il  n'eft  plus  permis  de 
diminuer  la  dimenfion  des  polvnomes-multiplicateurs  ,  parce 
qu'en  continuant   d'ajouter  les  réfultats  numériques ,  la  fomme 

Hhh  ij 
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ne  devient  zéro  qu'à  la  dernière  dimenfion. 

(  5^2.)  Nous  ne  multiplierons  pas  d'avantage  ces  exemples 
qu'il  eft  aifé  de  prendre  fur  un  plus  grand  nombre  d'équations  ôc 
d'inconnues ,  &  fur  des  degrés  plus  élevés.  Mais  nous  obferverons 
que  quoique  nous  ayons  fuppofé  les  équations  propofées  toutes 
du  même  degré,  ce  que  nous  avons  dit  (jo2  ùfuiv.) ,  n'a  pas  moins 
lieu  lorsqu'elles  font  de  degrés  difFérens ,  &  le  procédé  eft  abfo- 
lument  le  même  pour  découvrir  les  réductions  dont  peut  être 
fufceptible  la  forme  générale  des  polynômes-multiplicateurs. 
Cependant  il  eft  à  propos  de  dire  un  mot  fur  les  difFérens  termes 
qui  compoferont  les  expreffions  confécutives  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme ,  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  dimenfions  cor- 
refpondantes  des  polynômes -multiplicateurs. 

(  5  I  3  •  )    Cette  expreflîon  générale   fera  toujours 

de  laquelle  on  aura  rejette  tous  les  termes  ou  N ( x. .  .p)  auroît 
un    expofant    négatif.   Mais    pour    avoir    le  développement  de 

</"  N(x . .  ,p)'  -P  .  ..Ç^  ^/~f.  ^.^  ) ,  on  obfervera 

I .°  Que  le  premier  terme  ne  contiendra  que  Nfx...  pj'^  —p,  w 

2.^  Que    le  fécond     aura    le   figne  —  ,  &  fera  compofé   de  1 

N{x  .  .  .pj    avec    tous    les    diiférens  expofans  qui  peuvent  ré-  f 

fulter  de  la  fomme  des  quantités   t ,  t' ,  t"  ^  &c.  ajoutées  n  —  i 
h  n  —    1  ,  cette  fomme  étant  diminuée  de  p. 

3.°  Que  le  troifième  aura  le  (igne  -h ,  &  fera  compofé  de 
N( x. .  .p )  avec  tous  les  difFérens  expofans  qui  peuvent  ré- 
fulter  de  la  fomme  des  quantités  t ,  t',  t",  ôcc.  ajoutées  «  •—  2 
à  /z  —  2  ,  cette  fomme  étant  diminuée  de  p. 

4.°  Que  le  quatrième  aura  le  figne  — ,  &  fera  compofé  de 
Nfx  . .  .p)  avec  tous  les  difFérens  expofans  qui  peuvent  réfulter 
de  la  fomme  des  quantités  t ,  t'yt",  &c.  ajoutées  n  —  5  à/z  — 5^ 
cette  fomme  étant  diminuée  de/»;  &  ainfi  de  fuite. 

Par  exemple  j  le  développement  de  d^  N(x,..pJ'+^'  +  ^" "*' 
fera 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.         42^ 

t+t  +  t'^p  ,  t-\'i  —  p  t—p  — < 

I/(x,..p)  '^^N(x...p)  '  ^  N(x...p)       '^   —  ^(x^„p)     '■ 

t  -h  t'  —  p  t'  —  P 

—  N(x...p)  '^  +  N(x...p) 

t'+  t''—  p  t"  — p 

—  N(it,..p)  -h  N[x,..p) 

Mais  dans  l'ufage  que  nous  faifons  ici  de  ces  fortes  d'ex- 
prefllons,  nous  omettrions  le  terme  N(x..  .p)~ p. 

(  S  ^  ^')  Quoique  la  marche  que  l'on  devra  tenir ,  lorfque 
les  équations  propofées  ne  feront  pas  toutes  du  même  degré  ,  foït 
facile  à  appercevoir  actuellement ,  cependant  comme  la  forme  des 
expreffions  à  calculer  offre  plus  de  détails ,  nous  croyons  devoir 
en  donner  un  exemple. 

Suppofons  donc  qu'on  ait  quatre  équations  à  deux  inconnues, 
de  la  forme  (x. .  .2)"^^=  o  ^  (x...2)^  =  o  ,  (x ...  2]^  =  o  , 
(x. . .  2J'  =  o. 

L'expreflTion  de  la  différence  entre  le  nombre  total  des  termes 
de  l'équation- fomme  ,  &  le  nombre  des  coëfiiciens  utiles  des 
quatre  polynômes-multiplicateurs  ,  fera  donc 

d^Nfx....2j^---(^;;-:^j. 

Et  rexpreflion  de  cette  même  différence ,  pour  la  plus  haute 
dimenfion  de   l'équation  -  fomme ,    fera 

Si  on  développe  cette  exprefïîon  conformément  à  ce  que  nous 
avons  dit  (  y  1 3  ) ,  &  qu'on  en  rejette  tous  les  termes  où  Nfx  ...ij 
auroit  un  expofant  négatif  i  &  qu'enfuite  on  en  déduife  fuccQ^- 
fivement  les  expreffions  correfpondantes  aux  autres  dimenfions 
fucceflives  de  l'équation-fomme  ,  on  trouvera  d'abord  pour  Ja 
plus  haute  dimenfion 

N(x,,.i)t  —  N(x...\)7  ■+■  N(x...ïy  —  N(x. ..!)=■  -1-  N(x..,j)^* 

—  N(x...t)'  -h-  iVfx...i;<  —  N(x...i)' 

—  N(x...i)^  -+-  N(x...ip  —  N(x..,\)'' 

—  N(x,,.^y  -f-  N(x..,iy  —  N(x..,\)  —  ^. 

-h  NÇx...i)> 
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Remettant  donc  les  ternies  Nfx...iJ~^  ôc  Nfx...iJ-  -  ^  puis 
réduifant  on  aura 

N(x...i)^  —  N(x...ty  —  N(x...i/  -^  zN(x..,iy  —  N(x.,a)°.......  =  4-  » 

ÔC  pour  les  dimenfions  fuivantes 

N(x..,z)-'  —  N(x...i)'  —  N(x...iy  -t-  zN(x...\)'- =  +'!, 

N(x...ï/  —  N(x...\y  —  N(x...iy  -+-  zN(x...iy o, 

N(x...iy  —  IV(x...iy  —  N(x...iy  -f-  rN(x..»ij° —  r, 

N(x...iy  —  N(x...ïy  —  N(x...^y~ —  I, 

N(x...iy  —  N(x...iy  —  N(x...-iy —  i, 

N(x...ïy  —  N(x...\y  —  N(x...iy o, 

N(x...-iy  —  N(x...iy +  I, 

N(x...ïy ■+■  I. 

Si  on  prend  les  femmes  confécutives  H-i,-1-i  -t-  i, 
-H  I  H-  i-Hc,  H-i  -4-i-f-o  —  1,  des  quatre  premières 
dimenfions ,  on  voit  qu'elles  font  toutes  pofitives ,  ôc  ne  com- 
mencent à  devenir  négatives  qu'à  la  cinquième  :  on  peut  donc 
anéantir  les  quatre  dimenfions  fupérieures  de  l'équation -fomme  : 
ôc  comme  la  dernière  fomme  -i-  i  +  i  -i-  o  —  i  fe  réduit 
à  H-  I  ,  il  reftera  donc  une  équation  arbitraire  à  former  dans 
l'équation-fomme.  De  plus  ,  comme  cette  équation  arbitraire  vient 
des  dimenfions  fupérieures ,  on  pourra  la  faire  porter  fur  tel  des 
coëfficiens  reftans  qu'on  voudra. 

On  pourra  donc  en  ne  formant ,  au  contraire ,  aucune  équation 
arbitraire  ( 487  6'/z/iv.  ) ,  dériver  du  calcul  de  la  dernière  ligne, 
toutes  les  équations  de  condition  qui  peuvent  fatisfaire  à  la  quef- 
tion ,  ainfi  que  toutes  celles  qui  en  feront  une  fuite  néceflaire. 

L'équation-fomme  étant  donc  réduite  à  la  dimenfion  4  ,  on 
voit  qu'elle  fera  de  la  forme  (x  . ..  2.)'^  =  o  ,  ôc  que  par  confé- 
quent  les  polynômes-multiplicateurs  des  équations  feront  comme 
il  fuit  : 

Pour  l'équation  (  x  ...■:.)  ^  ■=:  o (  x.,.i  )"  ^ 

Pour  Tcquation  (x...z)^  =  o (x..,ï)^  , 

Pour  l'équation  (  x,  ..z  )-  =  o  (  x.,.i  )'-  , 

Pour  l'cquation  (  x,..t  )^  =  o, (  x..  .1  )'. 


i 


EQUATIONS    ALGÉBRIQUES.         431 

(  3"  I  5  •  )  Nous  venons  de  dire  qu'il  refteroit,  dans  l'e'quation- 
fomme ,  une  équation  arbitraire  à  former.  Il  faut  bien  remarquer 
conformément  à  ce  que  nous  avons  déjà  fait  obferver  ailleurs 
que  ce  que  l'on  trouve  d'équations  arbitraires  à  former,  d'après 
cet  examen  ,  n'eft  pas  la  totalité  des  équations  arbitraires.  Pour 
favoir  ce  qu'il  peut  en  relier  d'ailleurs ,  il  faut  obferver  que 
le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes-multiplicateurs 
des  équations 

(x...p)    =0 cftrefpeftivement  ^         N(x.,,p)  ••'(    ^~'~p    \ 

(x...p)     =0 d         N(x...p)  ...{    '-'-!'    \ 

\  t  \  t  " ,  &;c.  y  > 

(--.../•/"=  o '^"■'^^-••^^^"'"'•••(r^iOî 

&  ainfi  de  fuite. 

Donc  le  nombre  des  coëfficiens  ou  des  équations  arbitraires 
fera 

Pour  le  I."  Polynôme  iVCx.../>/~'~^—j"~'A^C:!;...^/~'~^.../^    *-'-^    ). 
pour  le  fécond N(x...p)^~^~^  —d~^  N:x...p)~^~^ .,.  ('.~J,~J^  ), 

1  -f-  »r/-  S-'"-?  ."-?    «,^        ■  /-«"-P  /■s-t'-p\ 

pour  le  troifieme. —  N(x...p)  — d        A^(x...pj  '"{      ■<    <l.       J* 

&  ainfi  de  fuite. 

(  5  I  (5'  )  Et  pour  reconnoître  quel  en  fera  le  nombre  dans 
chaque  dimenfion ,  ce  qu'il  eft  encore  important  (  234  &fuiv.  )  de 
favoir,  on  aura  les  expreffions  fuivantes 

s—t—p  n— I  S—t—p  f  1  —  n    \ 

Pour  le  I."  polynôme..  A"  ('^•"/'"-ij  — ^        ^(x,..p — i)  .../       ~      p   \ 

\  tj  t'',t"',  &c.y  ^ 

s—t'~p  n  — 1  s—t'—p         /    s  —  t'  \ 

pourle  fécond.........  ^('■'^••■/'—ij  — d        N(x„.p — i)  ...(  ~P   \ 

pour  le  troifieme......  N  ('«.../' — i)  —d       N(x,..p — j)  ,..j  ^~'  ~^  \^ 

&  ainfi  de  fuite. 

(  5  I  7*  )  C'eft  ainfi  qu'on  trouvera ,  dans  l'exemple  précédent, 
qu'outre  l'équation  arbitraire  que  les  réfultats  numériques  nous 
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ont  indiqué  refter  à  former  dans  l'équation-fomme  ,  il  y  en  a 
encore  quatre  autres,  favoir  i.''  un,  provenant  du  polynôme- 
multiplicateur  de  l'équation  (x...2j^  =  o  ,  6c  pour  lequel 
l'équation  arbitraire  peut  être  formée  dans  telle  dimenfion  de 
i'équation-fomme  que  l'on  voudra.  3.°  Trois,  provenans  du  po- 
lynôme-multiplicateur de  l'équation  (x...  2)''  =  o ,  mais  dont 
deux  feulement  peuvent  fournir  deux  équations  arbitraires  dans 
telle  dimenfion  que  ce  foit  de  l'équation-fomme  ,  6c  le  troi- 
fième  ne  peut  donner  d'équation  arbitraire  que  dans  les  dimenfions 
de  l'équation-fomme  inférieures  à  la  première. 

Des  cas  oïl  pour  avoir  les  équations  de  condition  de  la. 

plus  haffe  dimenfion  littérale  ,   on  ne  doit  pas  employer 

toutes  les  équations  propofées. 

(  JlSO  LorsqY'N  certain  nombre  des  équations  propofées , 
feront  fufceptibles  de  donner  une  ou  plufieurs  équations  de 
condition  d'une  dimenfion  littérale  plus  baffe  que  ne  donneroit 
la  combinaifon  d'un  plus  grand  nombre  des  équations  propofées, 
on  le  reconnoîtra  facilement  d'après  la  méthode  précédente  , 
&  voici   comment. 

Après  avoir  déterminé  ,  comme  nous  l'avons  enfeigné ,  la 
plus  baffe  dimenfion  que  puiffe  avoir  l'équation-fomme  ,  on  ea 
conclura  la  forme  des  polynômes-multiplicateurs.  Autant  on 
trouvera  de  formes  dont  l'expofant  fera  négatif,  autant  il  y  aura 
d'équations  à  exclure  pour  avoir  les  équations  de  condition  de 
la  dimenfion  littérale  la  plus  baffe. 

Par  exemple  ,    fi    on   avoit  quatre  équations  de  cette   forme 

l'a...!  J  ^  :=  o,      (x.. .1)^  =  0,      (x...\)'=Qy      (  x..,\  )^  ^=  0% 

on  voit  qu'il  doit  y  avoir  des  équations  de  condition  dont  la 
dimenfion  littérale  ne  paffe  pas  deux;  mais  l'équation  ou  les 
équations  de  condition  réfultantes  de  la  combinaifon  des  quatre 
équations  propofées ,  ne  peuvent  pas  être  d'une  dimenfion  lit- 
térale moindre  que  quatre. 

AuiTi  la  méthode  actuelle  le  fait-elle  connoître.  En  effet  les 
expreffions  confecutives  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation-fomme ,  ôc  le  nombre 

des 
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Hes  coëfficiens  utiles   des  dimenfions  correfpondantes  des  poly- 
nômes-multiplicateurs ,  feront  telles  qu'il  fuit  : 

i^(x...o)*  —  iK(x...o)'  -h  iS(x...o)'-  ■+■  iN(x...oy   —  iN(x...o)\.  =—  i, 

'K(x...oy  —  i  N (X...0 )^  -i-  îN(x...o)'  -H  iN(x...o)'' -f-  i, 

'KCm-^oJ"-  —  3  N(x.,.o)'  ■+■  1  N(x...o)'' ,         o , 

'Pf(x...o)'  —  iN(x...o)<' —  1, 

'K(x...o)' -H  I. 

Où  l'on  voit  que  la  fomme  —  i  -I-  2  -H  o  des  trois  premiers 
rëfultats  étant  pofitive ,  on  peut  réduire  l'équation-fomme  à  la 
forme  fx...ij^  =  o  ,  avec  une  équation  arbitraire  qui  reftera. 

Mais  fi  de  cette  forme  on  déduit  celle  des  polynômes-multipli- 
cateurs ,  on  verra  que  l'équation  fx.  ..  iJ^=o  auroit  pour  poly- 
nôme-multiplicateur ,  un  polynôme  de  la  forme  fx...ij~^  ; 
c'eft  donc  une  indication  que  cette  équation  n'entre  point  dans 
i'équation-fomme  de  la  plus  baffe  dimenfion. 

(  ^iç.)  Mais  après  avoir  obtenu  ainfi  les  équations  de  la 
dimenfion  littérale  la  plus  bafle ,  on  n'eft  pas  difpenfé  pour  cela 
de  chercher  au-delà.  Ici ,  par  exemple  ,  on  parviendrait  à 
trouver  trois  équations  de  condition  dont  la  dimenfion  littérale 
feroit  deux.  Mais  quoiqu'il  ne  faille  que  trois  équations  de  condi- 
tion pour  fatisfaire  à  la  queftion  ,  on  fe  tromperoit,  fi  on  croyoit 
pouvoir  les  prendre  toutes  trois  dans  ces  trois  équations  de  la  féconde 
dimenfion  littérale.  En  effet,  l'une  de  ces  trois  dernières  équa- 
tions eft  fuite  néceffaire  des  deux  autres ,  &  n'exprime  rien  de  plus. 

Pour  trouver  les  autres ,  il  faudra  ,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit  ailleurs ,  prendre  la  forme  immédiatement  au-deffus  ;  6c  on 
aura  les  équations  de  condition  de  la  dimenfion  littérale  la  plus 
fimple  après  la  précédente.  Si  les  expofans  des  formes  de  tous 
les  polynômes-multiplicateurs  ,  ne  font  pas  encore  toutes  pofi- 
tives ,  on  prendra  encore  la  forme  immédiatement  au-deffus ,  6c 
toujours  de  même  ,  jufqu'à  ce  que  tous  ces  expofans  devenant 
pofitifs  ,  ou  tout  au  moins  zéro  ,  on  aura  l'équation  où  les  équa- 
tions de  condition  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale  qui 
puiffe  réfulter  de  la  combinaifon  de  toutes  les  équations  propofées. 

(5  20')   Au  furplus ,  en  fe  conformant  à  ce  qui  a  été  dit 

lii 


4h      équations   algébriques. 

(487  &fuiv.) ,  cette  dernière  forme  des  polynômes-multiplicateurs 
donnera  toutes  les  équations  de  condition,  ôcpar  conféquent  celles 
que  donneroient  les  formes  plus  bafles  des  polynomes-multiplica-, 
teurs  ;  mais  celles-ci  feront  alors  compliquées  d'un  fa£leur.  Quoi- 
qu'il en  foit ,  pour  avoir  toutes  les  différentes  expreffions  des 
conditions  dont  la  queftion  peut  dépendre ,  la  forme  de  l'équation- 
fomme  ,  la  plus  baffe  à  laquelle  on  puiffe  s'arrêter ,  eft  celle  qui 
donnera  la  valeur  pofitive  la  plus  baffe  à  tous  les  expofans  des 
polynômes- multiplicateurs  ;&  il  faudra  même,  dans  quelques  cas 
(^^93)}  remonter  jufqu'à  la  forme  immédiatement  au-deffus. 

Ainfi  dans  l'exemple  ci-deffus,  quoique  je  voie  que  la  fomme 
des  réfultats  —  i  -h  2  -h  o  eft  une  quantité  pofitive  qui  permet 
d'abaiffer  l'équation- fomme  à  la  dimenfion  i;  fi  je  ne  veux 
omettre  aucune  des  expreffions  des  équations  de  condition ,  je 
m'arrêterai  feulement  à  la  fomme  —  i  -i-  2  des  deux  premiers 
réfultats  ;  c'eft-à-dire ,  que  je  me  fixerai  à  l'équation-fomme  de 
la  forme  fx . ..  ij^.  A  la  vérité ,  celle-ci  en  me  donnant  toutes 
les  équations  ,  me  donnera  celles  qu'auroit  produit  la  forme 
fx...  ij',  me  les  donnera,  dis- je,  plus  compofées  qu'elles  ne 
font  ;  mais  elle  n'ôte  pas  les  moyens  de  trouver  celles-ci. 

Jje  la  manière   de  reconnoître  ,  parmi  plujieurs  Equations 

données  ,    quelles  font  celles   qui  font  une  fuite  nccef 

faire  des  autres  ou  de  quelques-unes  des  autres, 

(521.)  Lorqu'a  l'aide  d'un  nombre  n  d'équations  ,  on 
élimine  un  nombre  d'inconnues  =■  p  <^  n ,  la  queftion  exprimée 
par  ces  équations  ,  eft  ramenée  à  dépendre  de  l'exiftence  d'un 
nombre  n  —  p  d'équations  de  condition  entre  les  coëfl&ciens 
donnés  des  équations  propofées. 

Mais  nous  venons  de  voir  qu'il  exifte  prefque  toujours  un 
nombre  d'équations  de  condition  beaucoup  plus  grand  que  n  —  pf 
il  y  en  a  donc  plufieurs  qui  font  une  conféquence  néceffaire  les 
unes  des  autres.  Donc  fi  on  fe  contentoit  de  prendre  indiffé- 
remment parmi  toutes  les  équations  de  condition  que  l'on  auroit, 
ou  que  l'on  peut  avoir  ;  fi  on  fe  contentoit ,  dis-je  ,  d'en  prendre 
indifféremment  un  nombre  n  —  p ,  il  pourroit  fouvent  arriver 
qu'on   ne   fatisferoit    point  à  la  queftion.  En  effet  ,   fi  fur    ce 
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nombre  n  —  ^  ,  il  y  en  a  un  nombre  q  qui  foient  une  fuite 
néceflaire  des  autres  ,  on  eft  précifément  dans  le  même  cas  que  Ci 
l'on  n'eut  employé  qu'un  nombre  n  —  p  —  q  de  ces  équations 
de  condition,  ce  qui  eft  infuffifant. 

(  ')  11.)  Quoiqu'il  y  ait  des  cas  où  l'on  puiiïe ,  à  l'infpeûion 
feule  ,  juger  fi  une  équation  propofée  eft  une  fuite  de  quelques 
autres  ,  il  y  en  a  un  nombre  infiniment  plus  grand ,  où  les 
cara£tères  auxquels  on  pourroit  en  juger  ,  feroient  très-difficiles 
à  faifir.  Pareillement ,  il  y  a  quelques  cas  où  l'on  peut  parvenir 
à  s'affurer  plus  facilement  &  plus  promptement  que  par  la  mé- 
thode générale  que  nous  allons  propofer  ,  fi  une  équation  eft 
iuite  de  quelques  autres  ;  mais  il  y  en  a  un  nombre  infiniment  plus 
grand,  où  les  artifices  analytiques  propres  à  abréger  le  travail, 
îeroient  très  difficiles  à   découvrir. 

(  5  2  3-)  Par  exemple  ,  les  trois  équations  (a  h' )  =  o  , 
(ah")  =0,  ( a' b" )  =  o,  font  les  équations  de  condition 
que  fourniflent  les  équations 

a  X     -4-     b     =    o  y 

a'  X     -h     b'    ■=    o   . 


a"x 


b"   = 


Comme  celles-ci  ne  peuvent  dépendre  que  de  deux  équations 
de  condition  ,  il  faut  que  l'une  des  trois  ci-delTus ,  foit  une  fuite 
nécefiaire  des  deux  autres.  Or  avec  un  peu  d'ufage  du  calcul  ôc 
des  théorèmes  pareils  à  ceux  que  nous  avons  enfeignés  à  trouver 
(  2 1  y  Ê"  fuiv.  ) ,  je  vois  que  fi  de  la  première  multipliée  par  a"  ,  je 
retranche  la  féconde  multipliée  par  a',  ]' aur  a\f a  b'J  a" —  (ab")a'=  o, 
mais  (21P)  on  a  fab'Ja"—  (ab")a'  ■+-  ( a' b" ) a  =  o  ; 
donc  (û!  b")  a=  o  ,  ou  (a'  b")  ■=  o ,  donc  l'équation  (a'b")  ^=0, 
eft  une  fuite  néceflaire  des  deux  équations  (ab')  =  o,  fab"J  =  o. 

(  5  2  4-)  Mais  ce  que  nous  trouvons  ici  très-facilement  par  ua 
artifice  particulier,  nous  ne  le  trouverions  pas  de  même  ,  ou  du 
moins ,  avec  la  même  facilité ,  s'il  étoit  queftion  de  faire  voir 
que  des  trois  équations 

(  a  b'  )  .  (  B  c'  )     —     Cac';^  =  o, 

(at"  )  .  (  b  c")     —     (a  c")'  =  o, 

(a'b")  .  (b',")     —    (a'c")^  =  o. 

liiîj 
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qui  font  données  par  les  trois  équations 

a  x^  »+•  h  X  'h  c  =0, 
a'  x^  'h  l>'  X  -h  c'  =  o  , 
a" x^  -¥■  h"x  -H  c"  =  o. 

L'une  quelconque  efl:  une  fuite  néceffaire  des  deux  autres  y  et 
qui  eft  néanmoins. 

Il  n'eft  pas  facile  de  voir  par  quelle  fonction  on  doit  multî-' 
plier  deux  de  ces  équations  ,  pour  trouver  la  troifième  dans  la 
fomme  ou  la  différence  des  deux  produits  :  ôc  quand  on  le 
fauroit ,  on  feroit  encore  bien  embarraflé  de  voir  à  quel  théorème 
de  la  nature  de  ceux  qu'on  pett  trouver  par  ce  qui  a  été  dit 
{  2 1  j  ù  fuiv.  ) ,  on  doit  avoir  recours  ,  pour  rendre  praticable  la 
recherche  de  cette  troifième  équation  ,  dans  le  réfultat  de  ces 
opérations. 

{')  1  ").)  Abandonnant  donc  les  artifices  particuliers  que  les 
circonftances ,  la  forme,  ôcc.  des  équations  propofées  peuvent 
préfenter ,  il  efl  queflion  ici  de  la  manière  générale  de  s'alfurer 
û  parmi  plufieiirs  équations  propofées ,  l'une  quelconque  eil  une 
fuite  d'un  certain  nombre  des  autres. 

Obfervons  d'abord  qu'une  équation  peut  être  i.°  fuite  nécef- 
faire d'une  autre  :  2.°  fuite  néceffaire  de  deux  autres ,  fans  l'être 
ni  de  l'une  ni  de  fautre  féparément.  Par  exemple ,  l'équation 
a!  X  -+-  b'  =  o ,  efl  fuite  néceffaire  des  deux  équations 
a  X  '~\-  b  =  o ,  fa  -\-  m  a'J  X  ■+•  b  ~^  m  b'  =  o  ^  quoiqu'elle 
ne  foit  une  fuite  néceffaire  ni  de  l'équation  a  x  -^  b  =  o  ,  ni 
de  Féquation  ( a  -^  m  a' )  x  -^  b  -\-  m  b'  :=  o.  5.°  Suite  néceffaire 
de  trois  autres ,  quoiqu'elle  ne  foit  fuite  d'aucune  ni  de  ces 
équations,  ni  de  leurs  combinaifons  deux  à  deux,  &  ainfi  de 
fuite. 

{")  16.)  Si  une  équation  efl  fuite  néceffaire  d'une  autre ,  oH 
le  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififfez  une  lettre  qui  foit  commune  à  ces  deux  équations  r 
&  regardant  cette  lettre  comme  repréfentant  une  inconnue  j 
éliminez  cette  inconnue ,  à  l'aide  des  deux  équations ,  par  les 
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règles  données  jufqu'ici  ;  le  réfultat  de  rélimination  fera  une 
quantité  identique ,  c'eft-à-dire,  qui  deviendra  zéro  d'elle-même. 
Ou  ce  qui  revient  au  même  ,  en  procédant  au  calcul  des  lignes^ 
vous  trouverez  zéro  pour  valeur  de  la  dernière  ligne. 

Par  exemple ,  je  vois  que  l'équation  m  a  x'  '^  m  b x  -h-  me  =  o, 
eft  une  fuite  néceffaire  de  l'équation  ax*  -^  bx  -+-  c  =  o, 
parce  qu'en    éliminant  x ,   j'arrive   à 

(m ab  —  mabj .  fmbc  —  mbcj  —  (mac-^  ma  cj\  =  o  , 

c'eft-à-dire  ,   à  0=0, 

(  5  2i7«  )  Si  une  équation  eft  fuite  nécelTaire  de  deux  autres. 
on  le  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  deux  lettres  communes  aux  trois  équations  ,  ou 
telles  que  fî  l'une  n'entre  que  dans  deux  de  ces  équations  , 
l'autre  entre  dans  la  troifième ,  &  dans  l'une  au  moins  de  ces 
deux-là.  Regardant  ces  deux  lettres  comme  deux  inconnues  , 
éliminez  ces  deux  inconnues  à  l'aide  des  trois  équations  ;  &  le 
réfultat  du  calcul  des  lignes  vous  conduira  à  zéro  pour  valeur 
de  la  dernière  ligne  ;  c'eft-à-dire  ,  que  la  dernière  ligne  fera 
zéro  par  elle-même. 

(  528')  Si  une  équation  eft  fuite  néceflaire  de  trois  autres, 
on  le  reconnoîtra   par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  trois  lettres  qui  foient  communes  aux  quatre  équa- 
tions ,  ou  qui  du  moins  foient  telles  que  la  valeur  d'aucune 
d'entr'elles  ne  puiffe  être  déterminée  indépendamment  des  deux 
autres.  Regardant  ces  trois  lettres  comme  trois  inconnues  ,  éli- 
minez ces  trois  inconnues  à  l'aide  des  quatre  équations  ;  fi  de 
ces  quatre  équations  l'une  quelconque  eft  fuite  des  trois  autres ,  le 
réfultat  de  cette  élimination  fera  zéro  par  lui-même. 

{  ^  2Ç.)  En  général,  fi  une  équation  eft  fuite  néceflaire  d'un 
nombre  quelconque  n  —  1  d'autres  équations  ;  choifiiTez  un 
nombre  n —  1  de  lettres  qui  foient  communes  aux  n  équations, 
ou  qui  du  moins  foient  telles  qu'aucune  ne  puifle  être  déter- 
minée indépendamment  des  n  —  2.  autres.  Regardant  ces  n  —  1 
lettres  comme  autant  d'inconnues ,  éliminez-les  à  l'aide  des  n 
équations  :  le  réfultat  de  cette  élimination  fera  zéro  par  lui- 
même, 
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Ainfij  pour  reconnoître,  par  exemple  ,  fi  des  trois  équations 

(ab').(bc'  )  —  fac'J'  =  o, 
(ab")  .(bc")  —  (ac"J'  =  o, 
(a'b").(b'c")  —  (de")'  =  o. 

l'une  quelconque  efl:  fuite  des  deux  autres  (  comme  nous  favons 
d'ailleurs  que  cela  doit  être  )  ;  je  prendrois  a  ôc  a'  pour  in- 
connues. Eliminant  donc  a  ai  a!  par  les  règles  données  jufqu'ici , 
&  en  employant  les  trois  équations ,  j'arriverois  à  une  équation 
où  tout  fe  détruiroit  fans  aucune  valeur  particulière  aux  quan- 
tités a,a',a"i  b,b',b"i  c,  c',c\ 

Des  Equations  qui  ne  font ,  qu'en  partie ,  une  fuite 

nécefaire  les  unes  des  autres.  Û 

(  y  30-  )  Les  équations  dont  il  vient  d'être  queftion  (  5'2i  5*  ™ 

fulv.  )  ,  font  donc  celles  dont  aucune  n'exprime  rien  que  les 
n  —  i  autres  n'expriment  fuffifamment  ;  enforte  que  ces  n  —  i 
autres  fatisfont  aullî  pleinement  à  la  queftion  que  le  feroient  les 
n  équations. 

Mais  il  eft  des  équations  qui ,  au  nombre  de  n  ,  font  telles 
que  n  —  i  de  ces  équations  étant  fatifaites ,  la  /z.'™  l'eft  auflî  , 
fans  qu'on  puiffe  dire  pour  cela  que  la  queftion  foit  auflî  com- 
plètement exprimée  par  ces  n  —  i  équations ,  que  par  le  nombre 
total  n  de  ces  équations. 

Par  exemple,  fi  on  a  les  deux  équations 

VI a x'  ■+•  mbx  ■+•  nb  =  o, 


I 


n  a 


ma'x^  -4-  mb'x  -H  nb'  =  o ', 


ncl 


Si  on  met  pour  x ,  dans  chacune  ,  la  quantité ^  ,  on  verra 

qu'elles  font  fatisfaites  ;  donc  dans  ce  cas  l'une  de  ces  équations 
eft  fuite  néceflaire  de  l'autre. 
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Et  en  effet,  fi  on  élimine  x,  à  l'aide  de  ces  deux  équations  , 
on   trouvera  m*Jt'(ab' — a'b)*  —  m^ri'fab'  —  a'bj^=  o, 
c'eft-à-dire  ,0  =  0. 

On  fe  tromperoit  cependant,  fi  de  ce  dernier  réfultat  on 
concluoit  que  l'une  des  deux  équations  propofées  exprime  toute 
la  queftion. 

En  effet  l'une  des  deux  équations  ne  fatisfait  à  l'autre  que 
par  un  de  fes  facteurs ,  par  le  fadeur   m  x  -\~  n. 

Si  on  réfout  la  féconde  ,  par  exemple  ,  on  la  trouvera  dé^ 
compofable  en  ces  deux  fadeurs  a'  x  -i-  b' ,  ôc  m  x  -\-  n.  Si  on 
réfout  pareillement  la  première  ,  on  la  trouvera  décompofable  en 
ces  deux  fadeurs  ax  -^  b,   ôc    mx  -h  n. 

On  peut  donc  regarder  la  queftion  comme  exprimée  par  ces 
deux  couples  d'équations 

mx-hn=Ofmx~{^n  =  0f 
&  ax  'i-  b  =  o j    a'x    -4-  ^' =  o. 

Le  premier  couple  eft  évidemment  ,  s'il  étoit  feul ,  dans  le 
cas  des  équations  dont  il  a  été  queftion  (  jai  ùfuiv.),  mais 
ie  fécond  conduit  à  l'équation  de  condition  ab'  —  db  =■  o 
ou    (a  b' )  =  o. 

Donc  quoique  par  l'élimination  de  x  dans  les  deux  équa- 
tions propofées ,  on  arrive  à  un  réfultat  identique  ,  on  fe  trom- 
peroit fi  on  en  concluoit  que  l'une  des  deux  équations  pro- 
pofées fuffit  pour  fatisfaire  à  la  queftion. 

(  5  3  I  •  )  Mais ,  pourra-t-on  dire ,  fi  d'être  conduit  à  une  équa- 
tion identique  n'eft  pas  un  figne  certain  que  fur  un  nombre  n 
d'équations ,  n  —  i  fuffifent  pour  la  folution  complette  de  la 
queftion  ,  la  méthode  donnée  (  ^  21  ù-fuiv  )  ne  fera  donc  pas 
plutôt  connoître  fi  des  équations  propofées  l'une  eft  une  fuite 
parfaite  des  n  —  1  autres  ,  qu'elle  ne  fera  connoître  fi  elle  n'ea 
eft  fuite  qu'en  partie. 

Non,  fans  doute,  fi  avant  d'appliquer  ce  qui  a  été  dit  (  yai  6* 
fuiv.  ) ,  on  n'a  pas  eu  foin  de  fimpiifier  les  équations  propofées 
autant  qu'il  eft  poffible  ;  c'eft-à-dire,  de  leur  ôter  leur  commua 
divifeur. 
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Mais  fi  au  contraire  on  a  eu  foin  de  leur  ôter  le  commun 
divifeur,  alors  on  ne  peut  être  conduit  à  un  réfultat  identique,' 
qu'autant  que  l'une  des  équations  fera  une  fuite  parfaite  des 
autres  :  donc  le  fymptôme  donné  (s'a!  ùfuiv.  )  fera  toujours  dé- 
couvrir sûrement  fi  quelqu'une  des  équations  propofées  eft  fuite 
parfaite  des  autres. 

Au  refte  il  ne  faut  pas  croire  que  les  équations  qui  ne  font 
qu'en  partie  fuite  les  unes  des  autres ,  donneront  toujours  zéro 
pour  réfultat  de  l'élimination.  Cela  dépend  de  la  quantité  que 
l'on  y  prendra  pour  inconnue. 

Par  exemple  ,  fi  on  a  ces  deux  équations 

a  m  xy  -4-  nax  -+-  mhy  -^  nh  =  o, 
a' m  xy  -+•  na'x  '^  m  h'y  •+-  nb'  =  o. 

Et  qu'on  élimine  en  prenant  x  pour  inconnue  ,  on  ne  fera 
point  conduit  à  une  équation  identique.  Ce  fera  le  contraire ,  fi 
on  élimine  en  prenant  y  pour  inconnue.  La  raifon  de  cela  eft 
que  le  commun  divifeur  de  ces  deux  équations,  qui  eft  my  -^  n^ 
ne  doit  point  renfermer  d'x,  mais  feulement  desj". 

Ce  feroit  peut-être  ici  le  lieu  de  parler  de  l'ufage  des  mé- 
thodes données  dans  cet  ouvrage ,  pour  la  recherche  du  com- 
mun divifeur  des  quantités  littérales.  Mais  le  peu  de  difficulté 
qui  refte  à  préfent ,  à  faire  cette  application  ,  &  les  autres  objets 
dont  il  nous  refte  à  parler  ,  nous  déterminent  à  ne  pas  nous 
arrêter  fur  celui-là. 

Réflexions  fur  V Elimination  JucceJJîve, 

(  J32.)  C'est  à  préfent  que  le  Le£teur  peut,  cerne 
femble,  faire  une  jufte  appréciation  de  l'état  de  l'Analyfe  rela- 
tivement à  l'élimination  ,  avant  les  méthodes  que  nous  pro- 
pofons  dans  cet  ouvrage. 

Toutes  les  méthodes  d'élimination  connues  jufqu'à  préfent , 
procèdent  par  élimination  fucceffive.  Suppofons  donc  qu'on  eut 
trois  équations  &  trois  inconnues.  Après  les  avoir  mifes  fous  la 
forme  d'équations  à  une  feule  &  même  inconnue  ,  onprocéderoit 

donc 
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donc  à  l'élimination  de  cette  inconnue  ,  à  l'aide  de  ces  trois 
équations  ,  pour  avoir  entre  leurs  coëfficiens  deux  équations  de 
condition.  Comme  ces  coëfficiens  font  des  fondions  des  deux 
inconnues  reftantes,  on  auroit  alors,  entre  ces  deux  inconnues, 
deux  équations  qui,  étant  mifes  fous  la  forme  d'équations  à  une 
feule  &  môme  inconnue,  donneroient  par  l'élimination  de  cette 
inconnue  ,  une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus  qu'une  feule 
inconnue. 

Ceft  à  cela  que  fe  réduifent  toutes  les  méthodes  de  l'élimi- 
nation  connues  jufqu'ici ,  du  moins  les  méthodes  générales. 

(  5  3  3-)  Examinons  préfentement  Ci  d'après  ce  procédé  on, 
pouvoir  i.°  efpérer  d'arriver  à  la  véritable  équation  finale,  c'eft- 
a-dire,  à  la  plus  baffe.  2°  Si  onn'étoit  pas  au  contraire  prefque 
toujours  expofé  à  tomber  dans  des  équations  non-feulement  plus 
compofées  qu'il  n'eft  néceffaire  ,  mais  encore  fans  efpérance  de 
trouver  ,  pendant  le  cours  du  calcul ,  le  facteur  qui  les  com- 
plique. s°  Enfin  fi  même  on  ii'étoit  pas  fouvent  expofé  à  ne 
rien  rencontrer  du  tout. 

Si  pour  avoir  les  deux  équations  de  condition  dont  nous  venons 
de  parler,  on  fe  contentoit  de  combiner  les  équations  deux  à 
deux ,  on  arriveroit  néceflairement  à  deux  équations  beaucoup 
plus  compofées  qu'il  n'eft  néceflaire  ,  &  qui  cependant  n'auroient 
ni  l'une   ni  l'autre  un  fadeur  dont  l'extradion  put  les  Amplifier. 

Si  pour  avoir  ces  équations  de  condition  moins  compofées  , 
on  eut  pris  le  parti  de  combiner  les  équations  en  nombre  plus 
grand  que  deux  ,  on  n'auroit  remédié  qu'en  partie,  à  la  diffi- 
culté ;  la  dernière  équation  finale  auroit  encore  été  trop  com- 
pofée.  Pour  en  donner  un  exemple  bien  fimple ,  rappelions  que 
pour  le  cas  de  trois  équations  du  fécond  degré  à  une  feule  in- 
connue ,  cas  auquel  fe  rapporte  celui  de  trois  équations  du 
fécond  degré  à  trois  inconnues  ,  lorfqu'on  va  par  élimination 
fucceffive  ;  rappelions ,  dis-je  ,  (  452  )  que  les  deux  équations  de 
condition  les  plus  fîmples  font  fa  b'c")  =  o  ,  ai  (ab'J  .  (b  c'J  — ?. 
fac'J'  =0.  Or  û,  ^,  c,  ainfi  que  a',b',e',  &c  a",b",c", 
étant  refpedivement  de  o,  1  oc  2  dimenfions,  la  première  de  ces 
équations  fera  du  troifième ,  &  la  féconde  du  quatrième  degré, 
Donc  l'équation  finale  feroit  du  douzième ,  6c  cependant  ellie  ne 
doit  être  que  du  huitième. 

Kkk 
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D'ailleurs  en  mettant  les  équations  propofées,  fous  la  forme 
d'équations  à  une  feule  inconnue  ,  &  ne  fe  propofant  d'employer, 
comme  il  convient ,  que  les  équations  de  condition  de  la  plus 
baffe  dimenfion  littérale;  quel  guide  avoit-on  pour  reconnoître , 
fi  parmi  celles  qu'on  prendroit,  il  n'y  en  avoit  pas  qui  fliffent 
fuite  néceffaire  les  unes  des  autres  ?  Dans  le  cas  où  il  s'en  feroit 
trouvé  de  telles ,  au  lieu  de  l'équation  finale ,  on  auroit ,  après 
bien  du  calcul ,  rencontré  une  exprefllon  dont  tous  les  termes 
fe  feroient  détruits  d'eux-mêmes. 

Concluons  donc  que  la  méthode  d'élimination  fucceflîve , 
outre  l'inconvénient  de  conduire  inévitablement  à  donner  à 
l'équation  finale  des  fa£leurs  inutiles ,  &  en  très-grand  nombre  , 
avoit  encore  celui  de  ne  pas  même  conduire  fùrement  à  cette, 
équation  trop  compofée. 

Des  Equations  de.  forme   régulière  ou  irréguUere 

quelconque^ 

(534-)  Par  équations  de  forme  régulière ,  j'entends  celles 
dont  on  peut  avoir  une  expreflion  algébrique  finie  du  nombre 
de  leurs  termes.  Et ,  au  contraire ,  j'appelle  équations  déforme 
irrégulière  ,  celles  dont  le  nombre  des  termes  ne  peut  être  ra- 
mené à  une  expreflion  algébrique  finie ,  foit  que  cela  ne  fe 
puiffe  pas  réellement ,  foit  que  la  loi  des  variations  des  expofans 
principaux  des  inconnues ,  n'étant  pas  connue ,  l'expreflion  algé- 
brique du  nombre  de  leurs  ternies ,  foit  feulement  inconnue. 

(  5"  3  5  •  )  Parlons  d'abord  des  équations  dont  le  nombre  efl 
égal  à  celui  des  inconnues  ;  il  ne  nous  reliera  après  ,  qu'un  mot 
à  dire  fur  celles  dont  le  nombre  eft  plus  grand  que  celui  des 
inconnues. 

Nous  avons  traité  avec  aflez  de  détail ,  la  manière  de  déter- 
miner  l'expreflion  algébrique  générale  du  degré  de  l'équation 
finale  dans  un  nombre  infini  d'équations  de  formes  régulières. 
Et  ce  que  nous  avons  dit ,  eft  plus  que  fuffifant ,  pour  déterminer 
ce  même  degré  pour  une  infinité  d'autres  formes. 

Mais  comme  il  \\Q&.  pas  poflible  d'avoir  l'expreflion  algébrique 
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du  nombre  des  termes  de  quelque  équation  ou  polynôme  que  ce 
foit ,  il  ne  l'eft  pas  non  plus ,  par  la  môme  raifon  ,  d'avoir  l'ex- 
predion  algébrique  générale  du  degré  de  l'équation  finale. 

Cependant  s'il  n'eft  pas  pofTible  d'avoir  cette  expreflion  algé- 
brique générale,  du  moins  dans  quelque  cas  que  ce  puifle  être  , 
F  eut-on  toujours  déterminer  en  nombres  quel  fera  le  degré  de 
équation  finale  d'un  nombre  quelconque  d'équations  ,  quelque 
irrégulicre  que  leur  forme  puiiTe  être  d'ailleurs. 

Ce  dernier  objet,  qui  ce  me  femble  ,  ne  laifTera  plus  rien  à 
defirer  fur  le  degré  de  l'équation  finale  d'un  nombre  quelconque 
d'équations,  eft  d'autant  plus  utile  ,  que  la  méthode  qui  va  nous 
conduire  ,  &  qui  d'ailleurs  eft  toujours  au  fond  ,  la  même  que 
nous  avons  employée  jufqu'ici  ,  eft  également  propre  à  donner 
l'expreffion  algébrique,  lorfqu'il  y  en  aura  de  poffible  ;  attendu 
qu'elle  détermine,  d'une  manière  directe  ,  la  forme  que  doivent 
avoir  les  polynômes-multiplicateurs. 

(  536')  Nous  avons  vu  (  i6S  ù  fuiv.  )  en  parlant  des  équa- 
tions incomplettes  de  différens  ordres  ,  que  la  première  forme 
des  polynômes-multiplicateurs ,  la  forme  la  plus  fimple  ,  la  feule 
que  nous  ayons  confidérée ,  n'eft  propre  à  donner  l'expreffion 
algébrique  du  degré  de  l'équation  finale ,  que  dans  certains  cas 
feulement.  Selon  les  difFérens  rapports  de  grandeur  qui  peuvent 
avoir  lieu  entre  les  expofans  connus  qui  déterminent  la  forme  des 
équations  propofées ,  les  polynômes-multiplicateurs  doivent  être 
incomplets  d'ordres  plus  ou  moins  élevés. 

En  adoptant  une  certaine  forme  pour  celle  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  Çi  elle  n'eft  pas  la  véritable  ,  elle  ne  conduira 
point  à  une  différencielle  exacte  ,  parce  que  n'étant  point  la  vé- 
ritable forme  ,  elle  ne  donnera  pas  non  plus  la  véritable  exprefilon 
du  nombre  des  termes  qu'il  eft  pofi"ible  de  faire  difparoître  dans 
chaque  polynôme  -  multiplicateur  ;  l'exprefllon  qui  en  réfultera 
pour  le  rapport  entre  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoître 
dans  l'équation-fomme  ,  &  le  nombre  des  coëfîiciens  utiles  des 
polynômes-multiplicateurs ,  ne  fera  donc  pas  vraie.  Dans  ce  cas  , 
il  eft  tout  fimple  que  les  expofuis  indéterminés  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  ne  difparoifi"ent  pas  de  l'exprefiion  algébrique 
du  degré  de  l'équation  finale. 

Kkk  \] 
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Par  exemple ,  fi  la  forme  qu'on  a  choifie  pour  les  polynome?- 
multiplicateurs ,  fe  trouvoit  telle  que  dans  l'équation-fomme  i 
î'ane'antiflement  de  quelques-uns  des  coëfEciens  indéterminés  fit 
difparoître  un  nombre  de  termes  de  cette  équation,  plus  grand 
que  celui  de  ces  coëfficiens  ;  il  eft  évident  qu'on  auroit  eu  tort 
de  fijppofer  que  le  nombre  des  coëflficiens  utiles  des  polynômes- 
multiplicateurs  ,  doit  excéder  de  un  le  nombre  des  termes  à  faire 
difparoître  dans  l'équation-fomme,  puifqu'il  y  en  a  qui  difpa- 
roififent  avec  un  moindre  nombre  de  coëflElciens.  La  forme  des 
polynômes-multiplicateurs  feroit  donc  vicieufe ,  &  par  conféquent 
le  réfultat  de  l'exprefilon  du  degré  de  l'équation  finale  renfer- 
meroit  les  expofans  indéterminés  des  polynômes-multiplicateurs, 
ôc  ne  feroit  par  conféquent  pas  la  véritable  exprefiion  de  ce 
degré. 

(  5*  3  7-  )  Pour  avoir  la  véritable  forme  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs ,  &  par  conféquent  le  véritable  degré  de  l'équation 
finale  ,  il  faut  donc  ,  avant  toutes  chofes  ,  s'affurer  que  l'anéan- 
tiffement  de  quelques-uns  des  coëfficiens  de  ces  polynômes-multi- 
plicateurs ,  ne  fera  pas  difparoître  dans  l'équation-fomme  ,  un 
nombre  de  termes  plus  grand  que  celui  de  ces  coëfiiciens. 

(  5*  3  8*  )  Soit  p  le  nombre  de  ces  coëflSciens ,  &  72  le  nombre 
des  termes  de  l'équation-fomme  ,  que  l'anéantiffement  de  ces 
coëfiiciens  peut  faire  difparoître.  L'équation-fomme  fournira  donc 
un  nombre  n  d'équations  qui  ne  renfermeront  qu'un  nombre/» 
de  coëfliîciens  indéterminés.  Suppofant  donc  tous  ces  coëfiiciens 
égaux  à  zéro  ,  on  aura  déjà  fatisfait  à  un  nombre  n  d'équations 
fournies  par  l'équation-fomme ,  ôc  la  forme  des  polynômes-multi- 
plicateurs fera  la  précédente  ,  tronquée  des  termes  dont  les  coëf- 
ficiens viennent  d'être  fuppofés  égaux  à  zéro.  Mais  cette  forme  ne 
fera  pas  encore  la  véritable. 

On  examinera  de  nouveau ,  s'il  n'exifte  pas  encore  un  nombre  n' 
d'équations  partielles  de  l'équation-fomme  ,  qui  ne  contiennent 
qu'un  nombre  p'  <  n'  de  coëfiiciens  indéterminés  ;  ôc  on  fe 
conduira  à  leur  égard  ,  comme  ci-devant  ,  jufqu'à  ce  que  le 
nombre  des  coëfiiciens  reftans  dans  l'équation-fomme,  foit  plus 
grand  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  équation-fomme  , 
diminué  du  nombre  de  ceux  qui  ne  renferment  que  l'inconnue 
qu'on  veut  conferver ,  ôc  qu'en  même  temps  ces  coëfficiens  foient 
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tellement  liés  par  ces  équations,  qu'aucun  nepuifle  être  déteniiiné 
indépendamment  des  autres. 

(539-)  Bien  entendu  que  dans  cet  examen,  on  aura  égard 
au  nombre  des  équations  arbitraires  que  l'on  a  ,  par  la  connoif- 
fance  du  nombre  des  cocfficiens  inutiles  des  polynômes-multipli- 
cateurs. Par  exemple ,  fuppofant  que  l'on  ait  laiflc  fubfill-er  tous 
les  cocfficiens  des  différens  termes  que  comprend  la  forme  que 
l'on  a  choifie  pour  les  polynômes-multiplicateurs ,  on  examine- 
roit ,  s'il  n'y  a  pas  dans  l'équation-fomme  un  nombre  q  de 
termes  qui  ,  avec  le  nombre  q'  d'équations  arbitraires  ,  corref- 
pondant ,  fournifl'e  un  nombre  n  d'équations  plus  grand  que  le 
nombre  p  de  coëfficiens  qu'elles  renferment  au  total.  Ou  bien 
on  commencera  par  anéantir  dans  les  polynômes-multiplicateurs  , 
tous  les  coëfficiens  inutiles,  ôc  enfuite  on  examinera  purement 
&  fimplement  ,  fi  l'équation -fbmme  ne  fournit  pas  plufieurs 
grouppes  d'équations  dont  le  nombre  foit  plus  grand  que  celui 
des  coëfficiens  qu'elles  renferment. 

(540')  S'il  arrivoit  qu'après  l'exécution  de  ce  que  nous 
venons  de  prefcrire  ,  le  nombre  des  équations  données  par  le  nom- 
bre total  des  termes  qui  reftent  à  faire  difparoître  dans  l'équation- 
fomme,  fut  plus  grand  encore  que  le  nombre  des  coëfficiens 
reilans  ,  ce  feroit  une  preuve  que  l'on  a  pris  une  forme  trop 
peu  élevée.  Mais  il  y  a  un  moyen  généralement  fur  d'éviter 
cç.t  inconvénient  :  le  voici. 

(54l')  On  prendra,  généralement ,  pour  polynômes-multi- 
plicateurs ,  des  polynômes-complets  tels  que  la  dimenfion  totale 
de  l'équation-fomme  foit  la  même  que  fi  les  équations  propofées 
étoient  toutes  des  équations  complettes.  Alors  il  eft  bien  fur 
que  les  polynômes-multiplicateurs  cherchés  ,  ne  peuvent  être 
que  les  débris  de  ces  polynômes  -  multiplicateurs  généraux. 
L'examen  que  nous  venons  de  prefcrire  ,  ne  fera  donc  que  leur 
ôter  des  termes  fuperflus ,  ôc  jamais  aucun  d'utile.  Au  lieu  qu'en 
prenant  une  forme ,  ou  d'une  dimenfion  inférieure  à  celle  que 
nous  venons  de  prefcrire,  ou  incomplette  d'une  manière  quel- 
conque, il  pourroit  arriver  que  la  mutilation  que  cette  forme 
incomplette  fuppoferoit ,  ne  fût  pas  légitime.  Celle  au  contraire 
qui  arrivera    par  l'examen   que    nous    prefcrivons ,   étant    faite 
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d'après  l'état  de  la  queftion  ,  &  fur  des  polynômes  qui  com- 
prennent ndceffairement  ceux  dont  il  s'agit ,  ne  peut  manquer 
d'être  légitime. 

(542.)  Une  fois  arrivés  à  avoir  dans  l'équation-fomme  , 
plus  de  coëfficiens  indéterminés  qu'il  n'y  a  de  termes  à  faire  dif- 
paroitre  ,  il  refte  à  favoir  l'emploi  légitime  qu'on  pourra  faire 
des  coëfficiens  furnuméraires ,  &  par  conféquent  arbitraires. 

Pour  diftinguer  ces  derniers  d'avec  les  coëfficiens  arbitraires  que 
nous  avons  confidérés  jufqu'ici ,  nous  appellerons  coëfficiens  ar- 
bitraires généraux  ceux  qu'on  eft  toujours  en  état  de  faire  difpa- 
roitre  dans  les  polynômes-multiplicateurs ,  à  l'aide  des  équations 
propofées.  En  prenant  ,  comme  nous  le  prefcrivons  ici ,  des 
polynômes  complets  pour  polynômes-multiplicateurs  ,  le  nombre 
des  coëfficiens  arbitraires  généraux  eft  le  même  que  fi  les  équa- 
tions  propofées  étoient  complettes. 

Nous  appellerons  coëfficiens  arbitraires  particuliers  ceux  qui  ne 
font  arbitraires  que  parce  que  l'équation  -  fomme  n'a  pas  tous 
les  termes  qu'elle  auroit ,  fi  toutes  les  équations  étoient  com- 
plettes. 

(  54  3-)  Cela  pofé  pour  déterminer  le  nombre  des  coëfficiens 
arbitraires  particuliers  ou  le  nombre  des  équations  arbitraires  par- 
ticulières ,  on  commencera  par  examiner  combien  dans  l'équation- 
fomme  ,  il  y  a  de  termes  de  moins  à  faire  difparoître  ,  qu'il  n'y  en 
auroit  fi  les  équations  propofées  étoient  complettes ,  &  combien 
fur  ce  nombre  total  il  y  en  a  qui  appartiennent  à  chaque  dimenfion. 
Il  y  aura  autant  de  coëfficiens  arbitraires  particuliers  ,  qu'on  trou- 
vera de  pareils  termes. 

On  cherchera  enfuite  les  termes  de  l'équation-fomme,  qui ,  eu 
égard  au  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  ,  ne  renferment  ou 
ne  font  cenfés  renfermer  qu'un  nombre  de  coëfficiens,  moindre 
que  le  nombre  de  ces  termes.  Soit  n  le  nombre  de  ces  termes  , 
&  ^  le  nombre  de  ces  coëfficiens  ;  en  fuppofant  ceux-ci  égaux 
à  zéro ,  on  fatisfait  donc  à  n  équations  ;  on  fait  donc  difparoître 
n  —  p  de  termes  au-delà  du  nombre  de  coëfficiens  qu'on  a 
employés  ;  on  en  conclura  qu'il  faut  compter  un  nombre  n  — p 
de  coëfficiens  arbitraires  particuliers,  de  plus,  dans  l'équation- 
fonime. 
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On  continuera  cet  examen ,  jufqu'à  ce  qu'il  ne  fe  trouve  plus 
de  termes  à  faire  difparoître  qui  ne  renferment  plus  de  coëfiiciens 
qu'il  n'y  a  d'équations  pour  les  déterminer  ;  6c  tenant  compte  , 
à  mefure,  du  nombre  d'équations  arbitraires  particulières  que  cet 
examen  fournira  ,  on  emploiera  enfuite  celles-ci  à  abaifler  l'é- 
quation ,  lorfqu'elle  en  fera  fufceptible  ;  mais  cet  abaiffement 
doit  être  ,  non  pas  une  condition  impofée  arbitrairement  , 
mais  une  fuite  de  l'emploi  des  équations  arbitraires  :  c'eft  ce  que 
nous  allons  développer  par  des  exemples. 

(  544-)  Nous  avons  (  28  j  )  calculé  l'équation  finale  réfultante 
de  deux  équations  de  la  forme  fx...2j''  =  o.  Suppofons  qu'il 
manque  à  ces  deux  équations  les  termes  de  la  dimenfion  i  ;  c'eil- 
à-dire  j  qu'elles  foient  de  la  forme 

ax-     -f-    l'yx    -H    cy-   =    o 

Pour  connoître  fi  l'équation  fera  fufceptible  d'abaifiement ,  ou 
fi  les  polynômes-multiplicateurs  peuvent  être  d'une  forme  plus 
fimple  que  la  forme  générale,  je  forme  l'équation-produit  qui 
fera  de  cette  forme 

j^  ax*    ■+■     A  hx'yy     -f-     A  c  x-y-    ■+-     B  c  x  y'>    -f-     C  c  y"^  ■=:   ç^ 
-\-     B  a  -^     Bh  -^     C  b 

-^     C  a 

+     Dax'^     H-    Dhx-y    -h     Dcxy-"    -h     EcyV 
-^    E  a  -^     E  b 

-i-    Fax'-     -H    F  b  X  y       -f-     F  c  y'' 
-t-    /A  -t-    fB  -i-    fC 

-)-    fDx      ■+■    fEy 
-H    /F 

Comme  cette  équation  efl:  complette ,  je  conclus  qu'il  n'y  a 
aucun  coefficient  arbitraire  particulier,  mais  feulement  un  coef- 
ficient arbitraire  général ,  coefficient  que  nous  favons  d'ailleurs 
pouvoir  être  pris  indiftinctement  dans  telle  dimenfion  qu'on 
voudra. 
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Mais  en  obfervant  les  termes  y^jc^,  xy*,y\  èc  y  ]t  vois  que 
les  équations  que  leur  anéantiflement  donnera ,  ne  contiennent 
que  fix  coëfïiciens  indéterminés  C  ,C';  D  ,D' ;  E ,  E'  ;  donc  à 
caufe  de  l'équation  arbitraire  générale  ,  on  aura  fix  équations 
qui  ne  renfermeront  que  cesfixcoëfficiens  ;  on  pourra  donc  fuppofer 

C=o,C=o,2)  =  o,Z)'=o,£  =  o,£'=o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  peut  donc ,  en  effet , 
être  plus  fimple  que  la  forme  générale  ,  ôc  telle  que  voici 

A  x'-    -f-    Bxy A'x-   4-   Ji'xy 

■4-   F  -h   F' 

En  forte  que  celle  de  l'équation-fomme  fe  réduit  à 

Aax'^    -f-    Abx^y     -f-     A  c  x'-y'^     4-    B  c  x  y'^    =   • 
-t-    Ba  -H    Bb 

'4-    Fax^   -\-     Fbxy        4-     Fcy\ 
^  fA         ^   fB 

4-  fF 
qui  conduit  à  l'équation  finale 

ç     (ac- )-         x^   4-    (bc').(bf')x-  4-  (cfy-  n 

(hc')    l  >  =    • 

dont    le  fadeur  (h  c' )  indique  le  cas  où  l'équation  peut  être 
abaiffée. 

(  5450  Suppofons  que  les  équations  propofées  foient  de  la 
forme 

Et  qu'ignorant  la  forme  que  les  polynômes-multiplicateurs 
doivent  avoir ,  ainfi  que  le  degré  de  l'équation  finale,  nous  em- 

f)loya{rions  la  même  forme  de  polynômes-multiplicateurs  que  fi 
es  équations  étoient  complettes. 

Pour  déterminer  la  véritable  forme  des  polynômes-multipli- 
cateurs ,  6c  le  vrai  degré  de  l'équation  finale ,  j'examine  la  forme 

de 


I 
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de  l'équation- fomme  qui  eft  la  fuivante 

u4ax*    ■+■     Abx'y     •+-     £  l>  x'y-     -h     Cbxy^    =   •, 
-4-    £a 


-t- 

Dax^ 

H- 

Dhx^y    ■+-     Ebxy^ 

■+ 

Ea 

■4- 

Fax-- 

H- 

Fbxy     -+-    fCy- 

-t- 

fA 

-+- 

fB 

-^    fDx       +    fEy 

-4-    fF 

Et  je  vois  qu'il  y  a,  dans  la  plus  haute  dimenfion,  un  terme  de 
moins  à  faire  difparoître,  que  fi  les  équations  propofées  étoient 
complettes  ;  il  y  a  donc ,  dans  cette  dimenfion  ,  deux  équations 
arbitraires ,  c'eft-à-dire  ,  une  équation  arbitraire  générale ,  ôc  une 
équation  arbitraire  particulière. 

Je  vois  de  même ,  que  la  dimenfion  3  ayant  un  terme  de  moins 
à  faire  difparoître,  que  fi  les  équations  étoient  complettes ,  cette 
dimenfion  donnera  une  équation  arbitraire  particulière. 

Cela  pofé ,  les  trois  équations  fournies  par  l'anéantiflement  des 
termes  x'^y,  x^y^ ,  ^j' j  &  les  deux  équations  arbitraires  qui 
appartiennent  à  cette  même  dimenfion,  renfermeront  au  total 
fix  inconnues  ;  mais  l'équation  fournie  par  l'anéantiflement  du 
termej^',  ne  renfermant  pas  d'autres  inconnues  que  celles-là, 
nous  aurons  donc  fix  équations  entre  ces  fix  coëffîciens  ;  chacun 
fera    donc  =  o  ;  on  a  donc 

A=o,  A'=o,  B  =  o,  B'  =  Qj  C=o,  Ç'==o. 

L'équation-fomme  eft  donc  réduite  à 

-    E  b  X  y'  =:  a 


Z>  ax' 

-f- 

Dhx-y 

-h 

Ea 

4-    Fax^ 

4- 

Fbxy 

■+■    fDx 

4- 

fEy    ■ 

r4-   fF. 

LU 
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Or  les  deux  équations  fournies  par  ranéantiflement  des  termes 
ac*jy,  JCJK%  &  l'équation  arbitraire  qui  appartient  à  cette  di- 
menfion  renfermeront  quatre  inconnues  ;  mais  l'équation  fourme 
par  l'anéantiiTement  du  terme  y  ,  ne  renfermera  pas  d'autre  in- 
connue ;  on  aura  donc  entre  ces  quatre  inconnues ,  quatre  équa- 
tions; on  en  conclura  donc   D=o,  X)'  =  o,  £=0,  E'  =  o, 

L'équation-fomme  fe  réduira  donc  à  la  forme 


Fax'-   •+•   Fi? 


xy 


'\-   fF 

Les  polynômes-multiplicateurs  font  donc  fimplement  F  &  F^; 
&  l'équation  finale  fe  réduit  au  fécond  degré;  cequieft,  d'ail- 
leurs ,  évident  à  l'infpettion  des  équations  propofées. 

(546.)  Suppofons  qu'on  ait  deux  équations  de  cette 
forme  (x*,y' /  =   o» 

Nous  favons  (  62  )  que  le  degré  de  l'équation  finale  doit 
être  4;  &  nous  avons  (  317  )  enfeigné  à  trouver  la  forme  la  plus 
iîmple  que  puiffent  avoir  les  polynômes-multiplicateurs. 

Mais  conduifons-nous,  comme  fi  nous  n'avions  aucune  connoif' 
fance  du  degré  de  l'équation  finale  ,  ni  de  la  forme  des  poly- 
nômes-multiplicateurs. 

Je  prendrai  donc  deux  polynômes  complets  du  degré  5x5  —  5; 
c'eft-à-dire  ,  du    degré  6.  L'équation-fomme    fera  de  la  forme 

Il  y  aura  donc ,  dans  la  plus  haute  dimenfion ,  deux  termes 
de  moins  à  faire  difparoître  ,  que  fi  les  équations  propofées 
étoient  com.plettes  ;  &  un  ,  feulement  dans  la  dimenfion  8. 
Donc  outre  les  coëfficiens  arbitraires  généraux,  il  y  en  aura 
trois  particuliers  ,  dont  deux  appartiendront  à  la  dimenfion  p  , 
&  un  ,  à  la  dimenfion   8. 

Cela  pofé  ,  je  remarque  d'abord  que  l'équation-fomme  aura 
trois  termes  affeftés  dejv%  pour  la  deftruftion  defquels  les  poly- 
nomes-niultiplicateurs  ne  peuvent  fournir  plus  de  deux  coëfficiens. 
Donc  ,  puifqu'en  fuppofant  ces  deux  coëfficiens  égaux  à  zéro  ,  on 
fait  difparoître  dans  l'équation-fomme  ,  un  terme  de  plus  qu'on 
ne  détermine    de  coëfficiens  ,   il  s'enfuit    qu'on  acquerre  une 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.       4îi 

équation  arbitraire,  de  plus,  à  former  dans  l'équation -fomme;  ôc 
que  cette  équation  arbitraire  peut  appartenir  indifféremment  à 
l'une  quelconque  des  trois  plus  hautes  dimenfions  ,  ôc  à  plus  forte 
raifon  aux  dimenfions  inférieures. 

Les  polynômes-multiplicateurs  font  donc   réduits  à   la  forme 

(x^^y^)^ y  ôc  l'équation-fomme  à  la  forme  fx^jy^)    =  o. 

Dans  cette  nouvelle  forme ,  je  remarque  que  l'équation-fomme 
aura  quatre  termes  affeclés  de  y  S  pour  la  deftruclion  defquels 
les  polynômes-multiplicateurs  fourniffent  feulement  quatre  coëf- 
ficiens  utiles  ;  chacun  de  ces  coëfficiens  pourra  donc  être  fup- 
pofé  =  o. 

La  forme  des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à 
(x^jy'^J  ,  ôc  celle  de  l'équation-fomme  à  (x^,  y^J    =  o. 

Dans  cette  forme  il  y  aura  cinq  termes  affeftés  dejyS  pour  la 
deftruction  defquels  les  deux  polynômes-multiplicateurs  fourni- 
ront fix  coëfficiens  qui  fe  réduifent  à  cinq ,  parce  qu'il  y  en  a 
un  qui  eft  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  :  on 
n'aura  donc  qu'autant  de  coëfficiens  indéterminés  que  d'équations  ; 
on  pourra  donc  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à  zéro  ;  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à  fx^^y^J  , 
&  celle  de  l'équation-fomme  à  fx^fy'^J^  =  o. 

Dans  cette  nouvelle  forme  de  l'équation-fomme  ,  il  y  aura 
fix  termes  affetlés  dey* ,  pour  la  deftrutlion  defquels  les  deux 
polynômes-multiplicateurs  fourniront ,  à  la  vérité ,  huit  coëfficiens  ; 
mais  fur  ce  nombre ,  il  y  aura  deux  coëfficiens  arbitraires  géné- 
raux ;  on  pourra  donc  encore  fuppofer  tous  ces  coëfficiens  égaux 
à  zéro ,  ôc  réduire  par  conféquent  la  forme  des  polynômes-mul- 
tiplicateurs à  fx^,y*J  ,  ôc  celle  de  l'équation -fomme  à 
fx%y^/  =  o. 

En  continuant  le  même  raifonnement ,  on  verra  que  la  forme 
des  polynômes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à  fx'^,y°J  j 
ou  fx...  1  j%  ôc  celle  de  l'équation-fomme  afx^,y'J^  =  o  , 
où  il  ne  refte  plus  aucun  coefficient  arbitraire  général. 

Mais  comme  il  nous  refte  quatre  coëfficiens  arbitraires  parti- 
culiers ,  il  faut  maintenant  les  employer. 

LU  i; 
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Concevons  d'abord  que  nous  employions  feulement  une  équa- 
tion arbitraire  dans  la  plus  haute  dimenfion  ;  cette  équation  avec 
celle  que  donnera  l'anéantiflement  du  terme  x  ^y  ,  faifant  un 
nombre  d'équations  égal  au  nombre  des  coëfficiens  indéterminés 
qu'elles  renferment,  ces  deux  coëfiiciens  feront  donc  chacun  =  c. 
Et  par  ccnféquent  la  forme  des  polynômes  -  multiplicateurs 
deviendra  fx...ij^,  ôc  celle  de  l'équation  -  fomme  fera 
fx',j'/  ==  o. 

Par  un  raifonnenient  femblable,  on  voit  qu'en  employant  dans- 
celle-ci  une  des  trois  équations  arbitraires  particulières  qui  reftent^ 
la  forme   des  polynômes  -  multiplicateurs  deviendra  (^jc  ...  ij%. 

&  celle  de  l'équation-fomme  ,  f^'^ij']^  =  °-  Qu'en  em- 
ployant dans  cette  nouvelle ,  une  des  deux  équations  arbitraires 
particulières  qui  reftent ,  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs' 

deviendra  ('x...ij\  ôc  celle  de  l'équation-fomme  fx^ ,  y'J  • 
Qu'enfin  en  employant  la  dernière  équation  arbitraire  particu- 
lière qui  refte  ,  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fera 
(  X .  . .  ij"- ,  &  celle  de  l'équation-fomme  {x'^,y'J  =  o  ; 
oh  l'on  voit  qu'en  effet ,  l'équation  finale  n'eft  que  du  quatrième 
degré  ;  &  où  les  polynomes-multiplicateurs  les  plus  fimples  , 
font  les  mêmes  qui  rëfultent  de  ce   qui  a  été  dit   (317). 

(5  470  Suppofons  trois  équations  de  la  forme  \ix,(y,  ^j']   =  o. 

Nous    avons   déjà  eu   plus  d'une  occafion   de  parler    de  cesv 
équations  ;  mais  nous  allons  agir  ,  comme  fi  nous  n'avions  au- 
cune connoiffance  fur  le  degré  de  l'équation  finale ,  ni   fur  la 
forme  des  polynomes-multiplicateurs. 

Prenons  donc  trois  polynomes-multiplicateurs  complets  du 
degré   2x2x2  —  2,  c  eft-à-dire ,  du  degré  6. 

L'équation-fomme  fera  de  la  forme  [.x  ,  (y  , -^J  '  ~\  =  o  ;  c'eû- 
à-dire,  qu'il  lui  manquera  tous  les  termes  où  j/  ôc  ^  monteroient 
à  la  dimenfion  8  ,  qui.font  au  nombre  de  $.  Nous  avons 
donc  neuf  coëfficiens  arbitraires  particuliers ,  qui  appartenant  à 
la  plus  haute  dimenfion ,  peuvent  être  repartis  fur  toute  autre- 
dimenfion^ 

Si  on  confidère  les  termes  o\x  y  àc  7^  montent  à  la  dimenfion  7,, 
enverra  c^ue  n'étant  introduits  dans  l'équation-fomme    que  par 
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les  termes  des  polynômes-multiplicateurs  où  jy  oc  ^  montent  à 
la  dimenfion  6  ,  on  verra  que  ranéantiflement  de  ces  termes  en 
^  &  :^  de  la  dimenfion  7,  qui  font  au  nombre  de  i5,  dépend 
de  vingt- un  coefficiens  ;  mais  comme  il  y  en  a  neuf  d'arbi- 
traires particuliers  ,  ainfi  que  nous  venons  de  le  dire  ,  fi  on 
conçoit  que  fur  ces  neuf  équations  arbitraires  on  en  emploie 
d'abord  feulement  cinq  avec  les  feize  équations  données  par 
l'anéantiiTement  des  termes  dont  il  s'agit ,  on  voit  qu'on  peut 
fuppofer  ces  vingt-un  coëfficiens  égaux  à  zéro  ;  &  que  par  confé- 

quent  la  forme  de  l'équation-fomme  fera  \,x  ,(y  i\)^'\  =  o  ;  & 
celle  des  polynômes -multiplicateurs  lx,fy,^J'']  ,  avec 
quatre  coëfficiens  arbitraires  particuliers  de  refte. 

Si ,  fans  faire  encore  aucun  ufage  de  ces  coëfficiens  arbitraire? 
particuliers,  on  examine,  comme  nous  venons  de  le  faire  ,  les 
termes  où  j)/  &  ^  montent  à  la  dimenfion  6  ,  on  verra  que  , 
déduction  faite  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  , 
les  polynômes-multiplicateurs  ne  fourniront  qu'autant  de  coëffi- 
ciens qu'il  y  a  de  termes  à  faire  difparoître  ;  on  pourra  donc 
fuppofer  égaux  à  zéro  tous  les  coëfficiens  des  termes  où  j-  &  ^ 
montent  à  la  dimenfion  j  dans  les  polynômes -multiplicateurs  ,. 
dont  la  forme  fera  par  conféquent  réduite  à  lx,fy,  î^y^"^],  ôc 
celle  de  l'équation-fbmme  à    L  x  ,  fy ,  '^J^  ^    =  o. 

Un  examen  femblable  pour  les  termes  de  f  équation-fomme  , 
oh  y  &c  :i  montent  enfemble  à  la  dimenfion  y ,  puis  pour  les 
termes  où  y  &  ^  montent  à  la  dimenfion  4 ,  pour  ceux  où  ils 
montent  à  la  dimenfion  3  ,  enfin  pour  ceux  où  ils  montent  à  la 
dimenfion  2  ,  fera  connoitre  confécutivement  que  la  forme  des 
polynômes -multiplicateurs  peut  être  ramenée  à 

[-,ry,î;'l^  Lx,Cy,iy2';  Lx,(y,i)'{;  [x, (y, ::)'{, 

c'eft-à-dire  ,  fx  . . .  ij^. 

Préfentement ,  comme  il  nous  refte  quatre  équations  arbitraires  ; 
fi  on  conçoit  qu'on  en  employé  feulement  une  dans  la  dimenfion 
fupérieure  de  l'équation-fomme  lx,fy,7j'J  =  o  ;  on  aura 
avec  les  deux  équations  fournies  par  l'anéantiflement  des  termes 
x'y  &  x^  ^,  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coëfficiens  i  chacun' 
de  ces  coëiHciens  fera  donc  =  o  ,  &  le  terme  x^  s'en  ira  de  lui- 
même. 
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L'équation-fomme  fera  donc  réduite  à  la  forme  [x,  fyf^J'  ]  ':=  o, 
6c  les  polynômes-multiplicateurs ,  à  la  forme  fx...  ijK 

Si  on  employé  de  même  les  trois  équations  particulières ,  une 
fur  chacune  des  dimenfions  7 ,  <5  6c  j  de  l'équation-fomme  ,  on 
trouvera   de  même  qu'elle  paflera  fucceiïivement  par  les  formes 

6  S  4 

6c  qu'enfin  celle-ci  eft  la  plus  réduite  ,    puifqu'il  ne  refte  plus 
aucun  coefficient  arbitraire. 

Le  plus  bas  degré  de  l'équation  finale  eft  donc  4  ,  6c  la 
forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multiplicateurs  eft  (^jc...i^^  ; 
ce  qui  eft  abfolument  conforme  à  ce  que  nous  avons  vu  (  320 
6c  3^9  )• 

Remarque, 

(  y  48*  )  Nous  avons  dit  (  234  )  que  quoiqu'on  eut  une  très- 
grande  liberté  pour  la  détermination  des  coëfficiens  arbitraires  , 
elle  n'étoit  cependant  pas  illimitée  ;  que ,  par  exemple  ,  on  n'é- 
toit  pas  le  maître  d'en  déterminer  dans  chaque  dimenfion  de 
l'équation-fomme ,  au-delà  d'un  certain  nombre  que  nous  avons 
enfeigné  à  déterminer. 

Nous  avons  ajouté  qu'avec  cette  attention  de  ne  pas  en  dé- 
terminer dans  chaque  dimenfion  au-delà  du  nombre  prefcrit  ,  on 
étoit  d'ailleurs  le  maître  de  faire  porter  ces  déterminations  arbi- 
traires fur  tels  termes  de  cette  dimenfion  que  l'on  voudroit  , 
pourvu  que  ces  conditions  arbitraires  ne  contrariaffent  pas  le  but 
qu'on  fe  propofoit. 

Cela  eft  généralement  vrai ,  lorfque,  comme  dans  les  équations 
dont  il  étoit  alors  queftion  ,  les  polynômes  qui  expriment  le 
nombre  des  termes  qu'on  peut  faire  difparoître  ,  peuvent  ,  dans 
leur  multiplication  par  les  équations  propofées ,  fournir  tous  les 
termes  que  renferment  les  polynômes-multiplicateurs.  Mais  lorfque 
la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  eft  inconnue  ,  ôc  qu'on 
la  prend  arbitrairement  comme  nous  le  faifons  ici ,  où  nous  pre- 
nons toujours  des  polynômes  complets  ,  pour  en  déduire  la 
véritable  forme  ;  alors  on  n'eft  pas  le  maître  de  diftribuer  les 
équations  arbitraires  générales ,  indifféremment  fur  tel  terme  que 
ce  foit  de  la  dimenfion  à  laquelle  elles  appartiennent.  Mais  on 
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peut  toujours  reconnoître  facilement  quels  font  les  termes  qui 
ne  doivent  pas  avoir  part  à  cette  diftribution. 

En  effet ,  pour  favoir  fi  un  coefficient  quelconque  de  l'un  des 
polynômes -multiplicateurs  ,  peut  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  arbitraires  généraux  ;  il  faut ,  dans  le  cas  préfent , 
concevoir  les  équations  qui  peuvent  fervir  à  faire  difparoitre  des 
termes  dans  ce  polynôme ,  multipliées  chacune  par  un  polynôme 
complet  dont  le  degré ,  avec  celui  de  l'équation  ,  faffe  celui  du 
olynome  dont  il  s'agit  ;  alors  fi  le  terme  dont  on  veut  examiner 
e  coefficient ,  efl:  compris  dans  ceux  qui  naîtront  de  ces  produits  , 
il  peut  être  réputé  du  nombre  des  arbitraires  généraux  ;  Qc  au 
contraire  dans  le  cas  contraire. 

Ainfi  ,  dans  le  dernier  exemple,  les  termes  où  j  Se  7^  montent 
a  la  dimenfion  d',  dans  les  polynômes-multiplicateurs  complets  , 
n'ont  aucun  coefficient  qui  puifTe  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  arbitraires  généraux  ;  parce  qu'en  multipliant  les  équa- 
tions propofées  par  des  polynômes  complets  du  degré  4  ;  il  ne 
peut  en  réfulter  de  termes  où  jy  &  ^  montent  à  la  dimenfion  6. 

Continuation  du  même  Jiijet. 

(  5"  4 9*)  Concevons  deux  équations  à  deux  inconnues,  toutes 
deux  du  degré  4 ,  mais  à  qui  il  manque  tous  les  termes  des  di- 
menfions  inférieures  au  degré  5  ,  &  que  nous  repréfenterons  par 

4 

(x ...  2)1  =  o.  Et  propofons  -  nous  de  déterminer  le  degré  de 
l'équation  finale ,  ôc  la  forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multi- 
plicateurs. 

■     Je  prendrois  donc ,  d'abord ,  pour  polynômes-multiplicateurs , 

deux  polynômes  de  la  forme  (x ..  .i)''^''"^  ou  (x,..^)^-; 

le  nombre    des    coëfficiens    arbitraires  généraux    feroit    donc 

N ( X. ..  2.)'^  \    &   la  forme  de  l'équation  - fomme  feroit 

16 
( X  .  . .  2^  5  ==  o. 

Puifqu'il  manque  à  cette  équation  les  termes  des  dimenfions 
inférieures  à  trois  ,  il  y  a  donc  trois  termes  de  moins  à  faire 
difparoître ,  que  fi  les  équations  propofées  étoient  complettes  ; 
nous  avons  donc  trois  coëfficiens  arbitraires  particuliers. 

Mais  la  dimenfion  3  offi^ira  les  termes  x  ^y ,  xy  * ,  &  j/'  j 
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c'eft- à-dire  ,  trois  termes  à  faire  difparoître  ;  &  pour  la  def- 
truûion  de  ces  termes  on  n'aura  que  les  deux  coëfficiens  que  la 
dimenfion  o  des  deux  polynômes-multiplicateurs  y  aura  intro- 
duits ;  donc  Ci  on  fuppofe  ces  deux   coëfficiens  égaux  à  zéro  , 

on  aura  un  coefficient ,   ou  une  équation  arbitraire  particulière 

II 
de  plus;  ainfi,  prenant  acluellement  fx...2j  '  pour  la  forme 

des  polynômes-multiplicateurs  ,  celle  de  l'équation-fomme  fera 
^x  . .  .  2  J  4  =  O  ,  avec  quatre  équations  arbitraires  particulières  ^ 
&  N (x  .  .  .  2)^  équations   arbitraires  générales. 

La  dimenfion  4  de  l'équation-fomme  ,  donne  quatre  termes  à 
faire  difparoître.  La  dimenfion  1  des  polynômes-multiplicateurs  , 
fournit,  pour  cet  objet,  quatre  coëfficiens  feulement;  chacun  de 
ces  coëfficiens  fera  donc  =  o  ;  &  par  conféquent   la  forme  des 

polynômes -multiplicateurs  deviendra  (x.  .  .  2)  -  ;  ôc    celle  de 

16 
l'équation-fomme    (X...2)  'i  =  o,     avec    le   même  nombre 

d'équations  arbitraires  générales  &  particulières  que  ci-devant. 

La  dimenfion  $  de  l'équation-fomme  ,  donne  cinq  termes  à 
faire  difparoître.  La  dimenfion  2  des  polynômes-multiplicateurs 
fournit,  pour  cet  objet  ,  fix  coëfficiens  ;  donc  fi  fur  les  quatre 
équations  arbitraires  particulières  que  nous  avons  ,  on  conçoit 
qu'on  en  employé  une  ,  avec  les  cinq  que  l'on  aura  pour  l'éva- 
nouiffement  des  cinq  termes  de  la  dimenfion  $  de  l'équation- 
fomme,  chacun  des  fix  coëfficiens  fera  =  o  ;  &  par  conféquent  la 

II 
forme  des   polynômes  -  multiplicateurs    deviendra    (x,..2)  ?  , 

16 
&  celle  de  l'équation-fomme    (x  .  .  .2)  6  =  o  ,  avec  trois  équa- 
tions   arbitraires  particulières  feulement,  &  un  nombre  d'équa- 
tions arbitraires  générales  =  N  (x  ...  2]^. 

Dans  cette  nouvelle  forme  ,  la  dimenfion  6  de  l'équation- 
fomme  offrira  fix  termes  à  faire  difparoître.  La  dimenfion  5  des 
polynômes-multiplicateurs,  fournira,  pour  cet  objet ,  huit  coëf- 
ficiens ;  comme  la  dimenfion  o  du  polynôme  (x...2)^  qui 
exprime  le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux,  en  fournit 
un  à  cette  dimenfion  ,  on  ne  doit  compter  que  furfept  coëfficiens 
fournis  par  la  dimenfion  3  des  polynômes-multiplicateurs.  Or  (i 
Tur  les  trois  équations  arbitraires  particulières  qui  nous  reftent  , 


on 
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on  conçoit  qu'on  en  employé  ici  une  ,  on  voit  que  chaque 
coefficient  de  la  dimenfion  3  des  polynômes-multiplicateurs  ,  peut 
être  fuppofé  =  o  ;    &  que  par  conféquent  la  forme  des  poly- 

nomes-multiplicateurs  fe  réduit  à  ^jc. ..  2^  4  ,  &  celle  de  l'é- 

16 
quation-fomme  ,à  (x  .. .  2.)  7  =  0,  avec  deux  coëfficiens  arbi-< 

traires  particuliers,  &  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  gé- 

8 

néraux  =  N  (x..  .2)^ . 

Préfentement  la  dimenfion  7  de  l'équation-fomme ,  a  fept  termes 
à  faire  difparoître.  La  dimenfion  4  des  polynômes-multiplica- 
teurs fournit  dix  coëfficiens ,  fur  lefquels  la  dimenfion  1  du  poly- 

8 

nome  (x ...  2^  «  en  rend  deux  inutiles  ;  nous  avons  donc  encore 
huit  coëfficiens  utiles  ;  mais  fi  des  deux  équations  arbitraires  par- 
ticulières qui  nous  reftent,  on  conçoit  qu'on  en  employé  une, 
il  n'y  aura  véritablement  que  fept  coëfficiens ,  c'eft-à-dire,  autant 
que  de  termes  à  faire  difparoître.  Donc  chaque  coefficient  de  la 
dimenfion  4  des  polynômes-multiplicateurs, peut  être  fuppofé  =  o  ; 

&  par  conféquent   la   forme    des  polynômes-multiplicateurs    fe 

Il  16 

réduit  à  (X...2)  5  ,  &  celle  de  l'équation-fomme  à  (X...2)  «  ==  o  j 

o 

avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  généraux  =  N(x.  --^J  ^  f 
&  un  cofficient  arbitraire  particulier. 

Dans  cette  nouvelle  forme  ,  la  dimenfion  8  de  l'équation-fomme 
donne  huit  termes  à  faire  difparoître.  La  dimenfion  j  des  poly- 
nômes-multiplicateurs donne  douze  coëfficiens ,  fur  lefquels  la 
dimenfion  2  du  polvnome-multiplicateur  en  rend  trois  inutiles  ; 
il  en  refte  donc  neuf.  Mais  à  caufe  de  l'équation  arbitraire  parti- 
culière qui  nous  refte  ,  il  n'y  en  a  véritablement  que  huit  ,  c'eft- 
à-dire  ,  autant  que  de  termes  à  faire  difparoître.  Donc  chaque 
coefficient  de  la  dimenfion  j  des  polynômes-multiplicateurs  peut 
être  fuppofé  =  o.    Donc    la  forme   des  polynomes-multipiica- 

teurs  fe  réduit  à  fx...2j6  ^  &  celle   de  l'équation-fomme  à 

fx .  .  .  2J  9  =    o  ,    avec    un   nombre  de  coëfficiens  arbitraires 

s 
généraux    =   I^  fx  ...  2J  i. 

C'eft-là  la  dernière  rédu6tion  dont  eft  fufceptible  la  forme  des 
polynômes-multiplicateurs ,  ôc  par  conféquent  celle  de  l'équation^ 

M  m  m 
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fomme.  Car  fi  on  examine  la  dimenfionp  de  l'équation- fomme, 
comme  nous  venons  de  faire  les  dimenfions  inférieures ,  on  verra 
qu'elle  donne  neuf  termes  à  faire  difparoitre.  Que  la  dimenfion  6 
des    polynômes- multiplicateurs  donne  quatorze  coëfEciens ,  fur 

lefquels  la  dimenfion  3  du  polynôme  (x  . . .  2)  "i  en  rend  quatre 
inutiles  ;  il  en  refte  donc  dix.  Et  comme  il  n'y  a  plus  aucune 
équation  arbitraire  particulière  ,  le  nombre  des  coëfficiens  utiles 
excédant  le  nombre  des  termes  à  faire  difparoitre  ,  on  n'efl:  plus 
autorifé  à  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à  zéro. 

L'équation  finale  eft  donc  toujours  du  degré  1 6  ,  c'eft-à-dire  , 
a  véritablement  feize  racines  ;  mais  neuf  de  ces  racines  font 
chacune  =  o.  La  difficulté  de  la  folution  de  cette  équation  n'eft 
tout  au  plus  que  du  feptième  degré  ;  mais  l'équation  eft  véritable- 
ment du  feizième. 

(550*)    Si  on  raifonne  de  même  fur  les  trois  équations   de  la 

forme  fx . ..  ^J'^  =  o  ,  on  verra  que  l'équation- fomme  peut  être 

réduite  à   la  forme  fx...sj^  =  o  ;  &  les  polynômes  -  multi- 

cateurs  à  la  forme  fx...^^j6^  avec  un  nombre  de  coëfficiens 

arbitraires  généraux  =  ^  Nfx  ...  s  J  '^  —  N (x,,.^)  ^  &  fans 
aucun   coefficient  arbitraire   particulier   de  refte. 

En  forte  que  l'équation  finale  fera  du   degré  &  de  la  forme 

(x  . .  .\  )  ^  =  O  i  c'eft-à-dire ,  du  degré  27,  avec  huit  racines  =  o, 

{  S  $  'i^')    En  général  ,   fi  l'on  a  n  équations    de   la    forme 

t  t'  t''  t  ' 

(x.,,n)'=o,     (x.,.n)'=Oy     (x,..n)'    =o,     (x..,n)-     =o,    &c. 

L'équation  -  fomme    pourra    toujours    être  réduite    à   la  forme 

tt' t    t  ',  Sec. 

(ix . . ,  n)",'f"i'"'^'^-  =  0  ;  &  les  polynômes  -multiplicateurs  à  la 
forme 

t  t't"t''',&cc.  —  t 
„,..,.  -  ^t  tt"  t",&cc,  —  t, 

rouT  la  première  equauon ,,,  ,.Çx,,  ,n)'  •  '  <  > 

t  t'  t"t"\  &c.  t' 

pour  la  féconde ,,.,(x,»,n)  •  >  •    >'     '"'' 

t  t't"t"',Scc.  —  /" 

pour  la  troiheme (x. .  ,n)  •  >  •  •  • 

t  t't"t"\S:c.  —  t'" 

...  /  s  '  «'«"«",&e.  —  «,'''  , 

pour  la  quatrième ,,,,t..{x,,,  .n)  •  •  •    •  '    ' 
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te  ainfi  de  fiiite  ,  avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires 
généraux  dont  l'expreffion ,  trop  longue  à  tranfcrire ,  eft  néai> 
moins  très -facile  à  trouver  d'après  tout  ce  que  nous  avons  dit 
jufqu'ici. 

(  5  5  -•)  Nous  avons  pris  d'abord  des  exemples  particuliers^ 
des  équations  peu  élevées.  Il  eft  facile  de  voir  que  c'eft  pour  ne 
pas  partager  l'attention  par  la  multipliciré  des  objets;  mais  que 
le  procédé  eft  le  même  quelques  foient  les  degrés  des  équations 
&  le  nombre  des  inconnues. 

Lorfque  les  équations  ont  une  forme  régulière  ,  on  peut  tou- 
jours généralifer  ce  procédé,  fans  avoir  l'équation -fomme  fous 
les  yeux  ,  &  trouver  l'expreffion  algébrique  générale  du  degré  de 
l'équation    finale  :   c'eft  par    ce  moyen ,    par   exemple  ,   qu'on 
parviendroit   à    déterminer    la  forme    la    plus    convenable    aux 
polynômes  -  multiplicateurs  des  équations  incomplettes  d'ordres 
quelconques   dont  nous  avons  parlé  (  1 8  i  é/  fuiv.  ) ,  &  le  degré  de 
l'équation  finale,  La  raifon  pour  laquelle  la  forme  que  nous  avons 
employée  (  i8i  &fuiv.),   ne  convient  pas  généralement  ,    eft 
que   cette    forme    admet    des  termes  qui  donnent  à  l'équation- 
fomme  d'autres  termes  dont  la  deftru£tion  dépend  d'un  nombre 
d'équations  moindre  que  le   nombre  de  ceux-ci.    Cela    indique 
donc    qu'il  y   a    plus    de  coëfficiens  arbitraires    que    l'on   n'en  a 
compté  réellement.  Ce  n'eft  donc  qu'en  en  tenant  compte  qu'on 
peut  arriver  à  la  véritable  forme  des  polynômes- multiplicateurs, 
ôc  à  la  véritable  expreffion  du  degré  de  l'équation  finale.  Or  , 
pour  en  tenir  compte  d'une  manière  qui  ne  puifle  laifler  aucune 
incertitude  ,  il  faut  ainfi  que  nous  le  prefcrivons ,  prendre  d'a- 
bord pour  polynômes-multiplicateurs ,  des  polynômes  complets  , 
de  même  degré  que  fi  les  équations  étoient  complettes;  parcourir, 
comme  nous  venons    de  le  faire ,  tous  les  différens  termes  qui 
pouvant  difparoître  les  uns  par  les  autres  ,  peuvent  donner  des 
équations  arbitraires  particulières  ;  faire  pareillement ,  &  avant , 
rénumération  des  termes  que  l'on  a  de  moins  à  faire  difparoître  , 
que   fi    l'équation -fomme    étoit    complette.    Alors   joignant    le 
nombre   des  équations  arbitraires    particulières ,    au  nombre  des 
équations  arbitraires    générales  ,    la  différence  entre   le  nom'  re 
total  des  coëfficiens  des  polvnomes-multiplicateurs ,  &  le  nombre 
total  des  équations  arbitraires  tant  générales  que  particulières  , 

M  m  m  ij 
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fuffira  toujours  pour  faire  dlfparoître  les  termes  qui  doivent  dîl^ 
paroître  dans  l'équation- fomme,  c'eil-à-dire ,  pour  donner  l'é- 
^quatioa  finale. 

Or,  lorfque  les  équations  font  de  forme  régulière,  on  peut 
toujours  déterminer  algébriquement ,  tous  ces  difFérens  nombres 
de  termes ,  &  par  conféqueut  avoir  l'expreflîon  algébrique  géné- 
rale du  degré  de  l'équation  finale. 

Et  fi  les  équations  font  de  forme  irrégulière ,  alors  on  ne  pourra 
point  déterminer  Texprefiion  algébrique  de  ce  degré  ,  mais  du 
moiiis  on  pourra  toujours  en  avoir  la  valeur  numérique  :  &  la 
recherche  du  nombre  des  équations  arbitraires  particulières,  exi- 
gera le  plus  fouvent  l'infpettion  de  l'équation-fomme.  Quant 
aux  équations  arbitraires  générales ,  leur  nombre  fera  toujours 
facile  à  avoir ,  puifqu'il  eil  le  même  que  fi  les  équations  propo- 
fées   étoient   complettes. 

(553")  Il  ne  peut  donc  y  avoir  aucune  forme  régulière  ou 
îrréguliere  d'équations  algébriques  dont ,  par  les  moyens  expofés 
dans  cet  ouvrage  ,  on  ne  puifie  déterminer  le  véritable  degré  de 
l'équation  finale  ,  &  dont  on  ne  puifi"e  en  même  temps  aflîgner 
les  polynômes-multiplicateurs  les  plus  fimples. 

(  5  5  4'  )  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  (  $■54  &  faiv.  )  , 
s'applique  de  la  même  manière  aux  équations  dont  le  nombre  eft 
plus  grand  que  celui  des  inconnues  ;  avec  cette  feule  différence 
que  le  degré  des  polynômes-multiplicateurs  au  lieu  d'être  égal  au 
produit  des  expofans  de  toutes  les  équations  propofées  ,  diminué 
de  l'expofant  de  l'équation  à  laquelle  ce  polynôme  doit  apparte- 
nir ;  ce  degré ,  dis-je,  doit  d'abord  être  déterminé  par  ce  qui  a 
été  dit  depuis  le  n.°  338  jufqu'au  n.°  jiS,  comme  fi  les  équa- 
tions propofées  étoient  complettes.  Après  quoi  on  détermine  la 
fonrie  la  plus  fimple  dont  ils  peuvent  être  fufceptibles  ,  précifé- 
ment  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  J34  ù  faiv.  ). 

Par  exemple ,  fi  j'avois  trois  équations  de  cette  forme 

a  AT  ^  -H  b  x'-y   -t-  c  xy  *  -H    dy^  =  q 
-î-    e  xy 

je  raîfonnerois  ainfi  :  fi  les  trois  équations  étoient  complettes  , 
les  polynômes  -  multiplicateurs  feroient  de  la  forme  (x,,,2j*f 
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avec   un    nombre    de   coëfficiens  arbitraires  géndraux     = 

^  Nfx. . .  2J'   =  p,  dont   fix   peuvent  être  employés  dès  la 

plus  haute  dimenfion   de  l'équation  -  fomme. 

Pour  plus  de  facilité  ,  feignons  d'abord  que  la  dimenfion  2   des 
équations  propofées  eft  complette  ;  c'eft-à-dire  ,  traitons  d'abord 

ces  équations  comme  fi  elles  étoient  de  la  forme  fx. . .  oj^  =:  o. 

L'équation-fomme  eft   donc    de  la    forme    fx...2j^  =  o 
dans  laquelle  il  y  a  trois  termes  de  moins  à  faire  difparoître,  que 
fi  les  équations  propofées  étoient  complettes.  Nous  avons  donc 
d  abord  trois  équations  arbitraires  particulières. 

Dans  la  dimenfion  2  de  l'équation-fomme,  nous  avons  trois 
termes  à  faire  difparoître.  Pour  cette  élimination,  la  dimenfion  o 
des  trois  polynômes-multiplicateurs  ,  fournit  trois  coëfficiens  ;* 
donc  puifque  le  nombre  de  ces  coëfficiens  eft  précifément  le 
même  que  celui  des  équations  dans  lefquelles  ils  entrent ,  on  peut 
fuppofer  chacun  =  o  ;  ôc  par  conféquent  réduire  la  forme  des 

polynômes-multiplicateurs  à  (  x  . . .  2J  ^,  &  celle  de  l'équation- 

•7 

fomme  à    f  x .  . .  2J  i  =  o ,  avec  neuf  coëfficiens  arbitraires  gé- 
néraux, &  trois  coëfficiens  arbitraires  particuliers. 

La  dimenfion  5  de  la  nouvelle  équation-fomme  donne  quatre 
termes  à  faire  difparoître.  La  dimenfion  i  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  donne  fix  coëfficiens  ;  donc  fi  on  conçoit  que 
des  trois  équations  arbitraires  particulières ,  on  en  emploie  deux 
on  pourra  encore  fuppofer  chaque  coefficient  de  la  dimenfion  i 
des  polynômes-multiplicateurs  =  o.  La  forme  de  ces  polynômes 

fera    donc    fx . ..  2J  ^  ;  &    celle    de     l'équation-fomme    fera 

7 
fx  . ..  2^  4  =  o  ,  avec  neuf  coëfficiens  arbitraires  généraux,  & 

un  coefficient  arbitraire  particulier. 

La  dimenfion  4  de  l'équation-fomme  donne  cinq  termes  à 
faire  difparoître;  mais  la  dimenfion  2  des  polynômes-multipli- 
cateurs donne  neuf  coëfficiens ,  fur  lefquels  la  dimenfion  o  des 
trois  polynômes  fx. .  .  2J'  qui  expriment  le  nombre  des  coëffi- 
ciens arbitraires  généraux ,  en  donne  trois  d'inutiles  ;  il  en  refte 
donc  fix  ;  donc  à  caufe  de  l'équation  arbitraire  particulière  qui 
nous  refle ,  on  aura  encore  autant  d'équations  que  de  cocfiiciens 
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utiles  de  la  dimenfion  2  des  polynômes-multiplicateurs  ;  donc  on 
pourra  fuppofer  ces  cocfficiens  égaux  à  zéro  ;  la  forme  des  poly- 

nomes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à  (x  .  .  .2  )  i ,  &  celle 

de   l'équation-fomme    à    (x . . .  2)  ^  ==■  o  ,  avec  fix  coëfFiciens 
arb'Çi aires  généraux. 

Dans  cet  état  de  l'équation-fomme ,  il  y  a  fix  termes  à  faire 
difparoître  dans  la  dimenfion  5  de  l'équation-fomme.  La  dimenfion  3 
des  polynômes  -  multiplicateurs  fournit  douze  cocfficiens  ,  fur 
lefquels  la  dimenfion  1  des  polynômes  qui  expriment  le  nombre 
des  coëfficiens  arbitraires  en  rend  fix  inutiles  ;  il  n'y  a  donc  en- 
core qu'autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à  faire  difpa- 
roître ;  donc  chaque  coefficient  de  la  dimenfion  3  des  polynômes- 
multiplicateurs  f  peut  être  fuppofé  =   o  ;   donc  la  forme  des 

polynômes-multiplicateurs   peut    être  réduite   à   ( x .  . .  2  J -^  ^  &c  J 

celle  de  l'équation-fomme  a  fx  .  . .  2J  ^  =   o,  fans  aucun  coëf-  " 

ficient  arbitraire  général  ou  particulier. 

Telle  feroit  la  forme  la  plus  fimple  des  polynômes-multiplica- 
teurs ,  fi  la  dimenfion  2  des  équations-propofées  étoit  complette  ; 
mais  par  les  termes  qui  lui  manquent,  il  eft  aifé  de  voir  qu'il 
manquera  à  l'équation-fomme  les  termes  jc^  &  y";  il  y  aura 
donc,  dans  le  cas  préfent,  deux  équations  arbitraires  particulières. 
Le  meilleur  ufage  oue  nous  puiffions  en  faire,  eft  de  faire  perdre 
encore,  s'il  eftpollible,  quelque  terme  ,  aux  polynomes-multipli-» 
cateurs.  Or  pour  la  deftrutlion  du  terme  jk%  par  exemple  ,  nous 
aurons  une  équation  ,  qui,  avec  les  deux  équations  arbitraires 
particulières  ,  permettra  de  fuppofer  égal  à  zéro ,  dans  chaque 
polynôme-multiplicateur,  le  coefficient  dej/'^. 

Mais  comme  les  coëfficiens  qui  entreroient  dans  celui  de  y% 
font  les  mêmes  que  ceux  qui  entreroient  dans  celui  de  xy^  i 
ce  terme- ci  difparoiflfant  par  ranéantifl"ement  du  terme  j^*  des 
polynômes- multiplicateurs  ,  il  nous  refte  encore  une  équation 
arbitraire  particulière. 

Pour  l'employer,  je  remarque  que  les  coëfficiens  qui  entreront 
dans  celui  de  x^,  font  les  mêmes  que  ceux  qui  entreront  dans  la 
Goëfficient  de  x'y  ;  les  deux  équations  fournies  par  l'anéantie 
fement    de    x''    ôc    de    x^y  ,    jointes    à    l'équation    arbitraire 
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particulière  qui  nous  refte ,  permettent  donc  encore  d'anéantir  le 
terme  a-"^  dans  les  polynômes-multiplicateurs. 

Donc  pour  trois  équations  de  cette  forme 

-i-    e  xy 

les  trois  polynômes-multiplicateurs  les  plus  fimples  qu'on  puifle 
employer  ,  font  de  la  forme 

Ax^y  -f-   Bx'y'    ■+■    Cxy^  , 

lans  aucun  coefficient  arbitraire  général  ou  particulier. 
L'équation  finale  eft  donc  facile  à  calculer. 

Des  Equations  dont  le  nombre  efl  plus  petit  que  celui  des 
inconnues    qu  elles    renferment  :  nouvelles  obfervations 
fur  les  facteurs  de  l'équation  finale. 

(5^5*)  Lorsque  le  nombre  des  inconnues  furpafle  celui  des 
équations ,  l'état  de  la  queftion  ,  n  étant  le  nombre  des  inconnues 
&  p  celui  des  équations  ,  fe  réduit  à  avoir  une  équation  qui 
ne  renferme  que  n  —  p  -\-  \  inconnues. 

On  peut,  pour  y  parvenir  ,  employer  trois  procédés.  i,°  Les 
mettre  fous  la  forme  d'équations  qui  ne  renfermeroient  que  p  -—  i 
inconnues.  Par  exemple  ,  fi  l'on  a  deux  équations  de  cette  forme 

ûx*-+-  b  X  y  -f-cac^H-  dy'  -+•  ey  \  -\-  f'^  =  o 
''^-    gx  -^  h  y     -^   k-!^ 
H-    / 

Et  qu'on  demande  l'équation  en  ^  &  :^;  je  puis  faire 

a-=.A^  hy  -\-  c\  -\-  g  ■=.  B ,    &  dy-  -'r  e  y  \  -\-  f\'  -H  hy  -^k\  +  /=  C, 

&  mettre  les  deux  équations  propofées ,  fous  la  forme 
Ax''JfBx-\-C=o. 

Puis  éliminer  x  par  les  moyens  donnés  (  3  5  8  £■  fuïv.  ). 
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s.*^  Mettre  les  équations  propofées  fous  la  forme  d'équations 
qui  ne  renfermeroient  qu'un  nombre  p  d'inconnues.  Ainfi  dans 
le  même  exemple  ,  je  ferois 

&.  mettre  les  deux  équations  propofées  fous  la  forme 

A  x^   -H    B  xy   -\-    Cy""  =  o 

•^  D  X     •+•    Ey 

-f-  F 

Et  calculer  par  les  moyens  expofés  (  sSj  )  l'équation  en  y  ; 
alors  A  y  B,  C,  D,  £,  F  étant  des  fonctions  de  ^  &  de 
connues,  leur  fubftitution  dans  l'équation  finale  ,  donnera  l'é- 
quation cherchée  en  ^  &  ^. 

3.°  Enfin  on  peut  employer  les  équations  propofées  ,  dans 
tout  leur  développement  naturel  ,  &  procéder  à  l'élimination  de 
p  —  I  inconnues ,  en  employant  des  polynômes-multiplicateurs 
qui  renferment  toutes  les  n  inconnues. 

(  5  5  ^*  )  ^^  ^^5  trois  moyens  le  premier  eft ,  fans  contredit, 
le  plus  expéditif,  ôc  celui  qui  conduira  à  la  relation  la  plus 
fimple  entre  les  n  —  Z'  -H  i  inconnues  dont  il  s'agit.  Mais  il 
ne  le  fera,  ainfi  que  nous  l'avons  déjà  obfervé  qu'en  diffimu- 
lant  certains  fadeurs  qui  peuvent  donner  des  connoiflances  plus 
étendues  fur  les  équations  propofées  ;  &  dans  les  cas  où  ces 
fadeurs  égalés  à  zéro,  formeroient  une  équation  qui  auroitlieu, 
cette  relation  la  plus  fimple  entre  les  n  —  y?  -+-  i  inconnues , 
ne  feroit  pas  la  plus  fimple  pofiTible,  ôc  renfermeroit  quelquefois, 
ainfi  que  nous  l'avons  vu  des  folutions  qui  n'appartiendroienc 
pas  à  la  queftion. 

Ce  premier  moyen,  le  meilleur  pour  la  célérité  du  calcul  ,■ 
n'efl:  donc  d'un  ufage  sûr  ,  qu'autant  qu'on  faura  qu'il  n'exifte 
entre  les  coefficiens  des  équations  aucune  relation  qui  puilfe 
donner  lieu  à  une  déprefiion. 

(5  57')  Le  fécond  moyen  eft  ,  après  le  premier,  celui  qui 
eft  le  plus  propre  pour  la  célérité  des  calculs.  Il  a  de  plus  l'a- 
vantage de  faire  connoitre  quelques-unes  des  relations  entre  les 
coefficiens,  qui,  fi  elles  avoient  lieu  ,  peimettroient  l'abaiffement 
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de  l'équation  finale;  mais  elle  ne  les  fait  pas  connoître  toutes, 
dans  Tapplicatiou  au  cas  où  il  y  a  plus  d'inconnues  que  d'dqua- 
tions.  Développons  cela  par  un  exemple  pris  encore  pour  plus 
de  fimplicité    fur  deux  équations  de  la  forme 

ax*  -i-  b  xy   -+-  c  x  ^  -i-    dy''  -^  ey^  -\-  f-;^  =  o 
'^  gx   -h  h  y      -\-  k7^ 
H-    / 
Si  on  met  ces  deux  équations  fous  la  forme 

A  x'-  -^   Ex   H-   C=o 

l'élimination  de  x  conduira  à  une  équation  en  ^ ,  j5 ,  C ;  A',  B',  C, 
laquelle  par  la  fubftitution  des  valeurs  de  A,B,C;  A',B',C', 
en  y  &  :^  ,   fera  du  quatrième  degré   relativement  à  j' &  à  :;;. 

C'eft  la  relation  la  plus  fimple  qui  puiffe  exifter  entre  jk  &  ^, 
fi  les  coëfficiens  des  équations  propofées  n'ont  entr'eux  aucunes 
relations  particulières  qui  puiflent  donner  lieu  à  une  dépreffion 
de  cette  équation  finale  ;  ou  s'il  n'exifte  point  quelque  valeur 
de  ■^  indépendante  de  x  &  de j/,  ou  quelque  valeur  de  j' indé- 
pendante de  :c  ôc  de  1,  qui  puiffe  fatisfaire  aux  deux  équations 
propofées. 

Alais  Cl  l'un  de  ces  cas  avoir  lieu ,  l'équation  finale  en  y  &c  7^^ 
ne  feroit  pas  du  quatrième  degré  ;  nous  l'avons  vu  (  25)0  ).  Or, 
par  ce  procédé,  on  voit  que  rien  n'en  avertit. 

Mais  fi  nous  mettons  les  équations  propofées ,  fous  la  forme 

-i-    Cy'  ==  Q 


Ax' 

■+■ 

Bxy 

D  X 

+ 

^7 

F 

&  qu'éliminant  x  ,  nous  calculions  l'équation  enjy,  félon  la 
méthode  que  nous  avons  fuivie  (  aSj)  ;  alors  l'équation  finale 
en  y,  après  la  fubftitution  des  valeurs  de  A ,  A' ;  B,  B',  &c. 
en  :^,  fera  du  quatrième  degré  relativement  à  j^;  mais  relati- 
vement à  \y  elle  fera  du  fixième  ;  car  cette  équation  finale  fera 
celle  que  donneroit  le  procédé  précédent ,  mais  avec  un  facteur 
que  nous  avons  examiné  (  2^0  )  ,  ôc  qu'en  fe  remettant  fous  les 
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yeux ,  on  verra  facilement  être  une  fontlion  de  ^  de  la  dîmen- 
fion  2.  Or  nous  avons  fait  voir  que  dans  le  cas  où  l'équation 
faite,  en  égalant  ce  fadeur  à  zéro,  avoit  lieu,  l'équation  finale 
étoit  fufceptible  d'abaiffement.  Ce  fécond  procédé  ,  plus  long  à 
la  vérité  ,  que  le  premier ,  a  du  moins  (ur  celui-ci  l'avantage  d'a- 
vertir des  cas  où  le  réfultat  du  premier  donne  des  réponfes  qui 
n'appartiennent  pas  à  la  queftion. 

(5  y  8-)  Mais  ce  fécond  procédé  ne  donne  pas  tous  les  Cas 
de  cette  efpèce.  Il  eft  d'autres  cas  qu'il  ne  donne  pas ,  mais  feu- 
lement par  le  choix  qu'on  a  fait  de  l'inconnue  ou  des  inconnues 
enveloppées  dans  la  forme  à  laquelle  on  a  réduit  les  équations 
propofées  ;  en  forte  qu'en  variant  ce  choix  ,  on  trouveroit  ces 
autres  cas ,  par  un  calcul  femblable.  Mais  il  en  eft  encore  d'au- 
tres que  le  fécond  procédé  ne  donne  pas,  &  ne  peut  donner. 

(5  5  9-)  En  effet,  pour  les  cas  de  la  première  efpèce,  il  eft: 
clair  ,  dans  l'exemple  a£luel ,  que  fi  au  lieu  d'éliminer  x  ôc  7  , 
nous  eufiïions  éliminé  x  &c  '^  ',  nous  ferions  arrivés  ,  par  le 
fécond  procédé  ,  à  une  équation  où  ^  auroit  monté  au  quatrième 
degré,  ôcj  au  fixième;  &  qui  auroit  eu,  en  ^  ,  un  fafteur  du 
fécond  degré  qui  auroit  indiqué  deux  valeurs  dej  qui  peuvent 
fatisfaire  aux  deux  équations  propofées  indépendamment  de 
ae  &  ^,  comme  le  fafteur  trouvé  dans  le  premier  cas  indique 
deux  valeurs  de  1  qui  peuvent  fatisfaire  aux  deux  propofées  in- 
dépendamment dQ  X  &c  y  :  èc  qui  en  même  temps  eft  tel  que 
s'il  étoit  zéro  indépendamment  de  :^,  il  indiqueroit  que  l'équa- 
tion en^  &  :^  ,  peut  être  abailTée  ;  ou  que  fi  on  donne  à  ^ 
l'une  de  ces  deux  valeurs ,  l'équation  en  j ,  peut  être  abaiflée. 
Et  fi  la  différence  du  nombre  des  inconnues  au  nombre  des 
équations  eft  plus  confidérable ,  on  voit  qu'il  naîtra. encore  une 
infinité  d'autres  cas  que  le  premier  procédé  ne  feroit  pas  connoî- 
tre  ,  &  que  le  fécond  ne  fait  connoître  qu'en  variant  fon  ap- 
plication à  chacune  des  formes  qui  peuvent  avoir  lieu  pour  les 
équations  propofées  traitées  par  ce  procédé. 

Or,  par  cela  même  qu'il  faut  varier  l'application  du  procédé 
pour  trouver  ces  différenscas,  on  doit  conclure  que  le  procédé 
n'a  pas  une  généralité  analytique  fuffifante  ,  &  que  même  les 
variations  que  l'on  employera  ,  pourraient  bien  laifler  encore 
échapper  quelques  cas  t  ôc  c'eû  ce  qui  auroit  lieu  en  effet. 
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■  Car  de  même  que  nous  avons  vu  (  28J  )  que  l'élimmation 
de  j/"  dans  deux  e'quations  de  la  forme  fx...2j'  =  0j  traitées 
dans  tout  leur  développement,  donnoit  un  fadeur  qui  eft  une 
fontlion  de  tous  les  coefficiens  de  ces  deux  équations ,  ôc  qui  , 
lorfqu'il  devient  zéro,  donne  lieu  à  l'abailTement  de  l'équation 
finale  ;  de  même  l'élimination  de  x  dans  deux  équations  de  la 
forme  fx.-.sj"^  =  o  ;  &  en  général  l'élimination  de  ;z —  i 
inconnues  dans  un  nombre  n  d'équations  renfermant  un  nombre  p 
d'inconnues  plus  grand  que  n ,  donnera ,  lorfqu'on  traitera  ces 
équations  dans  tout  leur  développement  ,  un  fa£leur  qui  fera 
fonction  de  tous  les  coëfficiens  de  ces  équations  ,  &  qui  ,_ 
lorfqu'il  fera  zéro,  fera  connoître  que  l'équation  finale  eft  fuf- 
ceptible  d'abaiflement.  Donc  ,  en  général ,  pour  être  sûr  de  ne 
laiffer  échapper  aucun  des  cas  qui  peuvent  avoir  lieu  ,  dans  un 
nombre  donné  d'équations,  renfermant  un  nombre  donné  d'in- 
connues ,  il  faut  traiter  ces  équations  dans  tout  leur  dévelop- 
pement naturel. 

(  560.)  Ainfi ,  pour  connoître  tout  ce  qu'il  peut  y  avoir  à 
connoître ,  relativement  à  l'équation  finale  réfultante  d'un  nom- 
bre n  d'équations  renfermant  p  d'inconnues ,/?  étant  >  ou  <  «, 
il  faut  employer  des  polynômes-multiplicateurs  dans  chacun  def- 
quels  entrent  toutes  ces  inconnues.  Tout  autre  procédé  ne  fera 
connoître  qu'une  partie  de  ce  que  ces  équations  peuvent  faire 
connoître. 

{  ^  61 .  )   Soient  donc  en  général 

fu...pj'  =  o,  fu...pJ'=o,  fu...pJ^"  =  o,  &c. 

les  équations  propofées ,  au  nombre  de  n  <C  p.  On  multipliera 
la  première  par  le  polynôme  indéterminé  fu  .  .  .  pj'^~' ,  la 
féconde  par  le  polynôme  fu...pj'^~'\,  la  troifième  par  le 
polynôme  (u  .  .  .  p)'^~'\  &c.  &  de  la  fomme  de  ces  produits 
on  formera  l'équation-fomme  dans  laquelle  on  fuppofera  égaux 
à  zéro  les  coëfficiens  des  termes  affeclés  des  inconnues  que 
l'on  veut  ne  point  avoir  dans  l'équation  finale. 

On  formera  enfuite  dans  l'équation-fomme  autant  d'équations 
arbitraires  qu'il  eft  polTible  de  faire  difparoître  de  termes  dans  le 
premier  polynôme ,  à  l'aide  des  n  —  i  dernières  équations  ; 
dans  le  fécond,  à  l'aide  des  n  —  2  dernières  j  dans  le  troifième , 
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à  l'aide  des  n  —  3  dernières ,  &c.  &  on  procédera  enfuite  au 
calcul  des  coëfficiens  ,  &  par  conféquent  de  l'équation  finale  , 
de  la  même  manière  qu'on  l'a  fait  jufqu'ici. 

Mais  comme  ici  la  valeur  de  T  n'eft  pas  déterminée ,  il  Te  pré- 
fente quelques  obfervations  à  faire,  qu'il  eft  à  propos  de  ne  pas 
omettre. 

La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  l'équation- 
fomme  &  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes  -  mul- 
tiplicateurs ,   eft  généralement 

Le    nombre    des    termes    de    l'équation  finale   ell 
Nfu...  p  —  n  -h-    ij'^.    Il  faut  donc  qu'on   ait 

Nfu...p-n^i)J  >d"Nfu...  p)-^.  ..{,^ ,,  ,^^  ^.,.  )  , 
c'eft-là  la  condition   à  laquelle    T  eft  affujetti. 

Mais  cette  condition  ne  détermine  que  la  limite  au-deflbus  de 
laquelle  T  ne  peut  pas  être  admis.  Elle  n'empêche  pas  qu'on  ne 
puifl!e  prendre  pour  T,  telle  quantité  que  l'on  voudra  au-deflus 
de  cette  limite. 

De  plus  il  n'en  eft  pas  du  cas  de  tk^  p  ^  comme  du  cas  de 
71  ^ p.  Dans  ce  dernier,  toute  valeur  de  Tau-deftus  derr'r"&c. 
ne  conduiroit  qu'à  donner  à  l'équation  finale  des  fadeurs  dé- 
terminés qui  n'indiqueroient  ou  que  des  folutions  particulières 
ou  que  des  cas  qui  peuvent  offrir  plus  de  fimpliciré  ,  foit 
dans  l'équation  finale  ,  foit  dans  les  polynômes-multiplicateurs  ; 
mais  il  n'en  réfulteroit  aucune  augmentation  dans  le  degré  de 
l'équation  finale. 

Ces  fadeurs  qu'întroduiroit  la  fuppofition  de  T  >>  r  t't"  &c. 
dans  le  cas  de  n  =^  ,  ôc  qui  ne  font  que  des  fonctions  des  coëffi- 
ciens donnés  des  équations  propofées ,  feroient  évidemment  des 
fondions  des  inconnues  de  l'équation  finale  fi  on  calculoit  celle-ci, 
dans  le  cas  de  n  <Cp ,  en  mettant  les  équations  fous  la  forme  d'é- 
quations à  n  inconnues.  Il  n'eft  donc  pas  étonnant ,  dans  le  cas  de 
n  <::^p  ^  lorfqu'on  calcule  avec  les  équations  prifes  dans  tout  leur 
développement ,  que  le  degré  de  l'équation  finale  augmente  avec 
celui  des  polynômes-multiplicateurs ,  ainfi  qu'on  voit  qu'il  arrivera 
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ici.  C'eft  que  les  équations  propoféesfont  fufceptibles  de  fe  trouver 
dans  une  infinité  de  cas  particuliers  exprimés  par  des  fondions  dif- 
férentes des  inconnues  qui  doivent  entrer  dans  l'équation  finale  ; 
&  que  l'analyfe  devant  donner  tous  ces  cas  ne  le  peut  faire  par  une 
feule  équation,  qu'en  augmentant  le  degré  de  cette  équation. 

Mais  comme  ces  cas  particuliers ,  ces  folutions  particulières ,  ne 
font  pas  eflentiellement  liés  entr'eux,  il  arrive  que  quelques-uns 
peuvent  être  donnés  par  des  équations  d'un  certain  degré,  d'autres 
ne  peuvent  l'être  que  par  un  degré  plus  élevé ,  &  ils  ne  font  pas 
tous  néceflairement  compris  dans  une  feule  ôc  môme  queftion.  II 
n'y  a  qu'un  certain  nombre  de  folutions  qui  fe  trouvera  toujours 
compris  dans  toutes  les  équations  que  l'on  trouvera ,  c'eft  celui 
qu'on  auroit,  par  l'équation  finale  ,  trouvé  en  mettant  les  équations 
fous  la  forme  d'équations  à  n  Inconnues,  ôc  dégagée  de  tout  fadeur 
fuperflu.  Quant  aux  autres  folutions  qui  font  ou  des  folutions  par- 
ticulières,  ou  des  indices  de  la  polîibilité  d'avoir  une  folution 
générale  plus  fimple  que  celle  qui  réfulte  généralement  du  calcul 
fait  en  mettant  les  équations  fous  la  forme  d'équations  à  n  incon- 
nues, elles  feront  données  tantôt  par  une  valeur  de  T",  tantôt  par 
une  autre.  Mais  telle  eft  la  raifon  pour  laquelle  le  degré  de  l'é- 
quation finale  eft  un  nombre  indéterminé. 

Quoiqu'il  en  foit ,  pour  arriver  à  l'équation  finale  ,  de  la  ma- 
nière la  plus  fimple ,  en  calculant  les  équations  prifes  dans  tout  leur 
développement ,  on  prendra  la  valeur  de  T  la  plus  immédiatement 
au-defTus  de  t  t' t"  èac.  &  qui  fatisfaffe  à  la  condition 

Et  pour  pouvoir  dégager  de  cette  équation  ,  l'équation  finale 
générale ,  celle  qui  renferme  les  folutions  qui  font  efTentiellement 
liées  entr'elles ,  on  laiffera  fubfifter  dans  le  calcul  quelques-uns  des 
coëfficiens  arbitraires  ;  ôc  alors  ,  félon  ce  que  nous  avons  obfervé 
(  487  &  fuiv.)  ,  on  aura  plufieurs  équations  finales  qui  auront, 
toutes ,  celle-là  pour  fadeur.  On  l'aura  donc  en  cherchant  leur 
commun  divifeur, 

FIN, 
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Extrait   des  Reglflres   de  V Académie  Royale 
des  Sciences, 

Du   17   Avril     1779. 

IVl.  Eflîeurs  d'Alembert  ,  Dionis  du  Séjour,  &Delaplace  ,  qui 
avoient  -été  nommés  pour  examiner  la  Théorie  générale  des  Equations 
Algébriques,  par  M.  BÉzouT,  en  ayant  fait  leur  rapport  ,  l'Académie 
a  jugé  cet  Ouvrage  digne  de  l'impreflion  ;  en  foi  de  quoi  j'ai  figné  le 
préfent  Certificat.   A  Paris,  ce  17  Avril  177p. 

.Si^/zej  LE  Marquis   DE    COND  ORCET,  i'ecreMire/'cr^efae/', 


PRIVILEGE    DU    ROI. 

LOUIS,  par  la  grâce  de  Dieu ,  Roi  de  France  &  de  Navarre  :  A  nos  amés  & 
féaux  Conlêillers  ,  les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement  ,  Maîtres  des  Re- 
quêtes ordinaires  de  notre  Hôtel,  Grand-Conlêil  ,  Prévôt  de  Paris,  Baillifs  Sénéchaux, 
leurs  Lieutenants  Civils  ,  &  autres  nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra ,  Salut.  Nos  bien- 
aniés  LES  Membres  ue  l'.\cadémie  Royale  des  Sciences  de  notre  bonne  Ville  de 
Paris  ,  Nous  ont  fait  expofêr  qu'ils  auroient  belbin  de  nos  Lettres  de  Privilège  pour 
l'impreflion  de  leurs  Ouvrages  :  A  ces  causes  ,  voulant  favorablement  traiter  les 
Expofans  ,  Nous  leur  avons  permis  &  permettons  par  ces  Prélèntes  ,  de  faire  imprimer  , 
par  tel_  Imprimeur  qu'ils  voudront  choilîr  ,  toutes  les  Recherches  &  Obfervations 
journalières  ,  eu  Relations  annuelles  de  tout  ce  qui  aura  été  fait  dans  les  AfTemblées 
de  ladite  Académie  Royale  des  Sciences  ,  les  Ouvrr.ges  ,  Mémoires  ou  Traités  de 
ehacun  des  Particuliers  qui  la  compofent  ,  &  généralement  tout  ce  que  ladite  Aca- 
démie voudra  faire  paroitre  ,  après  avoir  fait  examiner  lefdits  Ouvrages  ,  &  jugé  qu'ils 
feront  dignes  de  l'impreflion  ,  en  tels  volumes  ,  forme  ,  marge  ,  caraderes ,  conjoin- 
tement, ou  féparément ,  &  autant  de  fois  que  bon  leur  femblera  ,  &  de  les  faire  vendre 
&  débiter  par  tout  notre  Royaume,  pendant  le  temps  de  vingt  années  confécutives ,  à 
compter  du  jour  de  la  date  des  Préfentes;  fans  toutefois  qu'à  l'occafion  des  Ouvrages  cl- 
defTus  ftécifiés  ,  il  en  puifTe  être  imprimé  d'autres  qui  ne  (oient  pas  de  ladite  Académie  : 
Faifons  défenlês  à  toutes  fortes  de  perlônnes  ,  de  quelque  qualité  &  condition  qu'elles 
fbient ,  d'en  introduire  d'impredlon  étrangère  dans  aucun  lieu  de  notre  obéiffance  ;  comme 
aufll  à  tous  Libraires  &  Imprimeurs  d'imprimer  ou  faire  imprimer ,  vendre  ,  faire 
vendre.  S:  débiter  lefdits  Ouvrages,  en  toutou  en  partie,  &  d'en  faire  aucunes  traduc- 
tions ou  extraits ,  (bus  quelque  prétexte  que  ce  puifTe  être  ,  (ans  la  permiffion  exprefle 
&  par  écrit  defdits  Expolàns  ,  ou  de  ceux  qui  auront  droit  d'eux  ;  à  peine  de  confis- 
cation defdits  Exemplaires  contrefaits  ,  de  trois  mille  livres  d'amende  contre  chacun  des 
Contrevenans;  dont  un  tiers  à  Nous,  un  tiers  à  l'Hotel-Dieu  de  Paris,  &  l'autre  tiers 
auxdits  Expofans ,  ou  à  celui  qui  aura  droit  d'eux  ,  &  de  tous  dépens  ,  dommages  & 
intérêts  ;  à  la  charge  que  ces  Préfèntes  feront  enrégiflrées  tout  au  Icng  fur  le  Regiflre 
de  la  Communauté  des  Imprimeurs  &  Libraires  de  Paris  ,  dans  trois  mois  de  la  date 
d'icelles  ;  que  l'impreflion  defdits  Ouvrages  (era  fiite  dans  notre  Rojaume,  &  non 
ailleurs ,  en  bon  papier  &  beaux  caraéîeres ,  conformément  aux  Règlements  de  la  Librairie  ; 
fiu'avant  de  les  expolêr  en  vente ,   les  ManulcrÏK  ou  imprimés  qui  auront  fèrvi  de  copie 
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à  rîmpreffion  defdits  Ouvrages,  feront  remis  es  mains  de  notre  très-cher  &  féal  Che- 
valier Garde  des  Sceaux  de  France  ,  le  (îeur  Hue  de  Mirombnii  ;  qu'il  en  Cen 
enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique,  un  dans  celle  de  notre 
Château  du  Louvre  ,  &  un  dans  celle  de  notre  cher  &  teal  Clievalier  Chancelier  de  France , 
le  fieur  de  M.\uPEOu,&un  dans  celle  dudit  iîeur  Hue  de  Miromenil  ;  le  tout  à  peine 
de  nullité  defdites  Préfentes  :  du  contenu  delquelles  vous  mandons  6c  enjoignons  de  faire 
jouir  lefdits  Expofans  &  leurs  ayant  caufe  ,  pleinement  &  paifiblement,  fans  (oufFrir  qu'il 
leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  des  Prélêntes  qui  fera 
imprimée  tout  au  long,  au  commencement  ou  à  la  fin  defdits  Ouvrages ,  foit  tenue  pouc 
duement  lignifiée  ;  &  qu'aux  copies  collationnées  par  l'un  de  nos  améb  &  féaux  Confeillers 
&  Secrétaires,  foi  foit  ajoutée  comme  à  l'original.  Commandons  au  premier  notre  Huiflier 
ou  Sergent  fur  ce  requis ,  de  faire  ,  pour  l'exécution  d'icelles  ,  tous  aétes  requis  &  né- 
cefTaires ,  fans  demander  autre  permiffion ,  &  nonobllant  Clameur  de  Haro  ,  Chartre  Nor- 
mande ,  &  Lettres  à  ce  contraires.  Car  tel  eft  notre  plaifîr.  Donné  à  Paris  le  premier 
jour  de  Juillet,  l'an  de  grâce  mil  (êpt  cent  foixante  -  dix  -  huit ,  &  de  notre  règne  le 
cinquième.  Par  le  Roi  en  fôn  Conlêil, 

Signe,  LE  BEGUE. 

RegiJIre  /ur  le  ReglJIre  XX,  de  la  Chambre  Royale  &  Syndicale  des  Imprimeurs  & 
Libraires  de  F  aris  jN".  1477,  fbho  jSz,  conformément  au  KtgUment  de  1713  ,  qui  fait 
défenfis  ,  article  4.  à  toutes  perfonnes ,  de  quelque  qualité'  qu'elles  Joient ,  autres  que  les 
Libraires  &  Imprimeurs ,  de  vendre  ,  débiter  ,  faire  afficher  aucuns  Livres  pour  les 
vendre  en  leurs  noms  ,  foit  qu'ils  s'en  difent  les  Auteurs  ou  autrement  ;  &  à  la  charge 
de  fournir  à  la  fufdite  Chambre  huit  exemplaires  prefcrits  par  l'art,  loS  du  même 
Règlement,  A  Paris  ^  ce  10  Août  1778. 

Signé,  A,  M.  LOT  TIN  l'aîné,  Syndic, 
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